第 一 章 ”集合 、 鼎 射 和 Lebesgue 积分 


本 章 摘要 地 介绍 集合 论 和 实 分 析 的 一 般 概 念 ,以 及 几 个 常用 的 不 等 式 ,为 学 习 后 继 几 章 内 
容 打 下 基础 。 


8$1.1 集合 及 其 运算 


集合 是 数学 中 最 基本 而 又 最 原始 的 概念 之 一 , 它 不 能 用 其 它 任何 概念 来 定义 ,而 是 用 公 埋 
化 的 方法 加 以 引入 ,或 者 是 作 一 个 描述 性 的 说 明 。 粗 略 地 讲 ,凡是 具有 某 种 共同 特征 的 一 些 对 
象 组 成 的 总 体 就 称 为 一 个 集合 ( 或 简称 为 集 ), 而 其 中 的 每 个 对 象 称 为 集合 的 元 素 (或 元 ), 通 
常 下 大 写字 母 4.B,X\ 了 ,… 表 示 集 合 ,用 小 写字 母 a,5,x,y,… 表 未 集合 的 元 素 . 如 果 4 是 一 
个 集合 , 那 末 ,zE 4 表示 xz 是 4 的 一 个 元 素 , 当 z 不 是 有 4 的 元 素 时 , 则 记 为 zx 尼 4( 或 z 千 4)。 

集合 有 两 种 表示 法 ， 

列举 法 ”把 集合 中 的 元 素 列举 出 来 称 列举 法 .例如 ,4= {一 2,2} 表 示 一 2,2 两 个 元 素 组 成 
的 集合 ;8= {a,b,c) 表 示 a,b,c 三 个 元 素 组 成 的 集合 ,N= (1,2,…,n，…} 表 示 全 体 自然 数组 
成 的 集合 。 

特性 表示 法 ”把 集合 中 元 素 的 特性 表示 出 来 称 特性 表示 法 。 例 如 ,已 = {z|z 具有 性 质 p 
(z)}) ,表示 具有 性 质 pz) 的 一 切 z 构成 的 集合 ;4= {z|z 一 1 表示 满足 条 件 妇 一 1 全 体 作成 
的 集合 即 {一 1,1}; 而 B={f(z) 1zE [a,6]} 表 示 定 义 在 亲 区 间 [o,5J 上 的 全 体 苑 数值 所 成 的 
集合 。 

必须 指出 ,集合 的 元 素 并 非 一 定 都 是 数 。 例 如 , {f(z) 17(z) 在 [e, 执 上 过 续 ;表示 在 闭 区 间 


[La;5] 上 连续 孙 数 的 全 体 所 成 的 集合 , 记 为 Cla sb {zx|z= Cé se, 1 }, 2 | | “< 十 co 吕 所 kK 


(=1,2,…), 帮 是 数 域 (实数 域 或 复数 域 )} ,表示 满足 条 件 ; 2 16 ?< 十 oo 的 实数 (或 复数 ) 列 
{各 ,各 ，-…) 的 全 体 所 成 的 集合 , 记 为 1?。 | | 

另外 ,不 同 的 集合 所 含 元 素 的 数目 一 般 也 不 柜 同 。 凡 是 只 有 有 限 个 元 素 的 集合 称 为 有 限 
集 ; 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 好 ,例如 ,方程 z! 十 1=0 的 实数 解 组 成 的 集合 是 空 集 ， 
即 {x€ERIz? 十 1=0} 二 多 ; 既 非 空 集 又 非 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 。 

在 集 论 中 , 常 使 用 下 述 定义 : . 

设 4,B 是 给 定 的 两 个 集合 ,如 果 对 于 每 一 个 z€E 4 必 有 zEB, 则 称 4 是 B 的 子 集 , 记 作 
4CB( 或 B 志 4); 如 果 ACB, 同 时 B 忆 A, 即 4A 和 8B 含 有 完全 相同 的 元 素 , 则 称 4 和 B 相等 ， 
记 作 4 二 8; 如 果 44 和 8B 不 相等 , 则 记 作 4 关 B; 如 果 4CB, 且 4 关 B, 则 4 为 有 的 真子 集 , 记 
作 4 全 B。 我 们 规定 空 集 是 任何 集合 的 子 集 ,而 每 一 个 非 空 集合 4 至 少 有 两 个 明显 的 子 集 :4 
和 和 多 。 , 

设 4, B 是 给 定 的 漆 个 集合 , 由 4 和 B 所 有 元 素 组 成 的 集合 称 为 4 入 的 并 集 , 记 作 4 
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UB, 即 
AUB= {zlxE A 或 x EB = 
克 和 B 所 共有 的 元 素 组 战 的 集合 称 为 A 和 8B 的 交集 , 记 作 A4 门 B, 即 
ANB= {rxEAHrEB} 
属 十 集 4 而 不 展 于 集 吕 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 和 8 的 差 集 , 记 和 作 A 一 8B( 或 4\8), 即 
有 一 8B 二 {zx xTE 有 A 但 zB} 
必须 指出 ,在 集 4 和 集 8 差 集 的 定义 中 ,8B 可 以 是 也 可 以 不 是 4 的 子 集 。 
在 研究 具体 问题 时 ,如果 所 考虑 的 一 切 集 都 是 集 X 的 子 集 , 则 称 民 为 基 木 集 。 如 果 环 是 
一 个 非 空 的 基本 集 ,4CX, 则 定义 X- 4 为 双关 于 斑 的 余 集 (或 补 集 ), 记 作 4 或 A。 
并 和 交 的 定义 可 以 推广 到 任意 个 集合 的 情形 。 设 14。1a€ 7} 是 一 族 和 集合 , 即 对 于 每 个 EE 
J 可 确定 一 个 集 4,,J 为 指标 集 。 这 一 族 集合 的 并 日 4。 和 交 站 ,4。 分 别 定义 为 
HA, 二 {zx| 存在 a € J 了 ,使 得 € A} 
和 
们 4, = {z| 对 于 任意 a € 小 均 有 zE 4 
设 4,B 是 给 定 的 二 非 空 集合 ,对 于 a€E4 和 6EB, 以 tz,5) 表 示 有 序 元 素 对 ,简称 为 序 对 。 
如 果 a,==a ‘b=b 则 称 序 对 (za) 和 序 对 (a， ,5 相等, 记 作 人 al, 坟 ) 一 (as ,62), 由 集合 A:B 中 
元 素 构 成 的 所 有 序 对 组 成 的 集合 称 为 4 和 B8 的 直 积 (或 积 集 ), 记 作 4X8B8, 即 
AXxB={{ab|la € ALE BI) 
例如 ,已 知 4 一 [一 1,1], 了 一 [一 1, 1 , 那 末 , 直 积 4X 召 就 是 一 个 面积 为 4 个 平方 单 生 的 
正方 形 , 即 | | 
AXB= {Da EL 111 Er— 1,1) 
一 般 说 来 ,n(n 实 2) 个 集合 41 ,42,… ,54 的 直 积 (或 积 集 ) 类 和 似 地 定义 为 


{A4= 4 XxX A x xa 
iml 


frziyzayeeyzi) |zi 各 人 3 所 允 。 nr Ee A,} 
其 中 每 个 4;G==1,2,…,n) 称 为 此 直 积 的 坐标 集 。 例 如 ,两 个 实 直 线 R 的 直 积 就 是 实 平面 , 即 
R: 一 RXR,R" 就 是 4 个 实 直 线 R 的 直 积 , 即 Re 二 RXRX*…XR。 
设 4,8,C 是 给 定 的 三 个 集合 , 则 集合 的 运算 规律 如 下 : 
(1) 等 窗 律 AUA=A,A 站 4=A; 
(2) 交 换 律 AUB=BUA4,4 门 B= 二 B 门 4; 
(3) 结 合 律 ”AU (BUC)=(4UB)UC=AUBUC,， 
ANCtBNCO=ANB NC=ANBNG:; 
(4) 分 配 律 AU(BNMC)=CA4UBIN(CAUO)， 
AN(BUO= CANBYU ANG)., 
定理 (De 一 Morgan 法 则 ) 设 一 族 集 4,,4.CX(tz=1,2,…) ,各 是 基本 集 , 则 有 


(0 人 N44.)'= Ua:; 
(DO A= 4. 


证 明 先 证 (2), 设 zE(U4), 则 zEAln=1,2,"), 于 是 xE Ah:(n==1,2,…), 因 此 


ze 内 4， 从 而 推 得 (也 4.》 己 介入， 

及 之 ， 设 I 七 间 妨 , 则 立 仁 A‘{tn—1 2 ), 因此 :ZZ 多 4(n= 二 1,2,…), 即 x 蕊 口 4., 于 是 XI 
EL 4)', 从 而 挫 得 从: 忆 (U 4.》。 所 以 
, CU4 一介 太 
再 对 (2 两 端 同 时 取 余 集 , 可 得 

[4 了 = (A AY 
于 是 
U4.= (MN A) 

将 上 式 中 4, 换 成 45, 有 

De 一 Morgan 法 则 常 称 为 对 偶 原 理 , 我 们 概括 地 叙述 为 ,并 的 余 等 于 余 的 交 , 交 的 余 等 于 
余 的 并 , 它 在 集 论 中 有 着 广泛 的 应 用 。 


31.2 映 射 


在 微 积分 中 , 晤 数 的 概念 得 到 了 详细 调 深 入 的 分 析 和 讨论 。 如 果 用 具有 任意 属性 的 集合 代 
堆 函 数 概 念 中 的 数 集 , 那 未 ,就 可 以 得 到 函数 最 一 般 的 概念 , 即 所 谓 映 射 的 概念 , 它 是 现代 数学 
景 基本 的 概念 之 一 。 : 

定义 1 设 4 和 8 是 两 个 但 空 集合 ,f 是 4,8 元素 间 的 一 个 对 应 关系 (法 则 ) ,如 果 对 于 
任 一 xE4, 依 照 法 则 f,B 中 有 唯一 确定 的 元 素 y&€ B 与 之 对 应 , 那 末 , 称 f 为 和 到 B 的 映射 ， 
记 为 6 

fiA™=B 或 rh > 
3 称 为 zx 在 映射 了 下 的 象 , 记 作 y=/(x) 或 y=jx, 集 合 4 称 为 映射 f 的 定义 域 , 记 
为 安 ( 门 ,对 于 什 意 zEZ( 记 在 了 下 的 象 构成 的 象 集 f(4) 一 {yly= 了 (zx),z 所 多 ( 了 )} 称 为 了 
的 值 域 , 记 作 侈 (了 )。 一 般 地 , 值 域 及 ( 方 是 吾 的 一 个 子 集 。 

一 点 y€B 的 逆 象 (或 原 象 ) 是 使 得 fxz)=y 的 所 有 E 哆 ( 门 的 集合 , 记 作 广 !(). 即 
六 (yy 一 {rf(z) 二 y,xE 多 (有 );; 子 集 B.CB 的 逆 篆 集 ( 或 不 象 集 ) 是 使 得 f(x)& Bi 的 一 切 
XE 有 的 集合 , 记 作 广 !(B1), 即 1(8D)= {zr|f(z)EB ,rEZ(1))。 

必须 注意 ,点 yE 8B 的 逆 象 可 以 是 空 集 、 单 点 集 或 纪 ( 站 的 子 集 ,这 取决 于 给 定 的 元 素 yE 
号 和 缺 射 ,还 要 指出 , 当 A 和 8B 两 个 集合 为 数 集 时 ,这 里 定义 的 映射 了 就 是 通常 所 说 的 函数 
概念 。 

定义 2 设 映 射 /4 一 忆 , 如 果 完 ( 门 = 号, 则 称 了 为 从 全 到 吾 上 的 映射 ,又 简称 为 满 射 ; 
如 果 对 于 4 中 任意 元 素 二 1 和 Zz; 当 TI 天 Tz 时 ,蕴含 Fr) Fv) ; 刚 称 了 为 单 射 成 一 一 映 
射 ; 如 果 f 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 f 为 双 射 或 从 4 到 吾 的 一 一 对 应 的 映射 。 

设 f 是 4 一 如 的 单 射 , 对 于 任意 E 家 (站 ,一 定 有 了 唯一 的 aE 绍 ( 廊 与 之 对 应 ,因此 存在 一 
个 对 应 法 则 g, 且 对 任意 aE€ A4, 有 g(f(a)) 二 a, 以 及 对 任意 5EB, 有 f(g(tb)) 二 5, 则 称 g 为 f 
的 逆 观 射 , 记 作 g=f'。 
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设 有 两 个 映射 f:4 一 Bg:B->C, 且 规定 (g。 门 (4) 二 gtf(a)), 这 种 从 AC 的 映射 称 
为 复合 映射 , 记 作 g * / :4 一 C。 | 

设 刻 ,f; 是 给 定 的 两 个 映 身 ,如果 统 (f) 二 多 (f,) ,并 有 对 于 一 切 xE 纪 (1)== 多 (下) 都 
有 太 (z) 一 疡 (z)，, 则 称 映射 六 和 f: 是 相等 的 。 

设 4 为 一 非 空 集合 ,如 果 和 集合 4 到 A 上 的 映射 f;a 上 >a 疯狗 A 上 的 二 等 映射 , 记 
作 了 ， 

设 映 射 /;:X 一 Y, 且 A ee 

(DACAU B= UB); 

(WFANMNB) = VN EB) 

CF DUF)=A DU AR); 

DFADNF)=A DN EE), 

定义 3 设 f,g 分别 是 定义 域名 ( 放 7), 儿 (lg) 到 8B 的 映射 ,如 果 比 (让 记名 (g); 而 且 对 于 
纪 ( 几 ) 中 的 每 一 个 元 素 z 成 立 着 

S(T) = f(r) 

则 称 映射 g 是 映射 f 在 多 (g) 上 的 延 拓 , 记 作 f=g|zcw; 反 之 称 了 是 5 在 炙 CP) 上 的 限制 
作 他 三 =f|wns 

必须 指出 ,g 在 多 (让 土 的 限制 g|xww 是 由 gg 和 和 多 (用 所 唯一 确定 的 ,而 了 在 一 个 更 大 区 
域 上 的 延 拓 并 不 是 叭 一 的 ,因此 在 许多 问题 中 , 常 要 求 延 拓 后 的 映射 满足 一定 的 附加 条 件 。 

例 1 用 丸 夫 示 全 体 实 数 的 集合 (简称 实数 集 ， A ;映射 了 表示 规 
则 太 z) 二 zs, 试 考察 下 列 映 射 : \ 

_f ;RR 不 是 单 射 , 因为 一 + 和 者 映 成 z*。 它 也 不 是 满 射 , 因为 R 中 的 负 实 数 不 是 了 

的 象 ; J 

f ;RR-~ 不 是 单 射 ,但是 满 射 ;- 

了 ;R! -rR 是 单 射 ,但 不 是 满 射 ， 

f:R+ 一 R+ 是 双 射 。 

例 2 设 A= {2,4,6},B8 二 {a, 有 ,yj ,如 果 定 义 映 射 /， 4-B 使 得 FC2) 一 cy,FK4)= Bp,f(6) 
一 有 这 种 映射 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 ; 如 果 定 义 映 射 AP4- 盏 合 得 f(2) 一 o,f(4) 一 ,了 (6) 
=7, 则 此 映射 是 双 库 。 2 

定义 4 设 4,B 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 双 射 了 :4 一 B, 则 称 和 4 和 BB 是 对 等 的 集合 ,; 记 
作 4~8。 

必须 指出 ,4 一 吾 和 4 一 如 具有 不 同 的 含义 。4 一 召 意 味 着 4 的 元 素 与 B 的 元 素 之 间 有 一 
一 对 应 的 关系 :而 4=8B 等 价 于 它们 的 元 素 完全 相同 ,因此 对 等 的 两 个 集合 不 必 相等 。 

例如 ,{1,2,3) 一 {2,4,6)5f1 3 5 全 人 ,23…}; 实 数 集 灵 中 的 区 间 ( 一 1:1) 与 民 是 对 
等 的 ,因为 f(z) 一 tg| 到 | 就 是 这 两 集合 癌 的 双 射 ， 

凡是 能 与 自然 数 集 N 对 等 的 集合 称 为 可 数 集 或 可 别 集 ,否则 就 是 不 可 数 集 或 不 可 列 集 。 

定理 1 一 个 集合 4 的 可 数 的 充分 必要 条 件 是 么 的 全 部 元 素 能 用 自然 数 编号 , 即 
几 一 {ia yaiyovyaoyeom)。 

定理 1 可 由 定义 4 直接 推 得 。 

定理 2 任何 无 限 集 必 会 有 可 数 子 集 。 
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证 明 设 4 是 无 限 集 , 取 aig 4, 由 于 4 为 无 限 集 , 于 是 4\a 非 空 , 再 取 asE A\ta1), 而 
4Niauasj 非 空 , 如 此 继续 下 去 , 则 可 得 4 的 一 个 可 数 子 集 [a4,a2,…}CCA。 
定理 3 (1) 可 数 集 的 任何 子 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 数 集 ， 
(2) 可 数 多 个 可 数 集 之 并 集 仍 是 可 数 集 。 
证 明 《1) 设 4 是 可 数 集 , 即 4 一 {a ,aaa …} 如 果 旦 是 4 的 子 集 , 当 了 天 邓 , 则 
B= (oan dr} CA 
车 指标 集 {m4} 中 有 最 大 少 , 则 B 是 有 限 集 ; 若 措 标 集 {ni} 无 最 大 者 , 则 B 是 可 数 集 。 


(2) 设 A1,4:,…，,A。，… 都 是 可 数 集 ,要 证 明 4 一 U A 也 是 可 数 集 。 令 


A = {a Po de 4} 

As = 10.,. ea ea 

3 a A CP 
Pa : 

A = {aus Hi?! is? Gay》 


按 上 面 的 顺序 排列 得 到 
,P,P ME ay 

从 中 删 去 重复 的 元 素 ,这 样品 4。 的 元 素 可 以 排列 成 一 个 无 穷 序 列 , 即 能 用 自然 数 编号 , 故 它 是 
可 数 的 。 

例 3 奇数 全 体 组 成 的 集合 ,偶数 全 体 组 成 的 集合 ,整数 全 体 组 成 的 集合 都 是 可 数 集 。 显 
然 ,这 些 集合 与 自然 数 集 N 对 等 。 

例 4 有 理 数 全 体 构 成 一 可 数 集 。 

事实 上 ,任何 有 理 数 p 均 可 写成 赋 约 分 数字 ym,n 锋 为 整数 ,上 且 z 关 0。 我 们 可 以 把 元 认为 
是 与 直角 坐标 平面 上 的 点 人 mm,z2) 对 应 ,由 定理 3 可 知 ,这 种 格 点 (myz) 的 全 蛋 至 多 是 可 数 的 。 所 
以 ,有 理 数 全 体 组 成 的 集合 是 可 数 的 ,有 理 数 集 记 作 QQ。 

例 5 有 理 系数 多 项 式 全 体 组 成 的 集合 是 可 数 的 ， 

事实 上 , 零 次 有 理 系 数 多 项 式 {a} 全 体 是 可 数 的 ,一 次 有 理 系 数 儿 项 式 全 体 {zazr 十 站 是 可 
数 的 ,…… 块 深 有 理 系 数 多 项 式 全 体 {ax* 十 bx*' 十 十 c) 是 可 数 的 be， ,根据 定理 3, 故 有 理 
系数 多 项 式 全 体 构 成 的 集合 是 可 数 的 。 

可 以 证 明 , 闭 区 间 [L0,1J] 中 金 体 实数 蚌 不 可 数 集 ,于 是 , 开 区 间 (0,1) 中 全 体 实数 也 是 不 可 
数 集 。 再 对 每 一 个 zE C0,1), 令 f(z) 一 tg[ rz 一 至 | ,可 得 开 区 间 (0,1) 和 全 体 实数 及 是 对 等 
的 , 故 实数 集 只 是 不 可 数 集 ,从 而 推 得 全 体 无 理 数 也 是 不 可 数 集 。 


$1.3 实数 集 的 完备 性 
全 体 实数 组 成 的 集合 为 实数 集 R, 因 为 它 与 数 办 上 的 点 集 有 一 一 对 应 的 关系 ,所 以 ,对 实 


数 集 的 研究 与 直线 上 点 集 的 研究 是 完全 一 致 的 。 同 时 还 要 指出 ,我 们 在 一 维 空间 R 中 引进 的 
一 些 基本 概念 及 所 得 到 的 定理 ,原则 上 对 以 直接 推广 到 维 空间 R" 中 去 。 


一 、 上 确 界 和 下 确 界 


实数 集 玉 最 简单 的 子 集 是 区 间 , 它 包括 开 区 间 、 闭 区 间 和 半 开 区 间 等 。 现在 我 们 要 讨论 的 
是 直线 上 -… 般 的 点 集 。 

定义 1! 设 aER, 和 集合 

Oa) 会 {z|lz 一 al<) 
(符号 和 表示 “定义 为 "或 “ 恒 等 于 ”) 称 为 a 的 了 邻 域 ,其 中 是 给 定 的 正 数 ， 

设 ACR,aE4: 如 果 Oo,5)C4, 则 称 a 为 集 4 的 内 点 ;如 果 4 中 的 每 一 点 都 是 内 点 , 则 
称 4 为 开 集 ;如 果 4 = 二 R 一 4 是 开 集 , 则 称 4 为 闭 集 。 

定义 2 设 A4CR, 如 果 存 在 数 a€R, 使 得 对 于 所 有 的 zxE 4, 都 有 x 所 4; 则 称 4 有 上 界 ; 
如 果 4 天 捷 , 则 集 4 的 最 小 上 界 称 为 4 的 上 确 界 , 记 作 supA。 这 就 是 说 ,对 于 4 的 每 一 个 上 界 
za 都 有 sup4<g ,但 是 ,对 于 任 给 的 s>0, 必 存在 xz.E€4, 使 得 xwo 汪 supA4 一 。 显 然 ,如 果 BCA 
日 BX, 则 有 supB<supA。 

类 似 地 ,如 果 存 在 数 5€ RR, 使 得 对 于 所 有 的 EB 都 有 z 实 5, 则 称 8 有 下 界 ;如 果 8 关 儿 ， 
则 集 B 的 最 大 下 界 , 称 为 B 的 下 确 界 , 记 作 infB。, 这 就 是 说 ,对 于 B 的 每 个 下 界 5, 都 有 infB 
之 六 然而 对 于 任 给 e>0, 必 存在 zeoE 也 ,使 得 ro<int4 十 se。 显 然 , 如 果 BC4 且 B 天 好, 则 inf 召 
in[4。 

恕 果 有 4 上 有 界 且 下 有 界 , 则 称 集 4 是 有 界 的 。 因 此 ,如 果 4 天 应 , 则 有 

， inf4 <& sup4 

必须 注意 , 集 4 的 上 确 界 或 下 确 界 不 一 定 属于 集 4。 

根据 定义 2, 可 以 证 明 以 下 定理 ， 

定理 1( 确 界 存 在 定理 ) 有 上 (下 ) 界 的 非 空 数 集 必 有 唯一 的 上 (下 ) 确 界 。 


二 、Cauchy 收效 准则 


定义 3 设 实数 列 {z,} 和 实数 z, 如 果 对 于 任 给 s>>0, 存 在 入 沁 0, 使 得 对 一 切 n>N, 有 |z。 
一 z|<s, 则 x= 称 为 实数 列 {tz,} 的 极限 ,或 称 实数 列 {z.} 收 伍 于 xz, 记 作 limze 一 z。 显 然 ,这 个 实 
数列 和 极限 在 数 轴 上 就 有 与 之 相对 应 的 点 列 和 极限 点 。 

如 果 点 列 {z-} 满 足 !' 对 于 任 给 se>0, 存 在 正 整数 NN>>0, 使 得 当 im,n>>N 时 ,总 有 :ze 一 加 | 
<<e, 则 称 点 列 {fz.} 是 Cauchy 点 列 或 基本 列 。 

我 们 知道 ,如 果 limz. 一 <, 则 点 列 {z。} 必 有 界 , 但 其 逆 不 成 立 。 

定理 2 (Bolzana 一 Weierstrass 定理 ) 有 界 的 无 穷 点 列 必 有 收 伍 子 点 列 。 

定理 2 指出 ,任何 有 界 点 列 {z.} 至 少 有 一 个 极限 点 。 如 和 何 判断 一 个 点 列 {z。} 是 否 收 伍 呢 ? 
下 面 叙述 Cauchy 收 黎 准则 ,其 重要 性 在 于 这 样 一 个 事实 : 它 从 给 定点 列 {z,} 本 身 即 可 判断 其 
收 往 性 而 无 需 知 道 它 的 极限 。 

定理 3 (Cauchy 收 倒 准 则 ) 点 列 {z,} 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 点 列 {x,} 是 基本 列 。 

证 明 必要 性 ”如果 {zx.} 收 合 于 4, 则 对 于 任 给 的 < 沁 >0, 存 在 正 整 数 NN 沁 >0. 使 当 z>>N 
村 ,有 


lx =a| 玉河 


十 是 ,对 于 和 .六 , 推 得 


|z。 一 fu 安 | za 一 4 十 1xa aj << 半 十 羡 = 


故 点 列 {zo} 是 基本 列 。 
充分 性 ” 设 点 列 {x.} 是 基本 列 ,于 是 对 于 给 定 的 e=1, 总 可 选择 一 个 Neo, 当 me 时 ， 
有 |z 一 zr|<1。 特别 地 , 当 ? 人 > oo 一 Ne 十 1 时 ,有 | 一 Tw | 之 1, 从 而 当 nV 时 ,有 |z， 
S| Tw |lza ll+ | | 
令 弄 =maxflzly za ylzvsily1 十 zs 时, 则 对 一 切 自 然 数 ”都 有 
lal<M 
所 以 点 列 [zx,} 是 有 界 的 。 
根据 Bolzana 一 Weierstrass 定理 可 知 ,该 点 列 !z,} 必 有 收 伐 的 子 列 {x } 野 jimx 二 a+ 这 
意味 着 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 正 整 数 尺 >0, 当 > 民 时 ,有 
]zr —al<e 
取 一 正 整数 局 =max( 天 十 1,N 十 1) ,于 是 必 有 有 > 玉 , 且 n,nst 之 N 十 1>N。 由 于 已 知 
点 列 {z,) 是 基本 列 , 因 此 , 当 n、m>>N 时 ,有 !zx, 一 Ts| 过 8, 所 4 
lz al la | TI, -ale+te= 2 
即 
lim zz = 
,定义 4 设 A4 是 R 中 的 点 集 ,如 果 4 中 任意 基本 点 列 都 在 4 中 收敛, 则 称 集 4 是 完备 
的 。 例 如, 区间 (0,IT) 不 是 完备 的 点 集 ,因为 点 列 | “| 是 集 (0,1) 中 的 基本 列 ,但 它 在 (0,1) 中 
没有 极限 点 即 不 收 伍 ,因而 集 (0,1) 是 不 完备 的 如果 在 (0,1) 中 加 上 一 些 点 ,使 之 成 为 团 集 [0， 
1] ,这样 , 它 就 成 为 完备 的 点 集 。 
通过 以 上 的 讨论 ,可 以 指出 , 确 界 存在 定理 .Bolzana 一 Weierstrass 定理 及 Cauchy 收敛 瞧 
则 都 是 等 价 的 ,它们 从 不 出 刍 度 刻 划 了 实数 的 本 质 属 性 一 一 连续 性 即 完 备 性 ,从 而 得 出 实数 集 
只 是 完备 的 。 也 就 是 说 , 它 关 于 极限 运算 是 封闭 的 ,所 以 ,它们 都 是 很 重要 的 一 批 基本 定理 。 


$1.4 集合 的 测度 与 可 测 函 数 


Riemann 积分 的 定义 是 函数 .f(z) 具 有 连续 性 或 “间断 点 不 太 多 ”的 条 件 下 作出 的 ,这 种 积 
分 虽然 解决 了 很 多 的 实际 间 题 ,但 随 着 科学 技术 的 发 展 , 它 的 局 限 性 也 明显 地 表现 出 来 。 田 外 ， 
在 理论 上 这 种 积分 也 存在 一 些 次 端 , 如 积分 与 极限 换 序 、 积 分 与 微分 横 序 、 积 分 与 积分 换 序 等 
这 些 基 本 运算 所 要 求 的 条 件 较 苛 刻 。 鉴 于 Riemann 积分 的 这 些 缺 陷 , 建 立新 的 积分 势 在 必 行 ， 
经 过 人 们 长 期 的 探索 ,在 总 结 前 人 工作 的 基础 上 ,1902 年 法 国 数学 家 Lebesgue 成 功 好 引入 了 
一 种 新 的 积分 , 即 Lebesgue 积分 , 它 已 成 为 近代 数 学 ,物理 及 工程 技术 等 领域 中 方便 而 有 力 的 
工具 。 

根据 Riemann 积分 的 结构 可 以 看 出 ,要 在 原 积分 的 基础 上 产生 Lebesgue 积分 的 概念 ,我 
们 必须 扩大 可 积 函 数 类 ,同时 对 直线 上 一 般 点 集 也 要 引入 类 似 于 区 间 长 度 的 定义 。 为 此 ,本 节 
介绍 点 集 的 测度 和 可 测 范 数 及 其 基本 性 质 。 

限于 篇 幅 , 以 下 两 节 涉 及 到 的 定理 ，- 般 不 子 证 明 ,有 兴趣 的 读 考 可 参阅 文献 [1]。 


一 、 吉 集 的 测 并 


为 了 便于 理解 ,我 们 从 直线 上 的 点 集 引 入 Lebesgue 测度 (以 下 简称 测度 ) 的 有 关 概 念 和 结 
论 ,这 些 内 容 从 一 维 空间 RR 推广 到 维 空间 R" 没有 本 质 上 的 困难 。 
考虑 尺 中 的 有 界 点 集 上 E。 设 卫 , 7,…,1.，… 是 一 串 区 间 ,， ECU 7, 且 mT, 表示 开 民间 也 


的 长 度 , 那 玉 ，24m1, 是 一 个 非 负 的 数 集 , 且 { >)ml.1EC U7.) 是 下 方 有 界 的 , 因此 , 必 有 有 
n= nl nn 


焉 确 界 。 

定义 1 点 集 电 的 外 测度 定义 为 

pe (E) inf( Dml,|E CU 

设 ECLa,5] ,上 的 余 集 户 二 Fae, 轨 一 E 的 外 测度 为 上 《( 严 ), 刚 称 数 
p(B) 人 EG a) — pFE) 
为 五 的 内 测度 。 

从 定义 中 可 以 推出 :对 和 任何 点 集 五 ,有 

Po (EE) < 7 (E) 
定义 2 对 于 有 界 点 集 EE, 如 果 
| A° (EB) = pi (E) 

则 称 五 是 Lebesgue 可 测 集 ,简称 可 测 集 ;EE 的 外 测度 和 内 测度 的 公共 什 称 为 EE 的 Lebesgue 
测度 ,简称 测度 , 记 作 五) 一 Ap (E)=p, {EE)。 

如 果 

p(BE)=0 

则 称 点 集 上 为 零 测 集 。 

显然 ,如 果 匹 大 区 间 , 则 (BE)=mE, 

对 于 二 维 的 情形 , 即 E 是 R 中 的 点 集 时 ,只 要 在 定义 中 取 一 目 开 甜 形 代替 {)} 就 可 以 ,以 
此 类 推 , 故 测度 的 定义 不 难 推广 到 R" 中 的 点 集 。 由 此 可 见 , 所 谓 测 度 就 是 普通 长 度 . 面 积 和 体 
积 等 概念 的 推广 。 

现在 叙述 可 测 集 的 一 些 基本 性 质 。 

定理 1 (1) 如 果 五 | 和 五 : 可 测 , 则 EUEs,E 站 EE 一 上 ;2 均 可 测 ， 

(2) 如 果 五 , 和 Es 可 测 , 有 ECEs1 册 pCED<Sp(Es)? 


《3》 如 果 芒 ,已 :，…， … 是 可 测 集 ， 则 UE. 及 从 E。 也 可 测 ,而 虽 当 !{ 五 中 两 两 不 相交 
时 ,有 
uCUE, ) 一 Du 《测度 的 完全 可 加 性 〉. 


{4) 有 界 开 集 、 有 界 闭 集 都 是 可 测 集 。 
例 1 证 明 有 界 可 数 集 忆 = (ziyz…zs} 是 零 测 集 即 可 测 集 。 
证 明 对 E= {2 vt) 中 任 一 点 xy 作 - 一 小 开 区 间 


fs 一 [二 


其 中 e>0 是 任意 小 的 正 数 ,显然 ,ECUL1 且 
0 p° (EY) Sm UI) & Dml, 


ee 
由 :的 任意 性 知 ,p'《(E) 二 0, 而 0S&p (BE)S&p* (EE), 故 pLE) 二 0, 所 以 ,E 是 一 个 零 测 集 。 
例 2 设 五 是 [0,1] 中 无 理 点 集 , 则 mw(E) 一 1。 
事实 上 ,由 例 1 知 ,[0,1j 中 的 全 体 有 理 数 构成 之 集 是 可 数 集 Q, 其 测度 x(Q) = 二 0, 因 而 [0， 
1] 中 全 体 无 理 数 构 成 之 集 EE 是 可 测 集 。 根 据 测度 的 可 加 性 得 
A(E) = pu([0,1]) 一 AQ) =1 
由 以 上 两 俩 可 知 , 单 点 集 的 测度 为 零 ,我 们 还 规定 空 集 名 的 测度 为 等 ,另外 ,区 间 ( 开 、 闭 或 
半 开 半 闭 ) 都 是 可 测 集 ,和 且 测 度 等 于 区 河 的 长 度 。 
定义 3 设 五 是 无 界 点 集 , 作 区 间 
= {zx||z| <&} (k= 1,2,.…) 
如 果 对 每 个 ,E 门 4 是 可 测 集 , 则 称 EE 是 可 测 的 ,其 测度 定义 为 
KE) = limp(E NN 7,) 
在 此 可 测 意 义 下 ,定理 1 仍然 成 立 。 
应 该 指出 ,六 中 全 体 可 测 集 组 忒 的 集 类 称 为 可 测 集 类 , 记 作 了。 在 工 中 , 交 、 并 ,可 列 交 可 
列 并 ,以 及 有 限 差 运 算 的 结果 仍 是 可 测 集 , 即 工 对 这 些 运算 是 封闭 的 。 - 
同时 ,由 于 开 集 ,. 闭 集 都 是 可 测 的 ,从 开 集 、 闭 集 出 发 ,经 过 上 述 运算 可 得 到 构造 极为 复杂 
的 可 测 集 , 称 此 集 类 为 Borel 集 类 , 记 作 BB。 显然 ,BCL。 
由 此 可 以 看 到 ,可 测 集 的 范围 非常 广泛 ， 在 实际 问题 中 所 袖 到 的 有 界 集 几乎 全 部 都 是 可 测 
集 , 但 是 现在 已 研究 清楚 了 ,不 恬 于 可 测 集 的 有 界 集 以 及 局 于 可 测 集 而 不 扁 于 Borel 集 的 有 界 
集 确 实 存在 。 由 于 其 构造 太 抽 象 又 很 复杂 ,我 们 这 里 不 再 叙述 ， 


二 、 可 测 纪 数 


定义 4 设 fz) 是 定义 在 可 测 集 E 上 的 实 值 演 数 ,如 果 对 任意 实数 4, 集合 - 
El(f > a)= {zx|f(x) > ax €E} | 

恒 可 测 , 则 称 (x) 是 EE 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 , 或 简称 为 可 测 函 数 。 

例 3 零 测 集 王 二 定义 的 任意 实 值 苑 数 光 是 可 测 范 效 。 

证 明 因 对 Y aER, 集 

E(f >a)= {(z|f0D) > a'TEE} 

是 的 子 集 , 即 E(f>a)CE, 故 E(f>a) 是 可 测 的 , 且 x(E(f>a)) =0, 所 以 , f(x) 是 可 
测 函 数 。 

例 4 设 扎 是 可 测 集 ,证 明定 义 在 五 上 的 常 值 函数 

Cr) 一 

是 可 测 函 数 。 

证 明 因 对 Y a 和 只 ,有 

Ga 之 ec 


E(f >a)= {rlf(r) > ar EE}= 
Ea<e 


故 EECf>a) 可 测 , 白 以 A(z} 基 可 测 稍 数 。 
例 5 设 E 是 可 测 集 ,E~ UE,,EE; 可 测 且 豆 不 相交 Ci 一 1,2,…,n),f(zx) 是 定义 在 E 上 ， 
旦 在 各 上 分 别 取 常数 6c 的 函数 ( 称 为 简单 油 数 }, 则 7z) 是 可 测 丽 数 。 
证 明 因 对 V aER, 集 
El(f >a) = {zf(r) > ar EE E} 
或 为 宅 集 2， 或 为 有 限 个 咏 之 并 ,因此 下 (Pra) 是 可 测 集 ,所 以 f(z) 是 可 测 函 数 。 
例 6 设 闷 z) 是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 可 测 函 数 ， 出 对 任意 aSR, 集 
E(f 守 a) = {rlf(r) Sar EE) 
El(f a = {rx|f(x) ar ELE) 
ECf =a) = {rlf(x) = a,x & EE} 
Ela<f DN)= rl/ br C Ea,b€ R} 
都 是 可 测 的 。 
事实 上 
EC(f 24a) = NE [r>e- 引 


E(f Sad) 一 已 一 BCF>a) 
K(f =a)= E(f a)— E(f»> a) 
Ea /ED = Ef DN Ef Sb) 
根据 已 知 条 件 和 定理 1, 上 述 集合 都 是 可 测 集 。 
例 7 定义 在 RR 上 的 连续 函数 7Cz) 是 可 测 函 数 。 
证 明 ”对 ¥ ERR, 如 果 集 合 £(f>a)= 名 , 则 因 空 集 名 是 具有 零 测度 的 可 测 集 , 故 f(x) 
可 测 ; 如 果 集 E(u) 非 空 , 则 可 证 明 它 是 开 集 。 为 此 , 任 取 xoEE(f>a), 风 了 Cro)>a。 由 于 
f(z) 在 vw, 处 连续 , 故 存在 6>0, 使 当 xEOCzos 人 时 ,fCr)>a, 这 表明 O(zo8)CE(C 广 ro)， 
因此 , zo 是 E(f>a) 的 内 点 。 由 zo 的 仔 意 入 知 ,EC(f>>a) 是 开 集 , 从 而 可 测 , 所 以 A(x) 是 可 
测 函 数 。 
” 可 以 证 明 , 怕 可 济 集 上 的 连续 医 数 必 为 可 测 函 数 , 但 是 ,5 可 测 纯 数 不 一 定 是 连续 盟 教 。 
例 8 Dirichlet 函数 rtz) 定 义 为 
Sp | 当 z 为 [0,1] 中 的 有 理 数 时 
0， 当 z 为 [0,1] 昌 交 无 理财 用 
证 明 f(z) 是 E=[0， 世上 的 可 测 函 数 。 
证 明 含 书 ，E 了 别 表示 有 理 点 集 、 无 湿 点 集 ,a 为 任意 实数 ， 根据 Dirichiet 函数 fCz) 的 
定义 ,有 
记 ， 当 a 之 0 时 
su>o 当 0 迄 ae 扫 1 时 
多 ， 当 e 之 1 时 
由 于 E,E 和 他 都 是 可 测 集 , 因 此 ,不 论 a 是 怎样 的 实数 , 集 BCA>>a) 恒 可 测 ， 故 f(z) 是 EE 上 
的 可 测 函 数 , 但 zz) 在 五 上 处 处 不 连续 。 
定理 2 设 Frz),，g(z) 是 定义 在 可 测 集 鼠 上 的 可 测 函 数 , 则 f(z), x) 土 g(x)， 
CD LPGolr foDgCe ,EECg(z) 天 94e 为 实 常 数 ) 屠 是 可 测 画 数 。 
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证 明 略 。 : 

定义 5 设 E 是 可 测 集 ,P 是 一 惨 定 在 EE 上 的 数学 命题 (如 连续 、 可 微 , 收 伍 等 )。 如 果 存 在 
ECE 且 pu(E,) 一 0, 使 忆 在 E 一 E。 上 成 立 , 则 称 卫 几乎 处 处 成 立 于 上 , 记 作 Pu,e. 于 五 。 

必须 指出 , 因 空 集 必 是 零 测 集 . 故 P 在 避 上 成 立 , 也 可 说 在 必 上 几乎 处 处 成 立 。 

例 9 已 知 f(z) 一 sinz; 则 f(z) 在 R 上 几乎 处 处 不 为 零 , 记 作 了 (zx)0。 

例 10 已 知 f(x)=tgz, 则 了 (z) 在 RR 上 几乎 处 处 连续 , 记 作 f(r), 于 R 上 连续 。 


到， 万 为 有 理 数 . 时 
tgz， z 为 无 理 数 ， 则 .Fez) 有 几乎 钼 处 等 于 g(x)， 记 作 


例 11 如 果 f(x)=tgx, g(r) 二 
fr) tz). ;: 

最 后 ,为 了 更 深入 了 解 可 测 函 数 , 我 们 给 出 可 测 函 数 和 连续 函数 的 关系 。 

定理 3(Lusin 定理 ) 如 果 f(z) 是 E 上 的 几 平 处 处 有 限 的 可 测 浮 数 , 则 对 于 Y 9>0, 存 在 
闭 集 FCE, 使 得 uCE 一 F)<<6, 月 f(x) 限制 在 Ff 上 是 连续 函数 。 

通过 定理 3 可 知 , 可 测 函 数 是 比 连 续 函 数 广泛 得 多 的 函数 类 。 但 从 结构 上 来 看 ,它们 之 问 
的 关系 是 很 密切 的 , 且 实 际 上 只 差 * 一 点 点 "。 所 谓 “ 一 点 点 ? 指 的 就 是 在 扣 中 去 掉 一 个 测度 任 
意 小 的 子 集 后 ,可 测 函数 就 成 为 连续 函数 了 。 : 


31.5 Lebesgue 积分 


本 节 首 先 对 有 界 消 数 引 进 Lebesgue 积分 的 概念 ,然后 扩充 到 非 负 函数 及 一 般 阔 数 。 建 立 
这 种 积分 理论 有 有 多 种 方法 ,下 面 采用 类 似 于 Riemann 积分 方案 这样 ,一 是 便于 和 Riemann 积 
分 相对 茹 ;二 是 能 更 好 地 突出 积分 概念 的 基本 思想 . 即 分 割 求 和 。 

设 五 为 可 测 集 ,而 gCE)<< 十 f(x) 是 EE 二 [a,6]J 上 的 有 界 函 数 ,Lebesgue 建立 新 的 积分 
的 方法 不 是 对 [a,5] 进 行 分 割 ,而 是 对 函数 值 进行 分 割 , 即 把 函数 秆 很 相近 的 那些 点 x 归 在 -- 
起 ,从 而 得 到 [a,5j 的 一 个 分 法 。 具 体 地 说 ,f(z) 的 值 介 于 有 4 与 BB 之 间 , 在 [A4， A 

4 一 入 二 外 二 及 二 二 加 二 也 
令 
= {x|% RIT) Cyr €E [eb = 1,2,% ,1) 

如 录 和 一 -i! 很 小 , 那 末 , 间 一 点 集 E 中 的 两 点 所 对 应 的 函数 也 很 接近 .。 它 与 Riemann 方法 的 
不 同 之 处 在 于 ， 总 中 相 异 的 两 点 可 能 相距 很 远 ， 五 可 能 不 是 小 区 间 的 形式 。 


定义 1 设 p(BE)<< 十 oo， f(z) 是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 有 界 函 数 ， 如 果 EE= UE,, 其 中 每 


个 E: 都 是 可 测 集 , 诸 应 过 不 相交 , 目 pCE) 二 忆 pCE,), 则 称 Er, Es E, 构成 E 的 一 个 分 
划 , 这 种 分 划 称 为 可 测 分 划 , 记 作 D。 
任 取 (ED) ELy1 yj .EEG=1,9,"… ,1n), 作 和 式 
rcpcE) 《1.5.1) 


车 当 = max yy 0 时 ， 和 式 (1. 5. 1) 的 极限 存在 ， 利 此 极限 什 不 依 炸 于 可 测 分 划 
了 和 /(&) 的 选取 方法 ， 则 了 称 为 在 EE. 上 关于 测度 g 是 Lebesgue 可 积 的 ,简称 为 工 一 可 积 的， 
此 极 根 值 称 为 了 在 EE 上 的 Lebesgue 积分 ,简称 工 -积分 , 记 作 
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er perm oe 


| Pe 一 曙 写 1 CE) 


有 时 为 了 与 其 他 积分 区 别 ,也 记 作 (L) | f(x)dz， 
定义 2 设 在 可 济 集 EE 上 f(x) 滨 0, 对 于 任意 的 正 整数 = 令 
fz), 当 fx) 之 时 
: 区 = . 当 f(x) 之 nn 时 
如 果 {/Cz)}。 都 是 有 界 可 积 洋 数 , 则 称 f(x) 在 EE 上 有 积分 值 ,其 什 为 
| fede = tm| (fe) 


册 于 {f(z)), 随 ** 增 加 而 单调 上 升 ， 因此 右 端的 极限 总 是 存在 的 (可 能 为 十"e)， 特别 当 其 为 有 
限 值 时 , 则 称 jz) 为 在 忆 上 的 非 负 工 一 可 积 函 数 。 

定义 3 设 /xz) 是 定义 在 可 测 集 至 上 的 可 测 函 数 , 令 

六 (Crz) 一 max {f(r),0) 
| | (z) = maxi{— f(z),0} 

则 产 和 广 都 是 非 负 可 测 函 数 , 且 f(x) 一 f(z) 了 《x) ,因此 ,对 .了 的 积分 的 研究 可 化 为 对 
广 和 上 太 - 的 积分 的 研究 。 如 果 非 负 可 测 函 数 /+ 和 /都 在 EE 上 有 积分 值 ， WT 
大 , 则 称 f(z) 在 E 上 有 积分 值 ,其 积分 值 为 


ji f(z}dr,— | Cx)dr 一 |, 天 《dz 
如 果 f+ 和 广 的 积分 值 都 是 有 限 入 , 则 称 疙 z) 是 殖 上 的 二- -可 积 函数 、 
定义 4 设 <(E)= 十 co( 一 维 情形 ), 令 

,二 [一 n,nl,E,. = ENT, Gr = 1,2,°") 

于 是 ,ECECCE CCE 且 =limE,, 又 设 f(z) 在 每 个 上 可 测 ,如 果 
,lim 上 Cd 
为 有 限 值 , 则 称 ftx) 在 E 上 为 I 一 可 积 ,并 且 称 此 极限 信 为 f(z) 在 EE 上 的 工 一 积分 , 记 作 
上 了 (zydz = lm, fir)dzr 


如 果 tim| . zydz 为 十 或 一 co, 则 称 fx) 在 下 上 有 有 积分 什 十 co 或 一 co， 


我 们 把 Lebesgue 积分 和 Ki 积分 作 一 比较 ， 可 以 看 出 ， ,在 Riemann 税 分 的 定义 中 ， 
它 是 把 区 间 [a ,6] 划 分 为 若干 小 区 陪 , 这 可 以 看 作 是 Lebesgue 划分 方法 的 一 种 特殊 情形 。 可 以 
证 明 , 如 果 f(z) 在 E 一 [a,6] 上 晨 R 一 可 积 , 刚 A(z) 在 EE 上 是 上 一 可 积 的 , 且 丙 个 积分 值 相等 ， 
即 


CR)| zydz= (| fondz 
其 闻 不 真 。 
以 上 公式 表明 ,在 计算 (7) | 。7tz)dz 时 ,如 果 能 用 熟悉 的 方法 (Newton 一 Leibniz 公式 ) 
求 得 (R)| f(z)dz(E = [4, 杂 ), 则 RR 一 积分 的 值 就 是 所 求 /一 积分 的 值 。 


另外 ,Lebesgue 积分 确 为 Riemann 积分 的 推广 .可 以 指出 ,Lebesgue 积分 对 函数 fz) 及 
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诸多 换 序 运算 所 要 求 的 条 件 大 为 减弱 ,因此 ,作为 一 个 积分 工具 前 言 ,Lebesgue 积分 是 更 为 灵 
活 方便 , 且 应 用 的 范围 更 加 广泛 ， 

定理 1 一 切 有 界 可 测 函 数 都 是 一 可 积 的 。 

必须 指出 : (1) 定 理 1 给 出 工 一 可 积 函 数 的 一 个 范围 ,但 由 于 不 可 测 的 有 界 函 数 “ 极 少 ", 故 
5 一 可 积 函 数 的 范围 很 大 ,例如 ,处 处 不 连续 的 函数 

| 为 有 理 数 ， 
A 二 和 [ev 打 

使 是 一 个 上 一 可 积 曾 数 , 且 积 分 值 为 


{LL 站 f(xYdz=0 
(2) 定 理 1 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 . 即 在 可 测 集 点 上 的 有 界 活 数 ,如 果 它 是 - -可 积 的 , 则 必 
定 是 可 测 的 。 
定理 2 设 E 是 可 测 集 ,ux(E)<< 十 吕 . 
(1) 如 果 fz) 在 EE 上 工 一 可 积 , 那 末 , 对 任何 常数 cvef (xz) 也 在 所 上 工 一 可 积 ; 且 


. flr)dr=e flr)dr 

(2) 如 果 f(z 在 Ei 和 Es 上 工 一 可 积 , 且 琴 站 B 二 BY; 则 f(z) 在 EiUE, 上 工 一 可 积 , 且 

| f(x)dx = | .rzr)dz 十 | 天 ( 工 )dz 

£ UE, £) E, 
(3) 如果 Fz) 和 gCz) 都 在 上 上 工 一 可 积 , 则 x) 十 g(r) 也 在 E 上 工 一 可 积 , 是 

| are + glz))dx = 上 adz + JaCndz 

(4) 如 果 f(x) 和 gCz) 痢 在 && 上 有 界 可 测 , 则 f(z)g(lzx) 在 EE 上 工 一 可 积 。 
定理 3 f(x) 在 [a,5b] 上 R 一 可 积 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 在 [a,5] 上 几乎 处 处 连续 。 


这 个 定理 回答 了 Riemann 积分 本 身 没 有 解决 的 问题 。 下 面 我 们 继续 给 出 工 一 积分 的 儿 个 
重要 定理 ,从 中 可 以 看 出 工 一 积分 的 优点 。 


定理 4 《〈Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 {/.(z)} 是 可 测 集 忆 上 的 可 测 函 数列 ,满足 条 件 ， 
(1) limf,(z)——f (x) ; 

(2) 存在 可 积 函 数 F(x) ,使 得 对 一 切 z€EE, 有 

[flr) | RF (tn = 1,2,%) (a. 0,) 

则 了 在 互 上 是 工 一 可 积 的 ,日 oe 


[ flr)dz = a 了 zydz 
定理 人 设 { 记 } 是 可 测 集 EE 上 的 一 列 非 负 可 测 函 数 ， 且 在 五 上 f(z) 一 
> 则 


上 7(z)dz 一 一 上 ftr)dr 


el] 


定理 6 《Levi 定理 ) 设 { 广 ) 是 可 测 集 居 上 的 一 列 非 负 可 测 函 数 ,日 
fr) 雪 产 (z) < bd 坟 x) < a 
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如 果 在 已 Fjimj Cr) 一 AF(z), 则 
| fedz = tm| AGedz 
定理 7(Fubini 定理 ) 设 了 (x,y) 是 蒋 积 空间 Rere= ReRs 上 的 可 积 函 数 , 则 


(1) 几乎 对 于 所 有 的 z€E R? ,flx,y) 是 y ny 
(2) 几乎 处 处 有 定义 的 函数 


i | fz ydy 


是 在 R* 上 可 积 的 。 
《3) 下 列 等 式 成 立 。 


ks fz)dzdy = |, dz w/z)dy 一 | dy FCzry)d 
J Reta Pa 


$1:6 几 个 常用 的 不 等 式 


1. 对 任意 a,58ER, 有 3 
|a 十 避 | lal | 
I+l+ol Sia + TT 


证 明 设 f(D) = 了 和 "> 一 1, 于 是 f Wi> 0, 所 以 ， 2 是 增 函 数 。 因此 


{1.6.1) 


fla toh= Tt 
; Je|+ | 
A(la| 十 8D)= 1+ af + To 
所 以 
lat+6 lal |_ ,6 


T+Ta 二 计 全 了 十 Tal:+ 了 二 16T 
2. 设 p>13+ j=1(p’q 称 为 相 件数 )ve>>0,6>0, 则 有 
wb 二 (1. 6. 2) 
证 明 考察 (zy 平面 上 ， 由 方程 y 王 < 所 定义 的 曲 : 


线 ,这 曲线 也 可 用 方程 x 一 ~! 来 表示 (图 1.1)。 从 图 1.1 -” 
中 可 见 ,不 论 Ga 十 荐 什么 样 的 正 数 ,总 有 


[a 


Ab SE 十 5 
而 面积 
F 
51 盖 { zrldz = 
9 
5 一 | zx" ldy = 
所 以 , 式 (1, 6.2) 得 证 。 图 1.1 


3. Holder 不 等 式 , 设 户 9 为 式 (1， 人 2 让 所 设 的 相伴 数 ,= ACE 1,2,…,n) 是 实数 , 则 有 
不 等 式 
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Ce ee vp te 


De < CD el FD yl (1.6.3) 
一】 t=1 =- 
证 明 


他 


二 天 - ia | A b= {yl 


《yz 六 SEAY + 
根据 式 (1. 6.2), 有 
Bb et 
证 A 力 g 
将 ez 有 的 表达 式 代入 上 式 , 并 对 天 从 1 到 =* 求 和 ,得 
5 五 |ysl Pla 六 ly 
了 R=1 -< 十 本 
PE a PE | ql > | 六 四 


由 于 去 十 六 一 1 所 以 不 等 式 (1. 6. 3) 成 立 。 
如 果 在 不 等 式 (1. 6. 3) 中 取 p=2， ee 则 式 (1. 6: 3) 化 为 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 


2 “aya | EW 有 本 XxX Si . (1.6.4) 
4, 积分 型 的 Holder 不 等 式 . Rp 为 式 (1 6， 2 放 训 的 相 件 懂 ， 则 有 积分 型 不 等 式 
站 zeyeits 人 | zeoraj 人 yh 01.6.5) 


成 (1. 6. 5) 对 于 使 右边 的 积分 有 沁 义 的 任何 函数 x (2),y(2) 都 成 立 。 
5 Minkowski 不 等 式 ， 设 1sp< 十 co 则 对 实数 Xrs Yelk= 1 7 2 ;nn) 有 不 等 式 
(lz Fuori) + (5 yi {1.6.6) 
£=] +=1 yl 
证 明 当 卢 一 1 侍 ,不等式 (1. 6. 56) 显然 成 立 。 
> [十 1? 寺 3 | 十 人 十 » vil lz yl 
#1 kl El 
对 上 式 右 端的 每 一 个 和 数 应 用 Holder 不 等 式 (1, 6, 3), 并 注意 (p 一 1)g 二 p, 于 是 
(zi 十 4 委 {2 dal 让 ly Dn) 十 | 5 [ye)?) 


用 (zal 十 1x41)?)* 除 上 述 不 等 式 的 两 边 , 即 得 式 (1. 6. 6) 成 立 。 
6, 积分 型 的 Minkowski 不 等 式 。 设 p 癸 1, 则 有 


] 


(few ty) (fz) + 人 yw)” 69 
式 (1. 6. 7) 对 于 使 右边 有 意义 的 任何 函数 z(z) ,y(z) 都 成 立 。 
习 更 一 


1. 证 明 4 一 B=ANMmB。 
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2. 设 A、.B 是 直线 上 的 开 集 ,证 明 4U8 和 4 站 3 也 是 开 集 。 
3. 设 了 是 和 -> 了 的 映射 , 且 4CX,BCY，, 证 明 : 
(DACITLFACA) 1; 
(2 FLF BY ICB; 
(3)F°1(B =f (BY, 
4, 设 召 是 4 的 非 空子 集 , 证 明 : 

inf4 去 in 二 supB supA 
5. 证 明 所 有 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 的 全 体 组 成 一 个 可 数 集 。 
6. 设 数 列 {4.} 满 足 条 件 


ja, 一 ati 芝 范 2 


证 明 数 列 {a,} 是 Cauchy 点 列 。 

7. 证 明 区 间 (0,1) 不 是 零 测 集 ， 并 且 寺 线 上 任 一 开 集 都 不 是 替 测 集 。 

3. 证明 集合 4 一 也 zz 十 7<7 气 启 ) 的 测度 为 1。 

9. 如果 /Cz) 是 可 测 集 忆 上 的 可 测 函 数 尺 是 一 个 有 限 数 , 则 (D/Cz) 二 EC2) 和 (2)3C3)| 
f(z) | 都 是 可 测 隐 数 。 | 

10. 设 {f.} 和 {g,} 在 区 间 了 上 的 递增 函数 列 , 令 4 二 max{ /185) U1, 二 min{f,,g,} 

《1) 证 明 {w,} 各 是 了 上 的 递增 函数 列 ! ，. 

(2) 荐 Ff 于 TgeAg 于 了 证 明 ws Fmax(tf 8) Us AmMin(f 8) 

11. 求 函数 /(z) 二 | 为 天 理 点 。 在 区 间 [0,12 上 工 一 积分 。 

1, zx 为 有 理 点 


12. 函数 /(z) 一 点 在 [0,1] 上 是 否 一 可 积 ? 
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第 二 章 ”Banach 空间 和 Hilbert 空间 


在 许多 工程 技术 中 , 我 们 考察 的 系统 不 仅 是 它 的 某 个 状态 ,而且 是 所 有 可 能 状态 的 全 
体 , 这 种 情况 经 过 抽象 反映 到 数学 上 ， 就 是 要 求 研究 黄 数 或 函数 列 所 组 成 的 集合 。 在 处 理 具 
体 问 题 时 还 要 求 在 非 空 集合 上 引入 某 种 数学 结构 ,这 种 具有 某 种 数学 结构 的 集合 丈 之 为 抽象 
空间 ,本章 首先 在 非 空 集合 上 用 公理 化 的 方法 给 出 线性 空间 、 度量 空间 、 赋 范 空间 (Banach 空 
间 ) 及 内 积 空 间 (Hilbert 空间 ) 的 定义 ,然后 分 别 讨论 这 多 个 空间 的 性 质 , 这 些 内 容 是 泛 隔 分 析 
最 精华 的 部 分 。 


$2.1 线性 空间 


定义 1 设 藉 是 一 个 菲 空 集合 , 玉 是 一 个 数 域 (K 为 实数 域 尺 或 为 复数 域 C)， 如 果 在 X 
由 十 六 加 法 二 靳 和 激 季 二 算 ， 且 具 有 下 列 性 质 ， 则 X 称 为 数 域 上 的 线性 空间 。 

1, 加 法 运算 
， 对 于 任意 zx,y€ 久 ,都 有 唯一 确定 的 元 吉 zE 与 它 对 应 , 即 (z,y) 上 Px , 称 z 为 + 与 之 
和 , 记 作 z=z 二 y, 且 满足 : 

(1) z+y=y+x} 

(2) 对 任意 zEX,(x 十 yy) 十 z 二 x 十 (y 十 z); 

(3) 存在 EX, 使 得 对 任意 zE 和 有 xz 十 9=x( 此 元 素 8 称 为 工 的 零 元 素 ); 

(4) 对 任意 rEX,I x'EX， We T 十 zx! 二 8,x' 称 为 元 束 x 的 负 元 , 记 作 x' = 一 x。 

2. 数 乘 运算 

对 任意 a€ ,任意 xEX 都 有 X 中 唯一 确定 的 元 素 ww 与 之 对 应 , 即 (a,z) 上 >w , 称 z 为 
a 与 的 积 , 记 作 w=ax, 且 满足 : 

(1) 对 于 任意 8E 开 ,ae(C8z) 一 (aB)zi 

(2) 12=7x(1EK); 

(3) Cat+Br=arzt+ Br BEK; 

(4) xz 十 四 一 oa 十 ay，y 生 与。 

如 果 KK 为 实数 域 尺 , 则 称 X 为 实 线性 空间 ; 嫩 果 天 为 复数 域 C, 则 称 X 为 复线 性 空间 ,或 
称 为 实 或 复 的 向 量 空间 。 线 性 空间 的 元 素 又 称 为 向 量 或 点 , 零 元 素 9 也 叫做 空间 的 原点 (有 时 
为 了 方便 起 见 , 仍 把 零 元 素 8 记 作 0),X 中 元 素 的 相 加 及 数 与 元 素 相 乘 统称 为 线性 运算 。 

例 1 R"(n 个 R 的 直 积 ) 是 一 个 实 线性 空间 。 对 于 Y z= (各 8.) ER" 和 Y y= (9， 
Yar) ER' ,ER, 定 义 加 法 运算 和 数 乘 运 算 为 


从 
z 士 3 一 (十 六 十 人 二) 


ax 全 《ae at ee ) 
容易 验证 ,此 线性 运算 都 满足 线性 空间 定义 中 的 所 有 公理 ,因此 R" 是 实 线性 空间 。 
J 


类 似 地 可 以 定义 与 验证 C"(* 个 复数 集 C 的 直 积 ) 是 一 复线 性 空间 。 
例 2 C"*" 表 示 mXn 复 年 阵 的 全 体 组 成 的 集合 ,. 它 是 复线 性 空间 。 
实际 上 ,按照 复 和 矩阵 加 法 和 数 乘 的 运算 ,定义 C"” "上 的 线性 运算 , 即 对 任意 的 


Ga 全 san bi 
4 一 ， .B= EC, 即 
i [6 
A,BEC™ "RaEC : | 
2 十 2 at 十 
A 二 + B= : : 
Qn Bal am 二 bmn 
Ga Cn 
a4 一 
aa aa 


容易 验证 ,上 述 运算 满足 线性 空间 定义 中 的 所 有 条 件 , 所 以 C" "是 复线 性 空间 。 

同样 ,mxXn 实 答 阵 的 全 体 组 成 的 集合 只 RR R 上 , 按 上 述 方法 定义 线性 运算 而 成 
为 实 线 性 空间 。 

例 3 连续 函数 空间 C[a ,6 是 - 个 线性 空间 。 对 于 人 6] 中 任意 两 个 元 素 zt 和 ?Gt)， 
xE€K 民 ,定义 


(z 十 力 的 全 X(t) yt) EE [ab] 


Caz)(p) 全 oxlt) zt EE [a,d] 
显然 ,上 述 运算 满足 线性 空间 定义 中 的 所 有 条 件 , 因 此 生起 全 于 秆 机 要 条 二 邱 记 
为 线性 空间 ， 
例 4 4(p 之 1) 是 一 线性 空间 , 对 中 的 和 任意 两 个 元 素 = (6 ,6,…) :3 一 a :a 
所 下 ,定义 . . 
区 十 2 (6 二 Yi 十 Wn) 


入 
ax 二 《ae ,aé, ,+1) 
现在 证 明 这 样 定义 的 x 十 y 和 wz 仍 属于 疡 。 
事实 上 , 因 
属 十 各 | 宝生 | 十 地 | 六 和 裤 C2maxC| DD) 
= sr ss 2r(C | 总 | 十 | 六 | 
衬 e ar<a( 袜 le 二 j<+o0 
因此 ,x 十 yE4?, 显然 ， 易于 验证 arEt。 这 种 运算 满足 线性 空间 定义 中 的 所 有 条 件 ， 故 Cp 
之 D 接 上 述 加 法 与 数 乘 运算 成 为 线性 空间 。 
定义 2 设 民 是 数 域 久 上 的 线性 空间 , ,是 处 的 非 空子 集 ， 如 果 对 Y r，yEX 及 aeE 


玉 , 都 有 zz 十 yE Xs 及 axE&XX。, 那 末 X。 按 及 中 加 法 及 数 乘 运 算 也 成 为 线性 空间 , 则 称 .X。 为 
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XX 的 线性 子 空间 .对 和 {0} 是 多 的 两 个 线性 子 空间 , 称 汶 平凡 的 子 空间 , 若 已 子 , 则 称 闷 是 
XX 的 真子 空间 .例如 ,R? 是 一 个 实 线性 空间 ,其 上 的 两 种 运算 规定 为 :对 于 任意 的 + 二 (6 ,， 
$$) 利 y= 074,732,335) ,a€EK, 有 : 
们 十 3 一 (和 十 看) 总 十 六 和 一 力 ) 
ur= (aé. ,ago aea) 
邻 了 昆 形 如 y 一 (所 ,0,0) 全 体 构成 的 集合 ,在 上 述 运算 中 ,了 是 R' 的 一 个 真子 空间 。 
为 了 今后 叙述 方便 ,下 面 再 介绍 线性 空间 中 的 几 个 重要 概念 。 
设 怀 是 数 域 天 上 的 线性 空间 ,zxEX, 如 果 存 在 数 mEKK,i 二 1,2,…,n, 使 得 
T= or EE 1 
则 称 z 是 zyzz…zs 的 线性 组 合 ,或 称 工 可 用 zi ,zs,… ,zx 线性 表示 ;如 果 存 在 不 全 为 零 的 
数 wE 政 人 =1,2:…,2) ,使 
的 2 十 Qi 十 … 十 we 一 0 
则 称 Tl rT" yy 为 线性 相关 的 一 组 向 量 ,否则 就 称 向 量 组 X14 yr 是 线性 无 关 的 a 
设 五 CX,E 了 多 , 则 忆 中 任意 有 限 个 元 京 的 线性 组 合 的 全 体 
{mnt oat orlr EE Em EK (i=1,2," nNnEN) 
是 了 的 一 个 子 空间 ,这 个 子 空间 称 为 由 忌 张 成 的 或 生成 的 子 空 间 , 记 作 span 五 。 
可 以 证 明 ,span 五 是 线性 空间 忒 中 包含 五 的 最 小 子 空 间 。 换 名 话说 
spban 五 一 门 {YlYC X, 上 日 YOE} 
通常 ,将 包含 互 的 一 世子 空间 的 交 称 为 五 的 线性 包 , 凤 此 span EFE 是 忆 的 线 入 包 。 | 

设 ECX, 如 果 玉 的 每 一 个 有 限 子 集 都 是 线性 无 关 的 , 则 忆 称 为 是 线性 无 关 的 ;如 果 互 不 
基线 性 无 关 的 , 则 称 EE 是 线性 相关 的 。 

定义 3 设 久 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 如 果 存 在 一 个 正 整数 %, 使 得 ， 

(1) X 中 包含 一 个 由 > 个 元 素 组 成 的 线性 无 关 集 ， 

(2) 任何 多 于 或 等 于 ”十 1 个 元 素 组 成 的 集 都 是 线性 相关 的 , 则 称 X 为 有 限 维 的 ,此 正 整 
数 : 称 为 和 的 维 数 , 作 记 dim 久 二 =n; 如果 XX 不 是 有 限 维 的 , 则 关 称 为 是 无 限 维 的 。 例 如,R" 和 
CC" 都 是 维 的 线性 空间 ;R"*" 和 C"* 都 是 mXn 维 的 线性 空间 ,而 CLe,8] 和 1*(p 实 1) 均 是 无 
限 维 的 线性 空间 。 征 泛 函 分 析 中 ,将 着 重 讨论 无 限 维 的 空间 。 

如 果 dimX 一, 则 无 中 由 个 元 素 组 成 的 线性 无 关 集 , 称 为 忆 的 一 个 基 : 如 果 :ei verv…， 
ex} 是 多 的 一 个 基 , 则 每 一 个 zx€EX 可 唯一 地 青 示 为 基 元 ee …%e. 的 线性 组 侣 , 即 存在 唯一 
的 a ya sa, 使 得 

ZZ 二 Qe 十 0262 十 … 十 en 

在 nn 维 Euclid 空间 RR 中 ， 最 简 间 而 又 党 用 的 规 闪 基 是 ” 

el = (1l,0," "0) 
= (0,1,**,0) 


es = (0,0,.,1) 
一 般 地 , 设 区 是 线性 空间 (不 一 定 是 有 限 维 的 )， 如 果 叉 的 子 集 8 站 二 人 无关 spanB = 
藉 , 则 瑟 称 为 不 的 一 个 基 。 
定义 4 设 瑟 和 巨 : 是 线性 空间 王 的 线性 子 空间 


《12? 如 果 
: Ei Es= {ri 一 zr E Ess € E,} 
则 E, 十 Es 称 为 线性 了 空间 EE, 与 E: 的 和 (显然 ,EE 十 E; 也 是 羡 的 线性 子 空间 )。 
(2》 如 果 对 于 每 一 个 +zE El 十 Es, 存在 唯 一 的 rtE E) 和 xs&€ ,使 得 x 一 7, 十 z，, 则 线性 
子 空间 EE, 和 Ez 的 和 称 为 直 和 , 记 作 EDE,. 
特别 节 , 当 X=EDE, 时 , 互 和 Es; 直 称 为 补 子 空 间 。 
容易 看 出 ,线性 子 空间 E, 与 &; 的 和 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 包 门 Es= {0} ,这 时 ,对 于 
任意 的 ZE 五: 和 za 和 E:,Tt! 和 zs 都 是 线性 无 关 的 。 
例 §5 P,L0,1j 表 示 财 区 间 [0,1] 上 次 数 小 于 或 等 于 nn 的 多 项 式 的 全 体 组 成 的 集合 . 它 是 n 
十 1 维 空间 , 取 zEP,[0,1](i 二 0,1,… 2) 满足 
Att) = (t € [0,1)) 
则 集 {zoyz…yzo} 是 己 [0,1 的 基 。 
例 6 R 忆 ”和 和 ”都 是 加 Xn 维 线性 空间 ,用 4 表示 第 工行 第 了 列 元 素 为 1 其 余 元 素 全 
为 零 的 mxXn 矩阵 , 则 | Se 
{A]i = 12 mj = 112 ,2} 
是 RY 和 C"*" 的 基 。 
定义 5 设 X 和 YY 都 是 数 域 天 上 的 线性 空间 。 如 果 存 在 一 个 又 到 了 的 双 射 了 , 且 满足 
T(r+ y) = Tr+ Ty 
了 (azr) 一 人 
其 中 zz,yEX,aEK， 则 称 天 和 了 是 线性 间 构 的 ,映射 工 称 为 部 到 了 土 的 线性 启 构 映射 。 
必须 注意 ,定义 中 两 个 周 构 线 性 空间 的 “ 同 构 " 的 含义 是 ; 两 个 空间 的 元 素 一 一 对 应 , 且 两 
个 空间 的 代数 结构 (由 线性 运算 7 可 以 看 作 是 相同 的 ， 
可 以 证 明 ,每 一 个 = 维 实 (或 复 ) 的 线性 空间 都 与 忆 (或 C) 线 性 阿 构 。 不 仅 如 此 ， 我 们 还 可 
以 证 明 更 一 般 的 结论 。 
定理 1 在 同一 数 域 上 的 两 个 有 限 维 线性 空间 是 线 性 同 构 的 ， 当 且 仅 当 它们 具有 相同 
阐 维 数 ， 


$2.2 度量 安 间 的 定义 与 实例 


在 微 积分 中 ,我们 讨论 过 极限 的 概念 。 所 谓 数 英 (zz.} 收 伍 于 z 即 limz， 二 zx; 家 示 {z,} 接 近 
于 z 的 程 嵌 是 用 距离 |z, 一 x1 来 刻 划 的 。 当 noo 时 ,距离 1z,--x1 趋 近 于 0, 因 此 极限 的 定义 是 
建立 在 两 个 实数 之 间 的 “ 距 离 ” 这 个 概念 上 的 ,本 节 把 距离 的 概念 推广 到 一 般 的 抽象 空间 中 ,并 
以 公理 化 的 形式 给 出 定义 ,从 而 揭示 这 个 概念 的 实质 。; | 

定义 1 设 叉 是 一 非 空 集合 ,如 果 对 于 了 X 中 任意 两 个 元 素 = 和 yy, 均 有 一 个 实数 与 之 对 
应 ,此 实数 记 为 a(z,y), 且 满足 四 

(1) 非 负数 dtz,y) 实 0, 而 dtr,y)=0 的 充分 必 野 条 件 是 工 一 y; 

(2) 对 称 性 d(x,y) = 二 dy ,2) 

(3) 三 角 不 等 式 dz)sSd(zz) 十 dyy)， 其 中 。 也 是 天 中 的 任意 元 素 , 则 称 d(zyy) 
为 和 > 的 度量 或 距离 ,并 称 天 是 以 d 为 度量 或 距离 的 庆 县 空间 或 距离 空间 , 记 作 ( 瑟 ,d7 或 


XX。 我们 常 称 和 是 (X,d) 的 基 集 , 它 的 元 素 称 为 记 量 空间 的 点 。 上 述 三 个 条 件 :(1)、(27、3) 称 
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为 度量 公理 。 如 果 YCX 是 不 的 非 空子 集 , 则 称 ( 了 7,d)? 是 (X,d)? 的 子 空间 。 
例 1 尺 和 CC 是 度量 空间 。 
事实 上 ,对 于 任意 x=(&1 ,8&1 )ER ,y= ER, 定义 


dz 二 V6 一 各 ) 十 (一 于 十 十 《6 一) (2.2.1) 
容易 验证 , 式 (2. 2. 1) 满 足 度量 公理 ,因此 ,R" 是 以 4 为 度量 的 度量 空间 。 
如 果 对 R" 定义 另 一 个 度量 
dz 一 | 和 一 人 十 | 名 一 因 [ 十 …… 十 各 一 多 | 
由 CR",d,) 构 成 另 一 个 度量 空间 。 
对 于 C"， 其 度量 定义 为 


二 


Pe 一 名 上 十 | 各 一 更 天 十 … ls TIED. 
dz 一 | 各 一 六 | 十 | 一 及 拓 十 …… 十 | 一 也 有 

容易 验证 ,它们 均 满 足 度量 公理 ,因此 ,(C",dq) 或 (C" ,di) 均 是 度量 空间 。 

例 2 连续 函数 空间 C[a, 纪 是 度量 空间 。 对 于 Cfa, 刀 中 任意 两 个 点 zy 

dzyy) 一 max |zGo ~— y(0)| 

显然 , 它 满足 度量 公理 ,因此 cLaw6] 移 成 一 个 度量 空间 . 

例 3 离散 流量 空间 任 趟 一 个 非 空 集合 XX; 基 上 的 度量 定义 为 

d(x,y) = (pi zyEX 

显然 , 它 满足 度量 公理 ,因此 (X,d) 是 一 个 度量 空间 ,并 被 称 为 离散 度量 空间 。 这 是 因为 (和 ,d) 
中 任意 两 个 不 同 的 点 之 间 的 距离 始终 大 于 一 个 正 的 常数 ， 我 们 将 借助 它 来 说 明 许多 概念 。 


例 4 (pp 之 1) 是 一 个 度量 空间 。 对 一 任意 的 r,yE 忆 ,度量 定义 为 . 
da (2. 2. 2) 
其 中 之 = (&. ,sy 二 (Yr ) 显然 式 (2.2.2) 满 足 度量 公理 (1)、(2)。 另外 ,根据 
Minkowski 不 等 式 , 对 任何 4 都 有 下 列 不 等 式 
(Bisnis (Dlr)it (Dn) 
由 候 设 , 当 w-oo 时 ,就 有 2 
(Dnt ) <( 袜 6 + (In 1 
因 比 式 (2. 2. 2) 满 足 度 其 公理 (3)， 所 以 Cp 之 1) 是 度量 空间 ， 


例 5 p 矢 可 积 函 数 空间 L*[a,61(p 关 1) 是 一 个 度量 空间 。 
设 z(G9 是 定义 在 闭 区 间 [a ,5 上 的 可 测 函 数 ,如果 积 分 


[wba <+ ~ 
即 zbl) 为 p 帘 工 可 积 男 数 , 则 请 午 地-- 可 积 通 数 的 全 体 就 构成 六 竺 可 积 函 数 空 间 , 记 作 刁 . 
[a sb |。 
对 于 任意 zt) ,y(t)ELr[a,b], 定 义 度量 为 
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ee 
dz 一 中 lz 一 >Glod 《2.2.3) 


显然 , 式 (2. 2. 3) 满 足 度量 公理 (1) 和 (2) ,再 根据 Minkowski 不 等 式 ,也 可 直接 推出 式 (2. 2. 3》 
满足 度量 公理 (3》, 所 以 L*-a ,6] 是 一 个 度量 空间 。 

定义 2 设 点 列 {z.jC(X,d), 且 xEX, 如 果 对 于 任意 给 定 的 e>>0, 存 在 正 整数 N 使 当 )” 
>N 时 ,都 有 - 

d(x sr) < 
即 
limd Cr, ,z) 三 :0 

成 立 , 则 称 点 列 {zx 是 收敛 点 列 ,> 是 点 列 {z} 的 极限 点 ， 记 作 limzo 一 > 或 ro 一 >。 

可 以 证 明 , 关 量 空间 中 收 和 伍 点 列 是 有 界 的 , 且 极 限 是 唯一 的 这样, 在 建立 了 度量 空间 的 极 
限 概念 之 后 ,就 为 统一 处 理 每 个 具体 空间 的 极限 概念 提供 了 方便 。 

最 后 必须 指出 ,对 于 度量 空间 ,应当 注 音 : 

(] ) 对 于 一 个 非 空 集合 ,我 们 总 可 以 定义 订 量 ,而 且 定 义 前 方式 一 般 不 是 队 一 的 。 因 此 ,应 
该 根据 问题 的 需要 和 集 的 性 质 适 当 规 定 , 以 期 充分 反 冉 空间 的 特点 ,只 有 这 样 ,在 理论 上 上 或 实 
际 上 才 有 较 大 的 意义 。 本 节 各 例 引进 度量 充分 注意 到 了 这 一 点 。 

(2) 如 果 一 个 非 空 集合 上 定义 了 两 个 上 度量 , 那 末 ,由 它们 作出 的 极限 概念 可 以 是 相同 的 也 
可 以 是 不 周 的 。 


§ 2.3 开 集 、 闲 集 和 连续 映射 


为 了 进一步 研究 度量 空间 中 的 极限 和 过 续 映 射 等 一 系列 更 深入 的 性 质 , 有 必要 讨论 度 早 
空间 中 一 些 重要 的 点 集 。 本 节 拟 将 直线 上 的 点 集 和 连续 函数 等 概念 拓 广 到 度量 空间 , 因此 ,一 
般 上 度量 空间 中 的 点 集 与 直线 上 的 点 集 有 着 相似 的 性 质 ， 人 但 对 于 它 与 直线 
上 点 集 的 一些 不 同 之 处 ,要 特别 期 以 注意 。 


一 、 度 量 空间 中 的 开 集 与 闭 集 


定义 1 设 和 是 一 个 度量 空间 ,zeE 和 ,实数 ”>0, 则 满足 下 列 条 件 的 集合 : 
Blrosr) = {rT ' d(xrosr) < rer ET} 
五 Kayr) = {xr'd(rorr) Rr,r EX} 
和 : | 
Slzxor) = (rld(rosr) = rx €E XK} 
分 别称 为 以 点 zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 , 闭 球 和 球面 。 显 然 
万 (zer) = BCzoxsr) LU) S (rosr) 
于 入 为 e 的 开 球 B(zose) 常 称 为 点 工 的 6 一 邻 域 。 
在 度 其 空间 XX 中 ,球面 SCxo,7) 可 能 是 空 集 作 ,这 与 Euclid 空间 不 周 。 例 如 , 设 和 是 离散 
度量 空间 ,如 果 * 尖 1, 则 5Czz) 一 他 :如果 一 1, 则 3S(zor) 一 和 一 {zo}。 
定义 2 投 GCX, 如 果 zEG, 且 BCzoe)CGC, 则 称 z 是 集 GCX 的 一 个 内 点 ,而 G 全部 
内 点 的 集合 称 为 如 的 内 部 , 记 作 G? 或 int《G) 3; 如果 zs€ 叉 的 任 一 邻 域 Bx,,s) 中 都 至 少 含有 
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异 上 ze 的 一 点 yEG, 则 点 xoE 不 称 为 G 的 际 点 (或 G 的 极限 点 ); 集 G 全 体 训 点 的 集合 称 为 
上 5G 的 导 集 , 记 作 G'; 集 G 与 其 导 集 的 并 集 称 为 G 的 闭 包 , 作 记 避 。 即 
G—GUG 
容易 证 明 ,与 聚 点 定义 有 关 的 两 个 等 价 命题 : 
(1) xz 是 集 G 的 聚 点 的 必要 充分 条 件 是 ; 对 于 任意 给 定 >>0, 在 开 球 B(z,e) 中 含有 G 中 
无 穷 多 个 点 ; 
(2) z 是 集 G 的 聚 点 的 必 可 充分 条 件 是 : 存在 点 列 {z.} CO,z. 闫 x(n=1,2,…) 而 zz 
(mcD) 。 
定义 3 设 和 是 度量 空间 , 集 GC 和 ,如 果 G 中 每 个 点 x 都 是 这 个 集 的 内 点 , 则 称 G 为 六 
中 的 开 集 ;如 果 GG 二 多 一 侣 是 开 和 集 , 则 称 G 为 叉 中 的 闭 集 ;如 果 zEG, 但 ze . 则 称 了 为 人 
的 拆 立 点 。 
例 1 任意 开 球 8(zo,r) 是 并 集 。 | 
事实 上 , 任 取 rE 只 (resr), 则 pCryzry<yr 取 正 数 oe 所 r 一 p(z,zxo), 于 是 BCr,e)CB(ro， 
r)。 这 是 因为 ,如 果 yE B(x,e), 则 2(ysz)<e, 由 度量 公理 的 三 角 不 等 式 得 
plyrTu EE plysT) 十 PCryzo) 
< 十 DCZTe) Er ， 
所 以 ,yE€E B(xror) :这 说 明 任 一 zB(zos7) 都 是 内 点 ,因此 BCxo,7) 是 开 集 。 


例 2 集 G 一 人 1 于 村 信守 和 |CR, 则 G= 10)G 不 是 闭 集 ,而 中 每 个 点 都 是 孤 
立 点 。 

下 面 介 绍 度 其 空间 中 开 集 和 闭 集 的 基本 性 质 。 

定理 1 设 XX 是 一 度量 空间 , 那 末 : 

(1) 空 集 你 和 全 空间 XX 都 是 开 集 ; 

《2) 任 意 个 并 集 的 并 集 是 开 集 ; 

《3) 有 限 个 并 集 的 交集 是 开 集 。 

证 明 (1) 是 显然 的 。 

(2) 设 {G.} 是 XX 中 任意 一 组 (有 限 或 无 穷 多 个 ) 开 集 , 任 取 zE UG. 一 G, 则 必 有 zEG,, 而 

GG 是 久 中 的 并 集 ,所 以 < 是 6 的 内 点 ,于 是 有 开 于 BCz,e)CGCG, 因 此 < 是 的 内 点 ,由 
的 任意 性 知 ,G 是 开 集 。 


(3) 设 CGO 居中 的 个 开 集 ， 车间 G'= 多 ， 则 命题 成 立 是 平凡 的 ,着 门 Gi 关 好， 


则 任 取 re 站 G,, 于 是 x 会 于 每 个 开 集 GG,G,,…,G. 之 中 ,由 于 xz 是 开 集 Gi 的 内 点 (% 一 1,2， 
…,n) , 故 存在 ei>0, 使 得 

Blrse) CGR 12 sn) 
取 e 二 pigs, 则 s>0, 目 开 球 B(z,6)CGk=1,2,… wn) ,这 说 明 妈 (zs) 忆 册 GG, 所 以 ,z 是 


交集 的 内 点 ,因此 交集 站 G, 是 开 集 。 
根据 定理 1 和 De 一 Mogan 公式 ,可 以 证 明 以 下 定理 。 
定理 2 设 X 是 一 度量 空间 , 屠 末 
(1) 空 集 扩 和 全 空间 都 是 亲 集 ; 
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(2) 任 意 个 闭 集 的 交集 是 活 集 ; 

(3) 有限 个 闭 集 的 并 集 是 闲 集 。 

定理 3 设 是 度量 空间 X 的 子 集 , 则 GC 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 为 C= 
”证明 必要 性 ”只 和 需 证 明 如 CG, 设 xEG, 则 zEG', 因 为 G 是 闭 集 ， 是 开 集 , 必 肛 
. 的 某 邻 域 BCzye)CCG", 亦 即 BCx,e) 门 G 二 名 ,于 是 B(x,e) 中 不 含 局 的 任何 点 , 故 xzEGC', 因 此 
z 志 GUG' ,所 以 CG。 从 而 推 得 GG， 

充分 性 ”只 需 证 明 G* 是 开 集 ,已 知 G= 殖 ,GE=GUG' ,如果 zECG, 于 是 zEG, 则 zEG'， 
六 此 存在 zx 的 邻 域 BCzye) 不 含 G 的 点 ,因此 ， a a 下 (zye)CG:, 所 以 他 是 开 集 ， 

因此 C 是 阿 集 ,: 

综 土 所 述 ， 由 于 非 穹 集合 天 的 任意 性 及 在 其 上 定义 的 度量 的 多 样 性 ， 在 一 自 庶 量 空 间 中 
的 开 集 和 闭 集 等 将 出 现 不 同 于 Euclid 空间 的 新 特点 。 例 如 , 半 开 半 闭 区 间 ( 一 1, 十 志和 [一 1， 
0) 作 为 度量 空间 R( 实 数 集 ) 中 的 点 集 来 看 时 ,它们 是 既 不 开 也 不 闭 的 集合 ;又 如 ,在 离散 度 重 
空间 和 中 ,对 任意 zxE 和 ,以 z 为 中 心 ,以 某 正 数 的 半径 的 开 球 只 含 ,内 此 碟 中 的 每 个 单元 素 
都 是 开 集 。 又 由 开 集 的 性 质 及 开 桌 和 闭 集 的 关系 可 知 ,X 中 每 个 单元 素 又 都 是 闭 集 ,所 以 离散 
度量 空间 XX 中 每 个 单元 素 是 既 开 二 闭 的 集合 。 


二 、 度量 空间 上 的 连续 映射 


在 研究 了 度量 空间 中 点 集 的 性 质 后 ,和 着 禹 要 讨论 虚 量 空间 之 问 的 关系 ,下 面 介绍 映射 加 
续 性 的 概念 。 

定义 4 设 (X,d) 和 (7,d) 都 是 度量 空间 ,了 :X-* 了 ,使 得 当 dGzyzn)<G 时 ,有 d(TzyTzn) 
<e, 则 称 映 射 了 在 ze 连续 ;如 果 了 在 和 中 每 一 点 都 连续 ， 则 称 了 人 和 上 的 连续 喘 射 。 

例 3 y=cosz 是 尺 到 RR 的 一 个 连续 映射 。 

例 4 设 厌 是 以 6 为 度量 的 度量 空间 ,zo€X 是 某 定点 , 则 度量 生 数 Cz) 一 dCz,zo) 是 XX 
到 只 的 一 个 连续 映射 。 

证 明 人 

= |f(y) — fr)| = dz — dlz,T0) | Sd(y,7) 
于 是 对 任 给 的 :>0， , 取 6 二 6, 则 当 d(y,z)<8 时 ， 就 有 |f(3y) 一 f(D)1<e, 帮 里 于 了 在 中 的 
任 一 点 工 静 连续 , 妇 f 是 XX 到 尺 的 连续 映射 。 

定理 4 设 (X,d) 和 0Y,3) 者 是 度量 空间 ,T,XY, 则 工 是 连续 卫 射 的 充 要 条 件 是 下 列 
两 个 条 件 之 一 成 立 ， 

《1) 对 每 个 zEX 当 点 列 {fzx :CX 收 全 于 a 那 末 {Tx ) 收 合 于 Txs 

(2) 对 于 了 中 任 一 开 集 G,G 的 原 象 了 -:(GC) 是 X 中 的 并 集 。 

证 明 (1) 必要 性 因 了 是 连续 映射 , 上 故 对 每 一 点 zrEX 以 及 人 尾 沉 的 e 汪 0, 必 存 在 d 
(yu)< 吃 86 时, 就 有 d(Ty,Tx)<<e, 现 地 有 {zx}CX; 且 x 一 Xn 一 oo0)， 则 存在 入 ,使 得 对 一 切 
n>N 时 ,有 dfzzo)<, 办 此 ,对 一 切 的 sa 六 ,有 

d(Tz,,Tzr) < e 
亦 邑 Tr,— Tx (n— co) 


充分 性 ”用 反 证 法 。 设 条 件 (1 成 立 ,而 个 在 基点 z,EX 处 不 连续 , 则 必 存 在 之 0, 使 得 
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On 


rm 


对 于 每 一 个 均 有 z, 满足 d(x ro)< 二 ,但 是 d(Tx， Tz) 之 w, 这 盟 然 与 (1) 中 条 件 蔬 拓 ， 充 
分 性 得 证 。 

《2) 必 要 性 设 CG 是 中 前 开 集 ,不 妨 设 T-:(G) 非 空 , 任 取 mmET-1C), 令 加 =Tm 出 
和 ;是 局 的 内 点 , 故 有 >0, 使 得 开 球 BCy,,e)yCG。 根据 了 的 连续 性 ,对 这 个 s>0, 存 在 9>>0， 
使 当 dCz,z0) < 时 ,A(Tz,Tzo) < 也 就 是 说 ， 当 zEB(7o"9) 时 ， Tze8tooecG， 才 Blzi， 
6)C7T~1(G), 因 此 7T-1(G) 是 开 集 。 

充分 性 ” 任 给 xoEXX, 并 和 任 给 a>0, 令 G=B(CTzxo,e), 由 假设 ,T-'(G) 为 久 中 的 开 集 , 而 
zET-G), 故 存在 83>0, 使 得 BCroz)GT (GO)。 这 说 明 , 当 d(zyzo)<3 时 ,TryTzo)< 
<, 故 了 连续 。 四 

必须 指出 ,利用 开 集 各 闭 集 的 关系 ,在 (2) 中 把 开 集 都 改 为 闭 集 , 定 再 仍 成 立 。 

下 面 我 们 再 引入 映射 一 致 连续 的 概念 。 | 

定义 5 设 (&,d) 和 (,4) 都 是 度量 空间 ， 了 ， XY 如 果 对 于 任意 给 定 e>0， 存在 只 依赖 
于 e 的 85=6(e)>0, 使 得 对 总 中 一 切 满足 dlziyz2) 之 8 的 zx; 都 宵 

d(TxriTri) < 
则 称 工 在 上 一 致 连 续 。 | 
如 果 有 常数 c>0, 使 对 任意 | ,GE 都 有 
| d(Tz,, Tn) Std(zz) 
则 称 映 射 T 是 工 eit 连续 ,ec 叫 作 工 ipachitz 常数 。 

容易 证 明 , 有 映射 二 是 Lipschitz 连续 , 则 它 必 是 一 致 连续 :而 当 了 是 一 致 连续 时 , 则 它 必 是 
连续 映射 ,反之 不 然 。 

例 5 设 X 一 L*[a,b2， 诬 二 定义 为 


df ={f toad 3. 
有 映射 TeTA(O= faydr,f0z) € Lfas6], 则 是 Lipschitz 连续 的 。 


事实 上 ,在 式 (2. 3.3) 中 , 今 p=2 时 ;可 以 得 出 ， 人 3. 1 规定 的 度量 亏 义 上 是 
度量 空间 ,而 姓 射 T 对 于 和 任意 rr),g(z)EEL[a'i, 有 ， ， 
上门 T(g)|= | fd -[ godt| 
和 | ie ~ gt ld 
利用 Cauchy 一 Sechwarz 不 等 式 , 有 
ITfO) 一 TgGD| 二 地 一 于 直 Fo) — gt lde) 


4 


= (b— add(f,g) 
因此 - 
工 
(frp -TeePd & -odefig) 
令 5 一 a=c, 则 有 | 
derf,Te) Sedlf ,2) 
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故 映 射 了 在 区 .上 是 Lipschitz 连续 的 。 
最 后 ,再 简单 介绍 等 弃 映 射 的 概念 。 
定义 6 设 (X,d) 和 (Y,d) 是 两 个 度量 空间 ,是 区 到 Y 的 双 射 。 如 果 对 任意 zx,yE 叉 ,成 
立 着 
| dzsy) 一 ATE TA, , 
则 称 了 是 和 到 了 的 等 距 映 射 而 这 两 个 空间 称 为 是 等 眶 间 构 空间 。 显然, 等 距 映 射 是 连续 
映射 。 


8 2.4 度量 空间 的 稠密 性 和 完备 性 


有 理 救 集 在 实数 集中 的 稠密 性 及 实数 完备 性 ， 在 微 积分 理论 和 应 用 中 起 着 重要 的 作用 ， 
它们 使 得 极限 运算 在 实数 集中 能 够 进行 。 本 六 引进 相应 的 袜 念 ， 从 而 把 这 些 性 质 拓 广 到 度量 
空间 。 


一 . 黎 密 性 


定义 1 设 羡 为 度量 空间 ,4 和 号 都 基 慰 中 的 子 集 , 如 果 对 于 任意 的 zE4, 存 在 {fzo}C 
吾 ， 使 rz, 一 za-oco》 则 称 辣 在 4 中 家 密 , 即 对 于 任意 xzE4, 在 xz 的 任意 一 个 邻 域 中 都 含有 
集 瑟 的 点 , 则 称 吾 在 4 中 秽 密 。 显 然 ， 人 如 果 4 二 处 , 则 称 BB 在 到 中 外 处 
稠密 。 
定义 2 设 X 是 度量 空间 ,如 果 对 于 和 中 的 点 集 4, 序 在 有 限 集 或 可 列 集 {zx,}CX 在 4 
中 稠密 , 则 称 4 是 可 分 点 集 ; 当 4 一 和 , 即 空间 头 本 身 必 可 分 的 ， 则 称 XX 是 可 分 空间 ， 
例 1 4# 维 Euclid 空间 R" 是 可 分 的 度量 空间 。 
事实 上 ,在 R" 中 以 有 理 数 为 坐标 的 所 有 点 的 集合 Q@== {Cri ,re，…r.) |r 是 有 理 数 ,i 二 1,2， 
,x) 是 可 数 集 , 且 在 R* 中 处 处 稀 窗 ,所 以 ,R* 是 可 分 的 度量 空间 。 
例 2 CTfa ,局 是 可 分 的 度量 空间 。 ys 
证 明 设 爹 体 多 项 式 组 成 之 集合 , 记 作 P(x)={P,tzx)}, 全 体 有 理 系 数 多 项 式 组 成 之 
集合 , 记 作 R(z) 一 {KR,(x)}, 根据 Weierstrass 逼近 定理 ， 对 [Le ,人 上 连续 函数 f(x),， 存在 一 
列 多 项 式 P,(z), 在 [a, 世 上 一 笋 收 伍 于 /(z)。 即 对 于 任 给 s>0, 存 在 正 整 数 N(e)>0, 使 得 当 
n> 六 时 ,|P.(z) 一 f(z)1<<e, 这 就 是 说 d(P,,f)<e: 即 PC) 在 CLla,5] 中 稠密 。 
再 证 怀 (xX) 二 {R(x)} 在 PLzx)= {P,(z)}) 中 秽 密 , 令 
PCz) = DY at, RCz) 过 pa 
其 中 mx 并 一 1 2 on) 是 有 理 数 , 使 
€£ 
la 一 rs| 之 DE 
其 中 工 =max{ |al, ,5|,1} ,于 是 对 任意 zE [ab 有 
IPT) 一 RT ED a nz 
中 qd,RJ<<e。 因 此 ,根据 度量 公理 ,可 得 
dR,,f) EdR,,P,) 十 由 P 太 


E 本 机 
rE"+ YL 一 上 
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所 以 有 理 系数 多 项 式 集合 RC(z) 一 (R(x)) 在 CLa, 如 中 处 处 稠密 , 而 {R(x)} 是 可 数 集 , 故 
Cfas,6] 是 可 分 的 度量 空间 。 
- 例 3 4W(p 之 1) 是 可 分 的 度量 空间 。 | 
证 明 设 E。 表示 所 有 形 如 (六 ,myrsy0,…) 的 元 素 的 全 体 组 成 的 集合 ,其 中 表示 
任意 有 理 数 ,n 表示 任意 自然 数 ,于 是 E, 是 可 数 的 。 下 面 证 明 2 在 +(p 之 1) 中 处 处 稠密 。 
事实 上 , 任 取 元 素 z= (6 人 6)EP 对 于 任意 给 定 >>0, 可 以 找 这 样 一 个 自然 数 


3 
其 次 ,了 元素 zo 二 (ryras srs0 3 .EE 使得 
pi = <55 
于 是 
[zz = + Se 
即 


d(x,X0) <e 

所 以 ,Es 是 Wtp 实 1) 的 可 数 称 密 子 集 ,因此 ,LC(p 实 1) 是 可 分 的 度量 空间 ， 

例 4 空间 Lr[a;6j] 是 可 分 的 度 恒 空间 。 

因为 {有 界 可 测 蓝 数 } 在 L?[a, 引 中 移 密 ，{ 连 续 沙 数 } 在 {有 界 可 测 函 数 } 中 稠密 ,而 {有 理 
系数 多 项 式 } 又 在 {连续 函数 } 中 黎 密 ， 因 此 {有理 系数 多 项 式 } 是 I? [a,bj] 
中 的 可 数 镁 密 子 集 ， 所 以 , 六 [ae, 刀 是 可 分 的 度量 空间 。 

从 以 上 几 个 例子 可 以 看 出 ,可 分 度量 空间 中 的 可 数 称 人 窗子 集 5 一 融 来 说 化 原 空 间 简单 ,这 
给 我 们 讨论 可 分 庶 量 空间 的 性 质 带 来 方便 。 当 讨论 这 类 空间 中 的 某 些 问题 时 ， 往 往 可 从 空间 
中 挑选 出 对 那个 问题 最 恰当 的 可 数 秽 密 子 集 ,首先 在 这 个 集 上 进行 邯 察 ;然后 再 利用 笛 密 性 推 
广 到 全 空间 。 这 是 我 们 研究 空间 性 质 上 所 常用 的 方法 。 


二 .完备 性 


定义 3 设 (X,d) 是 度量 空间 ,点 列 {x,}CX。 如 果 对 于 任意 给 定 的 e>>0, 存 在 N 半 0, 合 得 
对 于 所 有 的 mx,n 六 NN 时 ,都 有 dCzoz)<s, 则 称 点 列 {zo} 是 Cauchy 点 列 或 基本 列 如 果 X 中 
的 每 一 个 Cauchy 点 列 都 收效 , 则 度量 空间 X 称 为 是 完备 的 ， 

应 该 指出 ,在 完备 的 床 量 空间 中 , 收 伍 点 列 与 Cauchy 点 列 是 彼此 等 价 的 :而 在 不 完备 的 
度量 空间 中 ,Cauchy 点 列 仅仅 是 收 敏 点 列 的 必要 条 件 . 另 外 ,度量 空 胃 的 完备 性 总 是 对 确定 的 
度量 而 言 的 ,如 果 在 同一 基 集 上 定义 另 一 个 度量 , 则 原 空 间 的 完备 性 一 般 会 发 生变 化 .例如 , 空 
间 Cie ,5 在 度量 dkzyy) 一 max [zt 一 yt) [下 是 完 备 的 ,在 度量 dlrz,y) = jze 一 
yl4) 1dz 下 是 不 完备 的 。 

定理 1 设 X 是 完备 的 度量 空间 ,4CX, 则 多 的 子 空间 4 是 完备 的 ， 当 且 仅 当 4 是 区 中 
的 闭 集 。 

证 明 必要 性 设 羡 的 子 空间 4 是 完备 的 ， 要 证 明 各 是 闭 介 ， 根据 $ 2.3 定理 3 可 知 ， 只 
要 证 明 4C4。 任 取 z=E4, 由 32.3 定 义 2 的 等 价 合 题 (2) ,存在 4 中 的 序列 {z-} 收 伍 于 ,四 
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此 {z,} 是 4 的 Cauchy 点 列 , 再 由 4 的 完备 性 和 z 的 任 者 性 ,因此 4C4, 从 而 可 得 4= 及 ,所 
以 4 是 闭 集 。 

充分 性 设 4 是 闭 集 , 昌 {zo} 是 4 中 的 Cauchy 点 列 , 风 zzEX: 于 是 zE 互 ,再 由 假设 
4= 瑟 ,所 以 ,zE4, 因 此 在 4 中 的 纤 意 Cauchy 点 列 收 剑 , 故 4C 是 完备 的 。 

度量 空间 完备 性 的 证 明 依 赖 于 空间 及 在 其 上 定义 的 度 其 ， 不 同 的 空间 和 不 同 的 度量 其 证 
明 的 复杂 程度 相差 很 大 ,尽管 如 此 ,处 理 这 类 问题 还 是 有 一 个 大 性 上 相同 的 步 又 各 方法 。 

第 一 ,要 根据 给 定 的 Cauchy 点 列 {z,} 和 实数 的 完备 性 ,构造 一 个 元 雪 z( 用 作 极 限 元 素 ); 

- 第 二 ,证 明 z 请 于 所 考察 的 空间 } 

第 三 ,在 空间 中 所 定义 度量 的 意义 下 ,证 明 Xn 人工 

例 5 Euclid 空间 R" 是 完备 的 。 

证 明 在 R" 中 定义 度量 为 

dp) = (DE — 0) 


其 中 工 一 《名 Ep 1 y= C1, 0 任 到 R" 中 的 Cauchy 点 列 {zxn} ze 一 《条 ,全 
er 于 是 对 于 Y ev0 存 在 >0, 使 当 mr > 时 ,有 


也 1 
dz 一 | (全 一 名) ee (2.4.1) 
im 人 


由 此 ,对 于 站,r>N 及 i1,2， ,ns 有 
i 12m) 
于 是 ,对 每 个 固定 的 序列 (全 0 ,6&23,…} 是 一 实数 的 Cauchy 序列 。 根据 实数 的 Cauchy 收 敏 准 
旭 , 有 
rt (moo0) 
利用 与 6，…en 这 人 定 文 元 素 : 
= (6 
显然 ,TER'， 人 4 令 x 一 oo, 则 得 
dtrm st) SE. (mr>N) 

这 说 明 !z。} 依 束 R" 的 度量 d 收 僵 于 xE R"。 由 {x。} 的 任意 性 即 知 ,R" 是 完备 的 度量 空间 ， 

例 6 CLa,5j 是 完备 的 度量 空间 。 

证 在 CLa, 如 中 害 义 度量 为 

d(x;y) 二 :max |z(2) 一 ?CD)| 
其 中 7yEC[La ,0 i i Cra ,6 的 Ce 点 列 ， 于 是 对 Y © E>0, 存 在 NN>0, 当 m,n 六 
入 时 ,有 
， a | <E C2. 4.2) 
从 而 对 任意 加 efa, 外 ;只 村 nm> 和 NN 时 ， 有 
le) Ta) | < 
所 以 {z。 (是 一个 Cauchy 数列 ， 大 而 可 得 
limwx, (to0} = z(to) 

因此 ， 对 每 一 个 ie [a,b], 我 们 都 可 以 得 到 唯一 的 一 个 实数 zi 这样 就 定义 了 - -个 La,t 上 的 
画 数 zGz) 。 

在 式 (2.4.2) 中 , 令 mcc ,得 
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max | zuC¢) zx) | (n>N) 

所 以 ,对 YE [a,5] 都 有 
iD zd Re >N) 
这 里 NN 与 1 无 关 而 只 与 有关, 所 以 {zst2)} 在 [a,8j 上 一 致 收 伊 于 xt, 故 z(t)ECLa, 加 。 这 
就 是 说 ,基本 列 {zud)} 在 CLa'6 中 收 误 ,因此 ， Ci 

例 7 空间 ”(1 委 pP<< 十 c2) 是 完备 的 。 

证 设 {z。} 是 中 任意 Cauchy 点 列 , 其 中 = t,t, *)， 则 对 于 y e>0, 存 在 
N>D, 鳄 得 对 所 有 的 za 都 有 


1 
d(zuszs) = | py [Em 一 < (2. 4.3) 
wl 


于 是 ,对 每 一 个 上 ,有 
I — Se (nny>N) 和 
上 式 接 出 ,对 于 国定 ,序列 (En .82 是 Cauchy 数列 ,根据 RR 或 C 的 完备 性 , 它 是 收 伍 的 ， 
即 
人 一 所 (n> oo0) sk = 12 

这 样 ,所 有 的 极限 定义 了 一 个 元 素 一 (ee 

下 而 证 明 zE 居 和 ze 一 

利用 式 52. 4. 3) ,对 所 有 mn>N, 有 
区 


Sl 


令 mse, 当 mm > 几时 ,得 到 
六 ep — és (m>N) 
再 令 二 veo, 得 i 
> [SC— él (m> NN) 


出 此 可 知 ,x 一 zx。 = {一 gm}er, 因 xn。Ezz*: 故 由 Mipkowil 不 等 式 扒 郑 ,z 一 rz 十 人 z--zw)E 
上, 而 dzwyz) 一 0(m->o0) ,再 由 {zx} 是 2? 中 枉 尝 的 Cauchy 点 列 , 因 此 (p 宕 1) 是 完备 的 度 
量 空间 。 

还 可 以 证 明 Lr*[a,58](1 所 p< 十 澡 ) 是 完备 的 度量 空间 。 

在 拍 积 分 的 理论 及 其 应 用 中 ,已 经 讨论 过 的 许多 运算 莉 是 以 极限 为 基础 的 ,如 果 讨 沦 的 空 
间 不 完备 , 则 所 有 的 那些 运算 都 将 元 法 进行 ,因此 我 们 必须 考虑 空间 的 完备 化 问题 ,一般 说 来 ， 
我 们 所 指 的 空间 完备 化 ,就 是 在 不 完备 的 度量 空间 中 ,通过 “添加 ”一 些 “ 点 * 尾 之 成 为 完备 化 前 
度量 空间 。 我 们 知道 ,从 不 完备 的 有 理 数 集 扩 充 到 完备 的 实数 集 ; 就 是 利用 有 理 数 集 在 实数 集 
中 移 蜜 这 一 性 质 而 完成 的 ,因此 空间 的 完备 性 是 实数 集 基 本 属性 的 抽象 和 拓 广 。 

定义 4 设 球 为 任意 度量 空间 ,而 尺 是 完备 的 度量 空间 。 如 果 满 足 “ 

(1)X 是 毒 的 子 空间 即 买 C 准 ， 

(2)X 在 疼 中 处 处 祷 密 , 则 称 训 是 和 的 完备 化 空间 , 而 这 一 过 程 称 之 为 和 到 六 的 完 
备 化 。 -a | | 

定理 2(Hausdorff 定理 ) 设 关 = (发 ,d) 是 任 一 度量 空间 ,总 有 一 个 完备 度量 空间 区 = 
(号 ,q) 使 居 与 尺 中 某 个 秃 密 子 集 六 等 距 , 并 且 在 等 距 意 义 下 Y 是 唯一 的 。 
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证 明 团 。 

定理 2 实际 上 指出 ， 每 个 度量 空间 都 可 以 完 各 化， 并 且 它 的 一 切 完备 化 空间 都 匙 等 取 的 。 
这 个 定理 的 证 明 本 质 上 类 似 于 Canttor 引进 实数 的 过 程 , 由 于 论证 复杂 , 故 略 去 。 

例 8 设 PLa, 候 是 定义 在 闭 区 河 Lz,5] 上 的 多 项 式 全 体 , 它 的 度量 定义 如 下 ， 

d(P,Q) = max | 已 人 f) 一 和 (PCD QUE) € Pla,sd] 
空间 P[e, 结 显然 是 不 完备 的 ， 因为 存在 多 项 式 点 列 在 [ab] 上 - - 致 收 笋 于 一 个 不 是 多 项 式 形 

式 的 连续 函数 ,但 它 在 完备 空间 CLa ,5 中 处 处 秽 密 ,所 以 ,Pia,5j; 的 完备 化 空间 就 是 CLa,6]。 
这 一 完备 过 程 可 以 看 作 是 把 “极限 点 ”添加 到 P[a, 妇 中 ,从 而 得 到 完备 的 空间 Cla ,6]。 


$ 2.5 度量 空间 的 列 紧 性 


本 节 首 先 在 度量 空间 中 引进 列 紧 性 的 概念 ,然后 通过 对 列 紧 性 概念 的 讨论 与 分 析 , 藉 以 揭 
示 连 续 映 射 在 度量 空间 中 的 重要 性 质 。 

定义 1 设 区 是 度量 空间 ,4CX, 如 果 4 中 的 任意 无 穷 点 列 必 含 有 一 个 在 久 中 的 收 但 的 
子 列 , 则 称 4 是 列 紧 的 ;如 果 所 有 收 售 子 列 的 极 根 元 都 属于 4, 则 称 4 是 自 列 紧 的 :如 果 空 间 
XX 本身 是 列 紧 的 , 则 称 X 为 列 紧 空间 。 

根据 定义 1, 可 直接 推 得 以 下 结论 。 

定理 1 《1) 列 紧 空 间 必 是 有 界 空间 ,也 必 是 完备 性 空间 ; 

(2) 列 紧 集 必 是 有 和 异 集 , 自 列 紧 集 必 是 闭 集 , 且 列 紧 集 的 子 集 也 必 惰 列 紧 集 ; 

(3) 任 意 多 个 自 列 紧 集 的 交 是 自 列 紧 的 ,而 有 限 个 自 列 紧 集 的 并 也 是 自 列 紧 的 。 

定理 2 设 久 是 一 度量 空间 ,4CX 是 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 本 是 自 列 紧 的 。 

证 明 充分 性 因 六 是 自 询 紧 的 , 昌 互 =4U 涉 ,于 是 ACC, 所 以 4 是 列 紧 集 ， 

必要 性 ” 设 任意 点 列 {tz,}C 可 , 则 对 每 个 *, 存 在 %mE 4 使 得 dCzvy)<< 二 ,由 于 及 是 列 
紧 集 , 必 存 在 yEX 及 子 列 {y, } 己 fy.} ,使 得 x 一 y, 因 而 ,由 度量 公理 

d(x) SE dz Ya) + dy) 


< 1 十 dy) 一 0 (wy 一 so) 
了 上 R 


基 x 一 y,; 且 y€E 有 4。 这 就 证 明了 有 万 是 自 列 紧 集 。 : 
例 1 考察 CL0,1] 的 点 列 {z,}: zi) 一 PGn 二 1,2,…)， A 因为 令 
zol#) 三 0, 则 二 : 
dgzszo) 一 aud) = maxt = 1 <2(n = 1,2,°) 
但 是 , 它 没有 收 皱 子 序列 。 事实 上 ， 如 果 {z,}C{r); 且 工 ,， ->z: 由 于 在 度量 空间 C[0， 1] 中 的 收 
钱 性 就 是 水 数列 的 一 致 收 敏 性 ,所 以 ,xtt) 在 [0， 1] 处 连续 ， 然而 : 
lt=1 
O01 
与 +() 应 在 t=1 处 连续 相 小 盾 , 所 议 ,度量 空间 CC[0,1] 是 完备 的 ,但 不 是 列 紧 芍 。 
例 2 设 玉 一 RdCz,y) 一 |z 一 ?| ,x,yER, 那 末 区 二 R 是 不 列 紧 的 。 
事实 上 , 取 点 列 {0,1,2,…,m,…} ;不 包含 收 雍 的 子 列 , 因 此 ,R 是 完备 的 ,但 不 是 列 紧 的 。 
例 3 设 玉 =E, 取 单位 闲 球 | ; 
30 


X(t) = lim z(t) = lim am = 
To 由 一介 


B= {x|z = A 


显然 ,B 是 空间 1? 中 的 有 界 闭 集 , 但 不 是 列 紧 集 。 
因为 在 B 中 选取 点 列 : 
Bi =.(10,0,") 
ea 一 (0,1,0,°°) 


风 育 dleirej) = Y 2 (Ci 尖 门 , 因 此 (te 中 的 任意 子 列 都 是 发 敬 的 ,从 而 B 不 是 列 紧 的 ,由 此 可 
见 ,不 是 列 紧 空间 。 | 

从 以 上 钢 子 可 知 ,在 一 般 完备 的 度量 空间 中 ,有 和 异 点 列 不 一 定 含有 路 傅 的 子 列 , 即 州 紧 性 
人 
不 对 的 ,因此 ,我 们 必须 研究 在 度量 空间 中 列 紧 性 成 立 的 条 件 。 

定理 3 设 X 为 有 限 人 度量 空 间 ,任意 4CX 是 自 列 各 的 充 村 条件 是 4 为 有 界 亲信 。 

由 定理 3 可 以 推 短 ,” 维 Euclid 空间 R* 中 的 任何 有 界 诸 集 都 是 自 列 紧 集 。 

定理 4(Arzele 一 Ascoli 定理 ) 在 CLa;6b] 中 ,ACCie;5bj,A 是 自 列 紧 的 充 要 条 件 为 下 列 
两 个 条 件 同时 成 立 ， 

《1) 集 4 是 一 致 有 界 的 * 即 存在 常数 M>>0, 使 对 一 切 rt)E4, 均 有 |zG)|<id; 

(2) 集 4 是 等 度 连续 的 ,好 对 Y e>0, 存 在 3(e)>>0, 使 得 对 任意 zx(DE4 以 及 轨 斩 反 [a， 
中 ,只 要 | 二 一 名 |<3, 就 有 

lz — zit)| <e 

证 明 略 。 

定理 5 设 X 和 Y 是 两 个 度量 空间 ,T;X->Y 是 连续 映射 的 , 则 XX 中 的 自 列 肾 集 4 在 映 
射 工 作用 下 的 象 仍 是 自 列 紧 集 。 

证 明 设 {y,}CTtA)CY, 必 有 {2z,}CCA, 使 得 y= 了 z,, 因 为 4 是 自 列 紧 的 ,所 以 {xz} 中 
必 有 收 鲜 子 列 {z,}。 但 是 由 8 2.3 定理 4 可 知 , 子 列 {zu} 的 象 {Tzo)= {9} 必 在 T(4) 
中 收 黎 , 所 以 了 (4 是 自 列 紧 的 。 

定理 6 度量 空间 X 中 的 剖 列 紧 子 集 4 到 愉 中 的 连续 映射 了 ,在 4 的 一 些 点 取得 上 确 界 
和 下 确 界 。 

证 明 ”由 定理 '3 和 定理 5 知 ,T(4)CR 是 自 列 紧 子 集 ， 所 以 ,TCA) 必 为 有 界 六 集 ， 于 是 ， 
infTCAYET(A), 自 supT(4)ETCA), 所 以 ， 使 得 这 两 式 成 立 的 道 参 必 是 4 中 的 点 ， 在 这 些 点 
x 上 ,Tz 分 别 取得 上 确 界 和 下 确 界 。 


§ 2.6 赋 范 空间 和 Banach 空间 


本 节 首 先 引 入 赋 范 线性 空间 的 定义 ,然后 讨论 它 的 基本 性 质 ,其 中 着重 介绍 有 限 维 赋 范 空 
间 的 有 关 概 念 。 这 是 因为 ,除了 它 具 备 一 些 特 别 好 的 简单 性 质 外 ,同时 还 在 于 它 是 处 理 一 些 复 
杂 而 困难 问题 的 主要 工具 ,在 许多 领域 有 着 重要 的 应 用 。 
定义 1 设 X 是 实 ( 或 复 ) 的 线性 空间 ,如 果 对 每 个 元 向量 )rE 外 有 一 个 确定 的 实数 
( 记 作 上 z 中) 与 之 对 应 ,并 且 满 足 
(1 zl 半 0, 且 z==0 等 价 于 z=0; 
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(2) | az 站 一 lel il z1 ,其 中 为 任意 实数 ; 

C3) 上 zy 二 和 z 有 二 人 yyEX。 
则 称 | z | 为 元 素 z 的 范 数 , 称 X 为 赋 范 线性 空间 ,或 简称 赋 范 空间 ,其 中 (1)~《3) 称 为 范 数 
公理 ,3) 称 为 三 角 不 等 式 。 | 

现在 我 们 给 出 空间 中 范 数 和 度量 两 种 结构 的 关系 ,如 果 令 d(x,y)= | z 一 >‖ (x,yEX)， 
可 以 验证 ,d(x,y) 满 足 度量 公理 ,因此 称 d(z,y) 为 由 范 数 1 z 1 导 辣 (或 称 诱导 ) 的 度量 。 由 此 
可 以 推 得 ,任何 赋 范 线性 空间 都 是 一 个 特殊 的 度量 空间 。 

设 { 记 } 是 外 中 点 列 ,如 果 存 在 xE 攻 , 神 和 却 一 + 有 目 一 0tneoo0), 则 称 {zx.} 依 范 数 收 伍 于 之 ， 
记 作 limz， 二 或 znro0)。 

定义 2 在 同 范 线性 空间 中 ,5 可 以 由 范 数 诱导 度量 即 dz,y) 一 上 之 一 >] ,在 这 种 度量 意 
义 下 ,完备 的 赋 范 线性 空间 叫做 Banach 空间 。 

根据 范 数 公理 ,可 以 推 得 赋 范 线性 空间 中 许多 重要 性 质 。 | 

定理 i (1) 设 {x ) 是 六 中 依 范 数 收 钱 的 点 列 ， 则 范 数 序列 { i z, | } 是 有 界 的 ; 

(2) 对 xEX, xz 上 是 连续 的 ; ， 

(3) 设 {x},{y} 都 是 苹 中 收 合 点 列 ;z yy 所 XX, 上 且 有 mr 一 zy 则 加 十 加 -> 工 呈 ya 
ce . 
《4) 设 {zo} 是 于 中 收 伍 于 工 的 点 列 , 数 列 {aj 收敛 于 a, 则 asz,-*ex(n-*o0)。 

证 明 《1) 事 实 上 ,由 收敛 点 列 iim | ze 一 z 首 二 0 和 不 等 式 上 zz 委 玫 m 一 十 下 生成 
立 , 立 即 导 出 51)， 
《2) 对 于 ¥ x,y€E 义 ,由 范 数 公理 , 可 以 推出 以 下 不 等 式 上 成 立 , 即 


[ly — lzlle ly—zl 
所 以 ,; 当 zx 一 + 一 0 时 ,zx 王 上 zc] 
(3) 由 下 列 不 等 式 : 
Cr, + G+twle 1 zs CO—zl+ yyl 
可 导出 (3) 的 结论 。 
(4) 由 下 列 不 等 式 


Paz —acd S| | 二 mallzil 
导出 (4) 的 结论 。 
定理 2 Banach 空间 X 的 任 一 子 空间 了 机 十 避 和 2 ER 站 为 下 
的 世子 集 。 
证 明 可 由 $2.4 定 理 1 导 出。 | . 
例 3 4 维 复线 性 空间 C" 是 赋 范 线性 空间 。 设 x 一 (Gs) EO, 今 


1 xl， = Piel 《2.6. 1) 
als = (DE). 《2. 6, 2) 
z= 天 max | 全 | > (2. 6. 3) 


一 般 还 可 引进 
lzl,= | S118 4), lp | (2. 6, 4) 
j=l 
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可 以 验证 , 式 (2. 6. 1),{2. 6. 2) 和 (2. 6. 3) 均 满足 范 数 公理 , 式 (2. 6. 4) 满 足 范 数 公理 (1) 和 和 
(2) ,容易 验证 , 它 也 满足 三 角 不 等 式 。 
设 = (Cn 和, 根据 Minkowski 不 等 式 , 有 


lz+ ol (D+ 


< (PIs b> 如 i 十 yl 


可 以 指出 , 当 一 1,2 时 ， 区 起 (2 6. 4 推出 式 (2 6.1) 和 (2, 6.2)。 干 面 要 证 明 ， 当 请 ~co 
时 ,| zx | emex | 和 | 。 


事实 上 ,对 Y T= 《名 i ‘ ) 关 0, 令 + 6&1=max lt | ， 于 是 


zl 


A 1 和 
一 | 2 长 下 
又 由 于 
LA A 
政 
A 
< 人 入 中 生 允 
因为 
limn* = 1 
所 以 
A 
ie{ 二 
因此 
Se | fC | 态 ]*1 证 ee 
tim r= im 拓 玫 =11= 人 | 
即 zl -=maxlé| 


上 而 的 讨论 说 明 ,n 维 复线 性 空间 C- 可 以 定义 多 种 范 数 、 实际 上 可 以 定义 无穷 多 种 范 数 。 
对 于 * 维 实 线性 空间 RR", 也 可 以 类 似 地 引进 范 数 ,因此 C"( 或 R") 都 是 赋 范 线性 空间 ， 又 园 为 
由 范 数 可 以 诱导 度量 ,它们 是 完备 的 ,所 以 C"( 或 R*) 也 是 Banach 空间 。 

例 2 空间 C[e, 中 ,对 Y zECia,5], 定 文苑 数 为 . 

Ixh = maxjzCe 《2.6. 5) 
容易 验证 C[a,b 按 范 数 52. 6.5) 成 为 Banach 鹤 则 ， : | re 

和 例 3 空间 和 p 过 十 00), 财 村 光 = (6,"…) E22, 其 范 数 定义 为 . 


| EA 站] (2. 6. 6) 
容易 验证 , 式 (2. 6. 6) 满 足 范 数 公理 (1) 和 (2)， 根据 Minkowski 不 等 式 ,可 得 
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lztyl= (Di +n (Ds + (Ds) 
jl 14ml b=} 


= |z|+t ysl,y= hp) EL 
式 (2. 6. 6) 也 满足 范 数 公理 (3), 叉 由 于 J?*{p 之 1) 是 线性 空间 ,所 以 ,2(p 之 1) 是 研 范 线性 空间 。 
再 由 范 数 诱导 度量 即 d(z,y)= 上 zy 上 ,我 们 已 经 在 $2.4 例 ?证 明了 4*(p 汪 1) 且 完备 
的 ,因此 ,i*(p 实 1) 是 Banach 空间 。 
例 4 空间 情 [a, 妇 (1 和 < 十 cc) 是 Banach 空间 。 
.证明 设 任意 >(，y(C9 短 ZLa ob ,其 线性 运算 定 久 为 
{zx 十 3)() = z(t) 十 了 (CO 
《az = arti) 
显然 ,ar(t) E Lr[asbj; 可 以 验证 (十 y(t)ELr[a,6]; 基 为 
[x + yl) 2 [2max (zl |), |y0) 1 
2 二 + | 3 人 | + 0 
所 以 ，|zxC) 十 y(0)1* 是 [a,5J 上 有 界 Lebesgue 可 测 燕 数 , 即 z(2) 十 yt)ELr[a,b]; 于 
是 Lr[a,5] 成 为 一 个 线性 空间 。 
同时 ,对 任意 z() ETz[a,6], 定 义 范 数 为 


i 1 
= (J lz ld) (2. 6.7) 
式 (2. 6.7) 满 足 范 数 公理 (1) 和 (2), 由 Minkowski 不 等 式 , 可 得 


1 
lz+yl=|| Iz + yc hd) 


< [| fz dt] 十 [| yD hd)” 
一 |z| yl yt) € [ass 
它 满足 范 数 公理 63), 所 以 L'[a,5j] 按 范 数 式 (2. 6.7) 成 为 赋 范 线性 空间 。 
另外 ,也 可 以 证 明 Lz[a, 妃 按 范 数 式 (2. 6.7) 是 完备 的 (证 明 上 略 }, 因 此 ,空间 1L7[a,5] 按 范 
数 式 (2, 6.7) 成 为 Banach 空间 。 
最 后 应 应 用 泛 关 分析 的 方法 研究 有 限 维 空间 ， 以 使 我 们 更 为 清楚 地 认识 有 限 维 空间 所 具有 
的 特性 。 
定义 3 设 久 是 线性 空间 , |x 上， 天 zi 是 XX 上 z 的 两 个 范 数 ,如 果 存 在 正 数 a 和 了 
使 得 对 每 个 xzEXX, 成 立 
alzl|; zl; zl; 
则 称 范 数 上 z | 和 |x 中; 是 等 价 的 。 : 
如 梁 区 上 的 两 个 范 数 上 zx 中 ,算是 等 价 的 , 那 末 ,| x 一 + >0 和 肯 x 一 x 用 :一 0 
是 一 致 的 ,因此 ,我 们 称 ( 和 ,上 z|,) 和 (X, | z 上) 这 两 个 赋 范 线性 空间 是 拓扑 同 构 的 。 
定理 3 设 民 是 =” 维 赋 范 线性 空间 ,(eyes, ye) 是 于 的 一 组 基 , 则 存在 常数 好 和 RM， 


使 得 对 一 切 这 本 之 6ew 有 
好 z | 所 pA Miz 
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证 明 对 于 Y zEX, 有 
1zl= 1 Ziel < Dal ls | 
[| 


< (Eien 
$m=[ D1) i 有 ll ml 站 二 
Sn : 
任 取 y 一 人 fyeiE 于 ,由 上 述 不 等 式 知 


zl = yll< lz—y] <m DS nl 
这 证 明了 | = 站 是 Euclid 空间 R" 上 的 连续 泡 数 , 记 作 
FS 一 
当 me (名, 部，…$,) 位 于 单位 球面 S 上 , 即 


总 一 1 时 ,上 Set = rl #0 
k=l 上 更 一 1 


实际 上 ,如果 上 他 (6 一 0， 必 有 26ei 一 0。 因 为 2 和 | 一 1，6， 各 …， 6 不 全 为 
沟 ， 与 {fe*} 是 线性 无 关 矛 盾 。 这 就 是 说 ,，f(& J | 在 S 上 处 处 不 为 零 。 因 5S 是 RR 
中 有 界 闭 集 ，| z 在 S 上 取得 非 零 的 最 小 值 mw， mw >>0, 于 是 ,对 Y xzEX, 作 
一 拒 芭 
3 
wl 


则 盖 冬 S, 因 而 
“和 EE jl 1 = lz < 站 区 站 
令 M= 直 ,M' = 小 , 即 得 结 | 人 


推论 1 i 定义 两 个 范 数 加 | 和 zl ,, 则 必 存 在 常数 因 和 MM 
使 得 
I al MN, 


证 明 EAE A ee 存在 KK 和 K', 上 和 工 , 有 


Klzl SNelegK led :. 
se trler lel, 
将 两 式 综合 起 来 , 令 NM 一 芳 ,M' 一 全 , 即 得 结论 ， 
推论 告诉 我 们 * 在 有 限 维 卫 范 线性 空间 中 ， 所 的 范 数 都 是 等 价 的 ， 从 而 还 可 得 出 以 下 
推论 。 
推论 2 有 限 维和 红 信 空 间 和 Puela 空间 拓扑 同 和 /本 上 的 有 限 维 上 人 
彼此 拓扑 同 构 。 
引 理 “ 设 (era ,zx Le 则 存在 常数 M> 
0, 使 得 对 于 任 选 的 标量 组 ,es，… va, 都 有 | 
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1 oa 十 oazs 十 … 十 | MUa| 十 ia, | 十 … 十 ion 上 
证 明 略 。 . 

定理 4 赋 范 线性 空间 多 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 Y 都 是 完备 的 。 特别 每 一 个 有 限 维 赋 范 
线性 空间 是 完备 的 ， 有 

证 明 在 Y 中 , 任 取 一 个 Cauchy 点 判 (y,} EY, 下 面 证 明 它 收 化 于 yEY。 设 dinY==%， 
(eet ye 是 了 中 的 一 组 基 , 则 每 一 个 ys 都 有 了 唯一 的 表示 ， 

Jim 一 af™ el 十 ages 十 … 十 wen 

因此 ,对 于 # s>>0, 存 在 Ne)>0, 当 ms) 时 ,有 | 和 一 站 <s 由 引 理 可 得 ,存在 M> 
0;, 对 于 一 切 台 ,> Ne 都 有 


3 
E> | 一 站 一直 2 = po | 


二 3 (ago 一 ce 用 > 2 io = | 
所 以 . 
la 二 | 声 > fa 一 gp| 之 主人 计 = 1,21 4m) 
于 是 ,这 几 个 数列 | 


Ce) = Caf a) = 2 sn) 
都 是 Cauchy 点 到 ; 再 由 数 霹 尺 或 C 的 完备 性 , 必 有 iaalm 一 和 (1.2 


定义) 一 家 on ,虽然 vET。 又 因为 
| 一 yl 一直 Pee — Daie, | =| 2 (oh™ — oe I 


< 了 | ago 一 如 es < max He > le —m|<e 


推论 、 同 范 线性 空间 X 的 任何 有 限 维 子 空间 都 是 X 中 的 闭 集 。 

值得 注意 的 是 ,此 推论 仅 对 有 限 维 子 空间 成 立 . 如 果 是 无 限 维 子 空间 ;此 结论 不 真 。 例如 ， 
在 Banach 空间 关 =C[0,1],Y==span{1,tyt… ,1*,…} ;因而 ,Y 是 全 体 多 项 式 作成 的 C[0,1] 
的 无 限 维 了 空间。 显然, 不 是 居中 的 闭 保 ， 因 为 

站 3 声 EY 

定理 5 赋 共 线性 空间 是 有 限 维 的 充分 必要 条 件 是 亡 的 任何 有 办 千 集 者 是 列 紧 的 ， 

证 明 略 ， 

应 该 指出 ， 此 证明 无 了 了 落体 空 间 必 有 胡 界 不 是 列 和 人 反之 亦 然 。 设 有 界 集 

= zi SA ,考察 苍 一 | 吉 1zE 已 |, 出示 包含 在 单位 球 内 。 由 此 可 知 ,里 范 线性 空间 中 


ah 
8 2. 7 内 积 室 间 和 Hilbert 安 


风范 线性 空间 和 Baik 空间 是 一 种 性 质 极 好 、 理论 非常 丰富 、 应 用 又 十 分 广泛 的 空间 ， 但 
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它 仍 缺少 人 们 所 热 悉 的 内 积 和 正 交 性 的 概念 。 为 此 ;我 们 引入 内 积 空间 和 Hilbert 空间 ,从 而 
在 这 种 空间 上 建立 起 相应 的 几何 学 。 内 积 空 间 是 Euclid 空间 概念 的 直接 推广 。 
定义 1 设 久 是 复 {或 实 } 线 性 空间 ,如 果 对 和 中 任意 两 个 向 量 zx,y 有 一 复 (或 实 ) 数 ( 记 
作 <z,y>>) 与 之 对 应 ,并 且 满 足下 列 条 件 : 
(1D<z:z>> 疡 0 且 <zz> 一 0 等 价 于 xz 一 0,z 生 X; 
(Dazrt py rt > =ariz > Py > ,rER, op 是 复数 ， 
(3) ry>=y,T> ,ryER, 
则 <z,y> 称 为 <,y 的 内 积 ,而 这 种 具有 内 积 的 复 (或 实 ) 线 性 空间 X 称 为 内 积 空间 ， 杀 件 (1)、 
(2) 和 (3) 称 为 内 积 公 理 。 | 
显然 ,由 内 积 定 义 可 以 得 到 下 面 的 等 式 
<tvay 十 主人 > 一 1<Yz 人 > 十 厅 < 工 xz 人 > 
这 一 等 式 称 为 它 关 于 第 二 因 于 是 共 二 线 性 的 。 它 等 价 于 “ 
i 
ray = ry > 
另外 ,如 果 X 是 实 线性 空间 , 则 内 积 公理 (3) 改 为 
> 
引 理 1 设 尺 按 内 积 <z,y 成 为 内 积 空间 ， 则 对 于 任意 的 ZEX ,有 ee 
I<zy> |< /Eis /ZH 《2.7.D 
当 且 仅 当 二 和 y 线性 相关 时 , 式 (2, 7. 1) 等 号 才 成 立 。 . | 
证 明 当 y=0 时 , 雹 (2.7.1) 显 然 成 立 。 不 妨 设 yy0, 则 对 每 个 复数 ,由 内 积 公理 (1》， 有 
ORTT— T= Ty ady rt 
十 a4< yy > 
令 5 一 2 全 ， 那么 上 式 为 
> 
挟 3 3 一 


过 上- 


yy 
所 以 
| < 人 > | 扫 VT 
.如果 zx 和 ?线性 相关 ,通过 直接 计算 , 易 知 式 (2. 7， 1) 中 等 号 成 立 。 反之， ,车 武 (2 7 中 
等 号 成 立 , 且 已 假设 y 隆 90, 令 


Xiy> 
yy 


从 而 推出 <<z 一 ay,x 一 «ay 之 二 0, 即 +== ay, 所 以 zx 与 y 线性 相关 。 
设 和 是 内 积 空间 ,如 果 对 Y xEXX, 令 
Ea 2.7. 2) 
可 以 验证 由 式 (2.7. 2)? 定 义 的 zz| 满足 范 数 公理 ， 因此 我 们 称 式 (2. 7- 2) 定 义 的 范 数 中 为 
由 内 积 ( 诱 ) 导 出 的 范 数 ,所 以 内 积 空间 XX 是 一 符 丈 的 赂 范 线性 空间 。 
式 (2.7.1) 可 记 为 


"a= 


[<zy> | |rl lyl 
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”这 一 不 等 式 亦 称 为 Cauehy 一 Schwarz 不 等 式 。 
引 l 理 2 hs : 
事实 上 , 设 iz,),{y,) 是 中 的 点 列 ,分 别 过 范 数 收 化 于 1yEX， 即 zz，y, 一 >, 于 是 有 
| x 十 | 一 全 zy> | 
< zz nz 
因 {z.} 和 ty 收敛, 有 上 yo 中 有 界 ， 所 以 ， 当 naroo 时 ,上 面 不 等 式 右 映 趋 于 零 ， 故 内 积 
<z,y>> 关 于 两 个 变 元 是 连续 的 。 
引 理 3 内 积 和 菏 数 成 立 如 下 人 恒等式 
<zy>= Arty leyl: tilztisl: ~ ile iyl’) 
(2.7.3) 
式 (2, 7. 3) 称 为 极 化 恒等式 , 它 表 示 内 积 可 以 用 范 数 来 表示 。 当 X 为 实 内 积 空 耸 时 , 极 化 恒 等 
式 化 为 


<ey>= rt yh — xy) 


定义 2 设 X 是 内 积 空 间 ， 内 它 导出 的 赋 范 线性 人 间 , 如 果 按 式 (2.7. 2 中 的 范 数 是 完备 
的 , 则 称 天 为 Hilbert 空间 。 简 育 之 ,Hilbert 室 阅 就 是 完备 的 内 积 空间 。 

从 以 上 讨论 可 知 ,内 积 空间 总 是 一 特殊 的 同 范 线性 空间 ,但 反 过 来 每 个 赋 范 线性 空间 都 是 
内 积 空间 吗 ? 下 面 进一步 探讨 内 积 空间 的 特征 性 质 。 

定理 1 茂 范 线性 空间 X 是 内 积 空间 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 zyEX 都 有 平行 四 边 
形 公式 即 ” 

lz+tyl:+ lz—yl:=20rt:+ hy) (2.7, 4) 

证 明 ”必要 性 ”如 果 赋 范 线性 空间 和 是 内 积 空间 , 那 末 由 式 (2. ?7.2) 可 导出 

‖z 十 了 | 十 首 有 一 了 | 二 < 生 工 十 3 和 十 人 > 十 二 工 一 区 一 了 > 
=2<Tr>+2<yy> 
一 2 zh 十 下 >y12》 

光 分 性 ”如 果 义 是 赋 范 线性 空间 ,其 中 范 数 为 | ，| ,对 于 任意 =,yE 和 ,它们 满足 平行 
四边 形 公式 (2.7,4), 那 末 , 一 定 可 在 部 中 定义 内 积 <zyy>>, 使 上 z]| 就 是 由 内 积 <z,y>> 导 
出 的 范 数 , 因 限于 篇 幅 , 略 去 证 明 的 推导 过 程 。 

例 1 Euclid 空间 R" 是 Hibert 空间 。 I 

-实际 上 ,对 于 任意 了 ,7E RZ 二 (6 名 si y 二 (入 ;加 名) ,其 内 积 定义 为 


之 w= Dé 
它 满足 内 积 公理 , 且 由 内 积 活 导 范 数 为 。 ” 
et (Blot 
Re 在 这 种 范 数 意义 下 是 完备 的 ,所 以 民 二 
同 理 ,n 维 复线 性 空间 性 也 是 Hilbert 空间 。 对 于 任意 zyEC, 其 内 积 定义 为 
过 安 久 ， T= 6),y = (nN) (2. 7. 5) 


其 中 式 {2. 7. 5) 中 罕 线 上段" 一 "表示 取 复 共 思 。 可 以 验证 , 式 (2.7.5) 满 是 内 积 公理 ,因此 C" 是 内 
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积 空间 。 这 种 定义 了 内 积 的 复线 性 空间 亦 称 为 本 空间 。 
肯 由 内 积 导出 范 数 
zl = v<rr> 
C" 在 这 种 范 数 意义 下 是 完备 的 ,所 以 C* 也 是 Hiibert 空间 。 
例 2 天 是 Hilbert 空间 。 
实际 上 ,对 任意 zs; 定义 内 积 如 下 
ry Dh t= (Gi) sy = Cm) 
容易 验证 ,(z,y 是 己 的 内 积 ,所 以 其 导出 范 数 为 
zl = /VTE 80)! 
[| 


在 这 种 导出 范 数 意义 下 ,内 积 空 间 1* 是 完备 的 ,所 以 是 Hilbert 空间 。 
例 3 [a,8j 是 Hilbert 空间 、 对 于 任意 zx,yE€ /4,65] 定 义 


ry > 二 | EACORTEDL (2.7.6) 


可 以 验证 , 式 (2.7.6) 满 是 内 积 公理 ,于 是 王 [a ,到 按 内 积 式 (2.7.6) 成 为 内 积 空间 ,又 和 由 内 积 
式 (2. 7. 6) 导 出 范 数 


EL 
在 $2.6 例 4 中 ,LA[a,b] 是 完备 的 。 若 令 一 2, 则 12[a,6] 是 完备 的 ,所 以 ZL[a,5] 是 
Hilbert 空间 ， 

例 4 Cfe,5] 是 内 积 空间 但 不 是 Hilbert 空间 。 

实际 上 ,在 CCa,6] 中 可 以 定义 内 积 


小 
ry>= | zy . (2.7.7》 


其 中 z(t 20 和 Ca 2, 则 ClLa: 罗 成 为 一 个 肉 积 空间 。 但 是 CLa, 熙 中 通常 的 最 大 值 范 数 不 
是 由 内 积 式 (2.7.7) 导 出 的 。 由 内 积 式 (2, 7.?) 导 出 的 范 数 是 
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Ca 在 这 个 范 数 下 并 不 完备 ,因此 Cra,o 不 是 Hilbert 空间 。 

最 后 再 一 次 指出 ,内 积 空间 必 是 赋 范 线性 空间 ,Hilbert 空间 必 是 Banach 空间 ,因此 ,前 面 
所 讲 的 度 睾 空间、 里 范 线性 空间 (或 Banach 空间 ) 的 结论 都 适用 它们 。 不 权 如 此 ,由 于 有 了 内 
积 , 它 们 还 具有 其 他 空间 所 不 具备 的 种 种 性 质 。 


3 2.8 直 交 与 投影 


本 节 首 先 由 内 积 引 入 直 交 及 直 交 投影 的 概念 ,然后 建立 在 Hilbert 空间 几何 学 中 具有 重 
要 作用 的 投影 定理 。 | 
定义 1 设 忆 是 内 积 空间 ,对 任意 x,yE 广 ,如 果 
. ry 二 0 
则 称 z 与 y 互相 厄 直 或 直 交 , 记 作 zx]y; 设 4 和 上 是 XX 的 两 个 子 集 ,如 果 对 任意 xzE A 和 性 
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意 yE8 都 有 zy;, 则 称 A4 与 8 直 交 , 记 作 ALB; 设 4 是 关 的 子 集 , 苹 中 所 有 与 4 直 交 的 向 
是 的 爹 体 称 为 4 的 直 交 补 , 记 作 AL+， 
关于 向 量 直 交 、 直 交 补 有 如 下 一 些 基本 性 质 。 
定理 1 (1) 设 XX 为 内 积 空间 ,对 任意 xz;yEX,zjiy; 则 上 xy 有 ?== 上 xz? 上 yy 由 
(2) 设 卫 是 内 积 空间 ,ECX, 则 -是 基 的 闭 线 性 子 空间 ; 
(3) 设 六 是 内 积 空间 ,ECX, 则 EEt 二 10}; 
(4) 设 天 是 内 积 空间 ,ECX, 如 果 歼 = 久 , 则 E&+ 二 {0}。 
证 明 《1) 当 zy 时 , 笠 是 <z,y>> 一 <yvz>> 一 0, 从 而 站 z 十 y 是 一 天 xz 十 yz 十 之 一 
Ei 
(2) 对 于 任意 zi ,zrSE: ,那么 当 yEE 时 ,有 
Xv 0 
这 时 对 任何 数 a、8, 由 内 积 公理 得 到 
rt ry = ry BALTy >=0 
因此 ,axri 十 Bx; 与 任何 y€E 直 交 , 即 wz; 十 Bxri€ 4+, 所 以 4+ 是 一 个 线性 子 空间 。 
如 果 {z.} C+: ,县 .zoln 一 oo0) ,那么 ,由 内 积 的 连续 性 ,对 任意 yE 4, 有 
i >= lim < zy >=0 
所 以 .xoEE+ ,因此 E+ 是 亲 线 性 子 空间 。 
(3) 没 XE 人 NE , 则 xEE,zEE- ,由 直 交 补 的 定义 ,有 
| zl 一 < zr>=0,r=0 
从 而 ENE:=0 
故 当 E 为 的 子 空间 时 , 则 有 
E Nk-= {0} 
(4) 设 巨 一 区 ,如 果 Io,EE- ,对 任意 zEE, 则 
必 TD 二 0- 
因 zu,€EX= 局 , 故 存 在 x,EEE, 使 ‖ x, 一 zx。 有 目 一 0, 从 而 由 内 积 的 连续 性 ,得 
< zoomo > 二 lim < zo, xX, > 一 0 
即 ze 一 0, 又 出 基本 性 质 (2) 知 Et 亲人 , 故 E+ 二 {0}。 
由 定理 1 可 知 ,XX 为 Hitbert 空间 时 , 册 它 的 任 一 子 集 EE 的 直 交 补 也 必 是 Hilbert 空间 ; 别 
外 ,下 的 秽 密 子 集 的 直 交 补 只 能 是 零 向 基 。. 
定义 2 设 X 是 内 积 空间 , 玉 ， 利 忆 是 X 的 两 个 线性 子 空间 ,如果 ELE:, 则 称 EE= fz, 二 
zs|z1 ER,rELR}N E, 和 E, 的 直 交 和 简称 直 和 , 沁 作 ,OE 或 E+E,, 
定义 3 设 巨 是 内 积 空间 的 线性 子 空 间 ,eEX, 如 果 有 zaE 厂 ,ri 上 EL 使得 
TT 三 Xo 十 工 1 
则 称 zx, 是 xz 在 E 上 上 的 ( 直 交 ) 投 影 。 
应 该 指出 ,对 于 内 积 空间 闵 中 的 任意 向 量 + 和 任意 线性 子 空间 五,z 在 五 上 的 投影 并 不 
一 定 存在 ,但 是 如 果 z 在 互 上 的 投影 存在 的 话 , 则 投影 必定 是 唯一 的 。 
定理 2 设 总 是 内 积 空间 大 的 线性 子 空间 ,zEX, 如 果 zo 是 zx 在 已 上 的 投影 , 财 
1 一 ao 一带 lz 一 > (2. 8. 1) 
而 zo 是 到 中 使 式 (2. 8.1) 成 立 的 唯一 向 量 。 
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证 明 . 因为 ze 是 z 在 世上 的 投影 ,所 以 ,ruE 瑟 ,xz 一 zo 上 五 ! ,对 于 任意 YE 五 ,由 于 z 一 ? 
= 《过 一 0) 十 (Cro 一 约 ;而 I -y€EE, 因此 ;zx 一 zo | zo 一 y， 于 号 ， 由 <xzo 一 yz 一 ro> 一 0 得 
上 一 yy 一 < Cr) yr yO 0) > 
za C2. 8. 2) 
式 (2. 8. 2) 中 只 有 在 ze 一 y 时 ,等 号 成 芯 。 由 式 (2.8. 可 知 趟 (2 8- 2 成 立 ,并 且 式 (2 8.2) 中 
右边 的 下 确 界 只 有 一 ze 时 达到 。 | 
定理 2 指出 ,用 姜 中 的 ?逼近 工时 , 当 间 仅 当 它 等 于 在 扎 上 的 投影 zx 时 , 通 近 的 程度 
最 好 ， . | , : 
下 面 将 给 出 两 个 章 要 引 理 ,然后 证 明 直 交 分 解 定理 。 为 此 , 先 介绍 凸 集 的 概念 。 
定义 4 设 X 是 线性 空间 ， ECX, 如 果 对 任意 x,yE ,集合 
tax 十 《1 — ya 1} any 
则 称 互 为 X 中 的 同 集 。 
例如 ,在 赋 范 线性 空间 关中 , 几 任 一 点 ZoEX 为 中 心 ,rr 之 0 为 半径 的 开 球 B(xos7) 是 一 个 
凸 集 .。 事实 上 ,对 于 任意 x,y€E Blzo,r) 有 zt 一 zo 上 所 7 ,上 y 一 zo < 之 7 ,于 是 当 0 志 a 气 1 时 ,有 
lart tl— my- zl= la 一 xz 十 G 一 oo 一 za 
所 人 十 (一 ar 一 六 
故 az 二 (IayEBzosr)， 所 以 Blxze 7) 是 西 集 。 
又 如 ,线性 空间 的 每 一 个 线性 子 空间 都 是 凸 集 。 
引 理 1( 变 分 引 理 ) 设 刁 是 内 积 空间 ,五 是 其 中 的 非 空 癌 集 ， 并 且 按 关中 由 内 积 导出 的 
度量 完备 ,那么 对 每 个 xEX， 存在 唯一 的 y 所 巨 ,使 得 
上 z 一 ?| = dtz, 功 =inflz 一 外 
证 明 令 6=d(z,E)， J 存在 {全 } }CE, 使 得 
= zr 一 8 (no00) 
二 一 zz 则 x, 人 


有 


因为 妃 为 凸 集 , 所 以 二 (十 所 )E 已 。 直 此 可 得 | we 十 xu 之 26。 又 因为 和 一 6 二 wn 一 4 ,由 平 
行 四 边 形 公式 ,得 
人 Mut ht 2 + 
一 (26) 十 2( 人 十 吕 ) 
于 是 {6,} 是 中 的 Cauchy en 按 肉 积 导出 的 度量 完备 ,因而 有 在 yEE, 使 得 名 一 >, 因 
为 yEE, 所 以 x 一 y 昨 尖 5, 但 是 
1z 一 2 二 lz 一 和 1 十 1y 一 和 | = 
上 式 右 端 当 n>oo 时 ,极限 为 6, 所 以 
|z— >| 一 6 
如 果 又 有 x.E EE, 使得 ez 一 yo | 一 9. 由 平行 四 边 公式 ,有 
ly— y= | ym x) Co zx): 
=2]y—zht2 Dy -D+ 


=28 二 237 一 4 上 六 Gy 十) 一 zl 
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南 十 此 的 是 案 性 , 言 (> 十 3o)E 巨 ,所 以 上 于 人 十 2) 一 < 和 > 人 这样,0< | y 一 yo 上 才 46: 一 


48 一 0 因此 1 y 一 1 二 0,; 即 ?一 ;这 就 证 明了 唯 … 性 。 

引 理 2 设 卫 是 内 积 空 间 , 上 是 邓 的 线性 子 空间 ,zx 七 下, 如 果 存 在 yE 五 ,使 得 |z 一 > | 
一 dz 五 ), 则 > 一 7 上 五 。 

证 明 令 二 z 一 y, 如 果 不 垂直 于 五 , 那 末 必 有 y, 8, 使 得 

Ey > 
显然 y, 隆 0, 另 一 方面 ,对 任何 复数 ,有 
让 一 cn 用 一 二 二 一 ay 一 ay 人 > 
=<é E> etn ay >] 

. 人 
则 上 式 右 端 方 括号 中 式 子 为 零 , 又 因 ‖#‖ =d(Cz, 五 ) ,因此 


本 
站 | a ds 
1é—ay ?= él i 


即 | & 一 xy | <d(lzr,E) ;但 是 由 于 yyEE, 所 以 
中 一 ao = zx~—y—ayl > dr,E) 

这 与 上 式 了 矛盾 ,因此 ,z 一 y 上 五 。 

塞 分 引 理 又 称 为 极 小 化 向 量 定理 , 它 基 内 积 空间 的 一 个 基本 定理 ,在 微分 方程 现代 控制 
论 和 逼近 论 中 有 重 权 的 应 用 。 此 引 理 表明 :用 子 空间 EE 中 的 元 素 y 米 近 近 xEX 时 , 当 且 充当 
y》 等 于 + 在 EE 上 的 投影 z 时 , 逼近 的 程度 最 好 , 也 即 是 当 且 仅 当 ?= 一 ze 时 , 达到 最 小 值 a 
( 工 , 五 ) 。 

根据 引 理 1, 如 果 五 是 开 的 完备 子 空间 ,过 当然 是 X 中 的 凸 集 , 所 以 ,对 Y rE 天 ,存在 唯 
一 的 
yE 上 ,使 得 


d(xr,E) 


|x~ yl = dr,E) 
叉 根据 引 理 2, 对 任意 XEX, 存 在 yEE, 及 xE EE- ,使 得 


z= yx (2. 8. 3) 
式 (2. 8. 3) 的 表示 是 唯一 的 ， 否则 叉车 加 人 EE,z1EB!, 使 得 

工 二 1 十 2 
于 是 yy 一 y=z 一 EENE+={0}, 所 以 y 一 yz 一 2 再 由 直 和 的 定义 可 得 

X=E+El 


以 上 的 讨论 可 以 概括 为 一 条 重要 的 定理 。 
定理 3( 投 影 定 理 ) 设 闷 是 内 积 空间 , 且 ECX 是 X 的 完备 线性 子 空间 , 风 有 
及 二 E+ E+! 
投影 定理 亦 称 为 直 交 分 解 定理 , 亦 可 表述 为 : 设 允 是 内 积 空 间 , 且 ECX 蚌 义 的 完备 线性 
子 空 间 , 则 对 任意 的 EX, 可 和 作 下 列 唯 一 的 直 交 分 解 
| TT yr E EyE EE 


§2.9 内 积 空间 的 直 交 条 


在 内 积 空间 ， 由 于 引入 了 直 交 概念 ,就 可 以 进一步 引进 规范 直 交 系 :这 样 内 积 空间 的 每 一 
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元 素 能 够 道 过 规范 直 交 系 表示 ,从 而 为 更 深入 的 研究 打下 了 基础 .规范 直 交 系 在 内 积 空 间 的 重 
要 性 ,犹如 直 稻 坐标 系 在 Euctid 空间 - * 样 。 本 节 除 介绍 基本 概念 外 ,还 和 将 讨论 直 交 系 的 重要 性 
质 ,Gram 一 Sehmidt 直 交 化 方法 及 Hilbert 空间 的 同 构 性 。 


一 、 基 本 定义 


定义 1 设 互 是 内 积 空间 成 的 一 个 不 含 零 元 的 子 集 ,如 果 王 中 疝 量 两 两 直 灾 , 刚 称 王 为 
六 中 的 直 交 系 ; 又 如 党 区 中 向 量 范 数 都 为 1， I 为 下 中 的 规范 直 交 系 , 即 对 所 有 zx,y€ 玉 ， 
则 有 
lz 一 y 
人 站, 们 天? 

如 果 一 直 交 系 或 规范 直 交 系 五 是 可 列 的 ,我 们 可 以 把 它 排 成 一 序列 {z,}, 并 称 它 为 直 交 
序列 或 规范 直 交 序列 ,或 统称 为 直 交 系 。 在 这 种 情形 下 ,有 
1,72 = 
0 天 


< zyy 六 一 | 


< Ti | 
由 定义 1 可 直接 得 出 直 交 系 有 以 下 基本 性 质 。 
(1) 对 直 交 系 诡 中 任意 有 限 个 向 量 zi ,zs，"… ,zs 成 并 
Es 相 人 十 赴 xs 作 十 一 十 下 zl 
证 明 ”由 于 吕 中 向 量 两 两 相交 ,所 以 
| 它 王 =< 2 7 之 一 2 < 一 > | Ts 
: i=l hl 
(2) 直 交 系 E 是 X 中 线性 无 关子 集 。 
证 明 设 zzsy TEEs Maes. 其 中 Qa ps Qn He, 则 对 和 纤 何 li 
nn: 有 
0 = Sarr, >= rz > ll? 
. 这 1 
于 是 ,&%=0G 一 152 0) ,所 以 t,xa9' yx 线性 无 关 ; 这 就 证 明了 豆 是 大 中 线性 无 关子 集 。 
例 1 Euclid 空间 R" 中 


ETT 


构成 规范 直 交 系 即 EE= {e.}。 
例 2 在 实 线性 空间 上 [D0,2xj] 中 定义 内 积 为 


| <fg>= | fry)g {rdr 
其 中 .gE€EL:[a.6] , 则 三 角 函 数 系 -上 ,coOsZySinz yseosz2zysinrzy 为 工 [0,2r] 中 的 规范 


V2 
真 交 系 。 
我 们 在 内 积 空 间 中 引入 规范 直 交 系 的 目的 是 把 空间 中 的 向 量 关 于 规范 宜 交 系 展开 成 级 
孝 , 为 此 ,首先 介绍 一 般 赋 范 线性 空间 中 级 数 收敛 的 概念 。 
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定义 2 设 X 是 赋 范 线 住 空间 ,tz,) 是 中 一 列 向 量 ，{a,} 是 数 域 天 中 一 列 数 ， 作 形式 


Do . | {2. 9. 1) 


称 $= SN 为 级 数 式 (2. 9.1) 的 n 项 部 分 和 ， -如果 有 zEX， 使 S, 一 xz(z->c)， 则 称 级 数 式 
(2. 9, 1) 收 化， 并 称 > 为 这 个 级 数 的 和 ， 记 作 
二 Das 
定义 3 设 五 为 内 积 空间 六 中 的 规范 直 交 系 ,xEXX, 称 数 集 
{re |e EE} 

为 向 量 x 关于 规范 直 交 系 互 的 Fourier 系数 集 ， 而 (zx,e>y 称 为 = 关于 e 的 Fourier 系数 。 

例 3 设 实 内 积 空间 X 二 [0,2r1; 它 的 直 交 系 五 为 例 2 中 的 三 角 函 数 系 ,对 任意 z 
Wert, 2r],z 关于 吾 的 Fourier 系数 集 为 


Qo 一 廊 - x(t)di = -<z,- 方 > 


= i x{t)cosntdt et > (= 1,2,") 
, 


b, = E) aCsinncd =< zsinnt > n= 1.2,.) 

而 每 个 ao 或 6, 或 bb 是 xz) 的 Fourier 系数 。 由 此 可 见 ， 内 积 空间 X 中 向 量 z 关于 规范 直 交 系 
的 Fourier 系数 是 数学 分 析 中 Fourier 系数 概念 的 推广 。 

在 # 维 Euclid 空间 R" 中 ,如 果 世 = (eses,… ,es ,那么 ,R" 中 的 任 一 非 零 商量 可 用 {e.} 唯 
一 地 表示 出 来 . 然而 ,对 于 无 穷 维 空间 来 说 ， 基 遍 应 该 有 多 少 元 素 才 算 "足够 " 呢 ? 为 此 ， 我 们 引 
入 下 面 的 概念 。 

定义 4 设 {eo} 是 内 积 空间 入 的 规范 直 交 系 , 如 果 z Le(i 一 1;2，n…)》 则 必 有 zx 一 0， 
我 们 就 称 {e,} 是 一 个 完全 的 规范 章 交 系 。 

例如 三 角 函 数 系 


一 了 ,2 
是 上 [0,2"] 的 完全 规范 直 交 系 。 
二 . 基 本 定 理 


定理 1(Bessel 不 等 式 ) 设 {s} 是 内 积 空间 中 的 有 限 或 可 列 规范 直 交 系 ， 则 任意 z€ 
X， 存在 不 等 式 ， 


ei C2. 9.2) 
1 一 1 “ 
证 明 因为 对 任意 个 数 ayoas os, 有 
1 z 一 Due := 之 zx 一 Daeist 一 Vae> 
i=1 2 | .i=l 


.4 


= 之 1T 人 > 十 忌 Daa, You > 
i=1 el 
< Vaer>—<r, ae> 
i=] i 


= Iz|:— 2Re Da < re>+ Dol: 
Eo i=] 
令 w=<zveG 一 1 2 代入 上 式 得 
Dl<zre> lr 
jel 


再 令 "co 时 , 即 得 式 (2. 9 2) 成立。 
定理 2 设 {e} 是 Hilbert 空间 态 中 的 可 列 规范 直 交 系 , 则 ; 


6 级 数 2 we 收 但 的 充分 必要 条 件 是 级 数 之 oil 收 策 ; 
(2) 如 果 = 21ae, 则 wa 一 <z,e>G 一 1,2), 故 


工 二 > Te es 
ek 
(3) 对 任意 zEX, 级 数 2 之 zwei>e 收敛 。 


证 明 《1) 设 5 一 名 eyo. 一 包 |ai*, 由 于 fc) 为 规范 直 交 系 , 所 以 ,对 任意 自然 数 和 
n, 且 n>m 成 立 。 


| $,— Su | 一 | arien+l 一 Oo-2Em+z 十 十 En | . 


= yi lal: = 5 6, 


四 州 十 


所 以 ,{5,} 是 其中 Cauchy 点 列 的 充分 必要 条 件 为 tao.} 是 Cauchy 数列 ,由 和 和 数 域 有 的 完备 
性 ,推出 1) 成 立 。 


C2) 由 于 z= ee 
pr >= 过 Da >= 好 
所 以 
X= i 


3) 由 Pese 不 等 式 知 ， 级 数 | 过 zye: 记 | 收 襄 ， 又 由 趟 (2. 9.1) 和 式 (2. 9. 2) 知 ， 
下 人 < 收 敏 。 
定理 3 {ej 是 Hilbert 空间 六 中 的 完全 规范 直 交 系 的 充分 必要 条 件 为 对 任意 XEX, 有 
| 六 1< re> |: = hzll? 
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这 一 等 式 称 为 Parseval 恒等式 。 

证 充分 性 设 Parseval 恒等式 对 任意 EX 成 立 , 如 果 {e: TR 人 由 定义 4 在 在 zs 天 
0, 且 zo | eG=12, 呈 ;RR,'); 于 是 之 woye: 祈 二 00 二 1,20ow pv)。 由 于 对 xz 成立 Parseval 
等 式 , 即 

| zl’ 一 Da > | 
所 以 ,x6o 有 | ==0 即 ro 一 0, 这 与 ze 天 0 矛盾， 让} 是 中 的 完全 规范 直 交 系 。 
必要 性 设 {ei} 是 七 中 的 完全 规范 直 交 系 ,对 任意 x 天 0 扣 台 , 非 零 Fourier 系数 为 
Te 六 人 二 112 以 ) ,出 定理 2, 级 数 
3 Tbe 
收敛 。 设 其 和 为 y, 则 对 任意 自然 数 i, 有 
< 了 一 Tt 一 所 了 6 全 一 > < TB PEE 


j=l 
一 < Ti6 > 于 rer>=0 
由 1e:} 的 完全 性 ,得 到 z 一 > 一 0, 即 z==y, 所 以 
工 一 3 < Pi 
由 此 得 到 
| zl = Dl<z > 
即 Parseval 等 式 成 立 。 至 于 ,x 二 0E 六， parseval 等 式 昂 然 成 并 。 
由 定理 3 可 以 看 出 , 当 {e,} 蚌 Hilbert 空间 XX 中 的 完全 规范 直 交 系 时 ,XX 中 每 个 向 量 x 都 
可 玲 展 成 级 数 
光一 > < 可 站 
显然 ,此 式 就 是 向 量 = 关于 完全 规范 直 交 系 的 Fourier 展开 式 , 因 此 ,完全 规范 直 交 系 是 研究 


Hilbert 空间 的 重要 工具 ,那么 是 否 鲜 个 Hilbert 空间 都 有 完全 规范 直 交 系 , 以 及 如 何 得 到 完全 
规范 直 交 系 ? 为 此 ,我 们 介绍 Gram 一 Schmidt 直 交 化 过 程 。 


三 、Gram 一 Schmidt 直 安 化 


定理 4 设 {zizi…} 是 内 积 空间 天 中 有 限 或 可 列 个 线性 无 关 向 量 , 则 必 有 入 中 规范 直 
交 系 el ?2 + ;使 对 任何 正 上 整数 La 有 


span{e 223° re) = Span {zz "rs Tr} 


证 明 邻 = 委 ;网 |e 上 一 1, 且 
span{e} = span {zx} 
令 如 一 2 一 所 tree ， 因 zyzs 线性 无 关 , 所 以 tt 关 0, 且 wz]Lery 令 一 下 汪 生 ,于 是 ea 
上 |e 显然 | | 
spante ,es} = span{lxis ra} 
以 此 类 推 , 如 果 已 作 eves，… ,eis 其 中 上 era 二 1 二 1,2,…,n 一 1) ,并 且 两 两 正 交 ,满足 
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Span{eresr "er 1} = SpaNn {ri Ts yi》 


tt 一 Xn 一 5 < Tei > €; 
由 Tilo ,Tn 线性 无 关 知 tn0, 于 是 


和 


这 样 | e.| =1, 且 所 LeiG=1,2， 和 2 一 1)， 又 满足 
span{ey'ess "6,} 一 span{ zy Aare La) 
这 样 继续 下 去 , 便 可 得 到 所 要 求 的 规范 直 交 系 。 
以 上 定理 的 证 明 过 程 称 为 Gram 一 Schmidt 直 交 化 过 程 。 
定理 5 每 个 非 零 的 Hilbert 空间 必 存 在 完全 规范 直 交 系 。 
证 明 只 对 Hilbert 空间 是 可 分 的 情形 予以 证 明 。 
设 义 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 则 存在 有 限 或 可 列 个 向 基 {z;} ,使 span{z;} 一 ,不 妨 设 {xz,} 
为 区 中 的 线性 无 关子 集 , 由 定理 4, 存 在 有 限 或 可 列 个 规范 直 交 系 {e:} ,使 对 任何 自然 数 ”成立 
5Pan (elyezv yen) — Span{zis Ts" sroy 
所 以 ,由 {ei} 张 成 的 线性 空间 包含 {zx,} ,因此 ,spante,} 汪 span{Xij 一 XX, 即 {ei} 是 天 中 的 完全 规 
范 直 交 系 。 
例 4 设 Z[0,2x] 是 [0,2x] 上 平方 工 一 可 积 复 销 数 空 间 , 令 . 
1 


一 (站 二 0) 二 1 十 2 
色 过 4 3 ) 
有 | 1s 一 
则 (qu,) 一 | 人 
邓 Qn 天 nn 


因此 {gp} 是 规范 直 交 系 , 且 可 以 证 明 {g} 蚌 完全 规范 直 交 系 , 当 L:[0,2xj 是 实 值 平方 可 积 函 数 
空间 时 ,完全 规范 直 交 系 就 是 例 2 中 的 三 角 函 数 系 。 


例 $ 设 L(z) 二 e* (en) , 则 称 ,Cz) 为 n 阶 Laguerre 多 项 式 , 训 以 证 明 
eu 一 辣 e- 红 (zy 一 0012) 
”是 空间 了 (0, 十 so) 的 一 个 完全 规范 直 交 系 。 
例 5 设 P.() 一 吉 j 人 [Cz 一 1)"],P,(z) 称 为 Legendre 多 项 式 , 可 以 证 明 
R= lp) Cn = 0513240.) 
是 空间 [一 1,1] 的 一 个 完全 规范 直 交 系 ，。 


、 例 7 设 尼 =( 一 De 全 (er , 称 瑟 (z) 为 Hermite 多 项 式 ,可 以 证 明 


Rr) = nl VR) befH, Cz) (n= 0,1;2.) 
是 空间 天 (一 cc, 十 co) 的 个 完全 规范 直 交 系 。- 
四 、Hilbert 空间 的 同 构 性 


为 了 进一步 研究 Hilbert 空间 的 特征 ,需要 把 一 个 抽象 的 Hilbert 空间 表示 成 -个 具体 的 
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Flilbert 空间 ,因此 ,我 们 讨论 Hilbert 空间 的 同 构 性 。 
定义 5 设 X 和 有 总 是 两 个 内 积 空间 ,如 果 存 在 美 到 总 的 双 射 工 , 且 保 持 线 性 运算 和 内 积 
不 变 , 即 对 任何 rz,yE 和 及 BE 天 ,都 有 
Taoazr 十 By) 一 oz 十 py 
irly>=<ry> 
则 称 内 积 空 间 X 和 六 是 同 攀 的 ; 称 了 为 和 到 六 的 同 构 上 映射。 
早已 证 明 , 任 一 可 分 的 Hilbert 空间 与 7 空间 同 构 , 从 而 任意 两 个 可 分 的 Hilbert 空间 之 
间 补 此间 构 ;同时 工 :[z,5] 与 2 可 视 为 是 一 致 的 ,这 样 一 来 ,一 个 拉 演 可 分 的 Hilbert 空间 的 研 
究 归结 为 对 上 或 L:[a,b] 的 研究 。 


划 
肖 
ji 


1 验证 12[a ,中 为 线性 空间 。 

2. 设 M 是 线性 空间 的 子 集 ,证 明 spanM 是 包含 M 的 最 小 子 空间 。 

3, 在 Ca ,的 中 ,对 于 任意 两 点 =,?, 定 义 度量 dtzvy) 一 | zt) 一 ye) dt, 证 明 C[a56] 
为 一 度量 空间 。 

4. 设 (X,d) 为 度量 空间 ,求证 :对 于 任意 x,y,;z,wE 久 恒 有 

CD drsy) —d(z sw) [drsz) +d (yyrw); 

{2) |d(r,y)—d(z,y) |<d (Cr ,zr), 

5. 设 (X,d) 为 度量 空间 , 令 


ee d(x y) 
plz,y) = Ee 


证 明 (X ,ec) 也 是 度 昌 空间 。 
6. 设 尺 : 工 [a,5]-=C[a,p], 定 义 为 


Fz(t) 一 人 oarz € Za[a 


证 明 下 是 连续 映射 。 
7. 设 了 是 度量 空间 到 度量 空间 Y 上 的 连续 映射 ,如果 4 在 和 中 稠密 ,证 明 (4) 在 Y 
二 了 f(X) 中 移 密 。 
8. 设 刁 在 度量 4 的 意义 下 是 完备 的 度量 空间 ,证 明 X 在 度量 4 之 下 水 是 完备 的. 
9 证 明 R" 中 点 集 4 为 自 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 4 为 有 界 闭 集 。 
10, 设 4 是 自 列 紧 集 ,F 是 A4 上 的 连续 映射 ,证 明 .A 的 象 = 二 f(A) 也 是 自 列 紧 集 。 
11. 在 线性 空间 C[e:,2] 中 ,对 于 zECLe,5], 定 义 


由 
lz = [zl , 


证 明 上 | 。| 是 CLa,68] 上 的 范 数 。 
12. 设 和 了 和 2 人 若 大 X-Y, 与 8:Y~Z 都 是 连续 映 
射 ,证 明 x 一 g。 是 区 到 2 的 连续 映射 。 
13. 设 X 和 了 是 两 个 赋 范 线性 空间 。 若 映射 :XY 保持 范 数 ,部 对 每 一 个 zEX 
1 zl = zl 
证 明了 是 单 射 。 
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14, 设 {rn} 和 {9w} 是 赋 范 线性 空间 中 的 任意 两 个 Cauchy 序列 ,证 明 { x 一 y 1 } 收 敛 。 
15. 设 BLa,6] 为 La,58] 上 有 界 肖 数 全 体 ,其 线性 运算 与 CLa,5J 中 相同 , 令 
hz! = ,Sup, Iz)|,z € Bla,b] 
证 明 吾 La ,5 是 Banach 空间 。 
165, 验证 工 [a, 幻 中 所 定义 的 内 积 


» 
之 ry>= (zy) de sy € Li[a,5] | 


满 是 内 积 公理 的 全 部 条 件 。 
<zy>= zt yl lz ylH’) 

i8. 设 X 为 内 积 空 间 ,zy,yEGX 如果 对 一 切 *E 筷 均 有 <zz 人 > 一 一 yz 证明 z 一 y。 

19, 设 {wu,}; 是 内 积 空间 处 中 的 点 列 ， 则 当 <zoyz 盖 一 所 xyz>> 且 有 zj -zi 时 ， 有 
[tt 
0, 设 蕊 是 内 积 空间 ,证 明 对 任意 ACX, 都 有 A 站 4+C1{90}。 

21. 如 果 ‖| "外 与 上 ”1 是 线性 空间 上 的 等 价 范 数 ,证 明 (X, 目 -此 ;与 
《X,， 用 ，j 中 中 的 Cauchy 序列 是 相间 的 。 

22. 设 妇 和 如是 内 积 空 间 处 的 子 集 ,证 明 

C0) 若 A4CB, 则 BtCAl; : 

(2)4C(44)4 。 

23. 设 4 是 内 积 空 间 长 上 的 任 一 线性 子 空 间 , 如 果 *E 苞 在 4 上 有 投影 ,证 明 此 投影 是 
唯一 的 。 

24, 所 是 内 积 空 间 X 上 的 任 一 线性 子 空间 ,如 果 *E 和 在 4 上 的 直 交 投影 都 存在 , 则 4 是 
及 的 闭 子 空间 。 

25. 试 将 序列 {1,ztyzrzyza} 的 前 四 项 规范 站 交 化 ,其 中 at 一 所 定义 在 区 何 [ 一 1,1] 


上 ,内 积 定义 为 < zy >>= zx(Dy(dr。 
26. 证 明 任 何 » 维 实 内 积 空间 部 与 R* 问 构 ;任何 x 维 复 内 积 空间 都 与 C* 问 构 。 


C5 
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第 二 章 ” 有 界线 性 算 子 


在 泛 汤 分 析 中 ,最 使 人 感 兴趣 的 是 从 赋 范 线性 空间 到 另 一 赋 范 线性 空间 的 映射 , 亦 称 为 算 
子 。 本 章 首先 建立 有 界线 性 算 子 和 有 界线 狂 泛 函 的 概念 ,然后 讨论 它们 的 性 质 ; 同 时 简要 地 介 
绍 线性 算 子 的 基本 理论 , 即 通 常 所 说 的 泛 函 分 析 的 四 个 基本 定理 (Hahn 一 Banach 泛 函 延 折 定 
理 ,Banach 道 算 子 定理 . 闭 图 象 定理 和 共鸣 定理 )。 这 些 内 容 不 仅 在 理论 上 而 且 在 工程 技术 领 
域 都 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 


8 3.1 线性 算 子 


本 节 讨论 保留 线性 空间 两 种 代数 运算 的 线性 算 子 ;接着 使 算 子 和 范 数 联系 起 来 ,从 而 揭示 
线性 算 子 的 有 界 性 和 连续 性 是 等 价 的 这 一 特性 :其 次 介绍 有 界线 性 算 子 空间 ,最 后 讨论 有 限 维 
赋 范 空间 上 线性 算 子 的 特征 。 


一 ,线性 算 子 


定义 1 设 了 XX 和 Y 是 同一 数 域 K 上 的 两 个 线性 空间 ,DD 是 的 线性 子 空间 ,TT 为 也 到 Y 
的 映射 。 如 果 对 任意 x,yED 及 aEKK, 有 
T(z y= Tzr+ Ty C3.1.1) 
T(ax}= nz 《3. 1, 2) 
则 称 工 为 马 到 了 中 的 线性 算 子 ,其 中 称 为 了 的 定义 域 , 记 作 乡 (T),T(D) 称 为 了 的 值 域 ， 
记 作 绝 (T)。 
由 定义 1 可 知 ,线性 算 子 就 是 保留 线性 空间 之 间 两 种 代数 运算 的 映射 。 如 果 对 任意 zx,yE 
多 (T) 和 a,BEK, 于 是 , 式 (3.1.1) 和 式 (3.1.2) 等 价 于 工 (az 十 By}=aTzx 十 BT7y; 另 外 ,在 式 
(3.1.2) 中 取 a=0, 有 全 (0)=0。 
如 果 Tz=0,YzEX, 则 称 了 为 零 算 子 , 记 作 了 一 0。 
定义 2 设 和 和 Y 是 同一 数 域 和 上 的 两 个 线性 空间 , 工 是 五 到 Y 的 算 子 ,集合 {TITzx= 
0,zE 宅 (了 T)} 称 为 算 子 了 的 零 空间 , 记 作 -VC(T)。 可 以 证 明 线 性 算 子 的 零 空 间 是 线性 空间 。 
例 1 设 基 是 线性 空间 ,a€ 下 ,对 任意 xEX, 令 Tx 二 azr; 显 然 T 是 全 到 站 中 的 线性 算 
子 , 称 为 相似 算 子 。 特 别 地 , 当 a= 1 时, 称 为 恒 等 算 子 , 记 作 了 。 
例 2 设 Pia,] 表 示 闭 区 间 [a,6] 上 和 多项式 全 体 ,对 每 个 z(t)EP[a,6b], 定 义 


TZ) 一 zt) 


由 求 导 运 算 的 线性 性 质 ,立即 可 知 7 是 P[a, 约 到 PLa,51 的 线性 算 子 , 它 被 称 作 微分 算 子 。 
例 3 对 每 个 x(t) ECfa,5], 定 义 


Tztt) 一 zcodr 
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由 积分 运算 的 线性 性 质 可 知 ， 了 是 Cla,5 到 Cla,5] 的 线性 算 子 ， CE 

例 4 对 征 意 xzCDECLa ap], 令 

Tr) = tz(t) 

显然 工具 有 线性 性 质 , 它 被 称 为 乘法 算 子 。 

定理 1 设 民 和 Y 是 同一 数 域 玉 上 的 两 个 线性 空间 ,T: 儿 (7T) 一 7 是 线性 算 子 , 红 (T) 
CX, 则 

(1) 值 域 史 (7) 是 线性 空间 ; 

(2) 如 果 dim 安 (IT)=nr< 十 o, 那 末 ;dim 灾 CT 入 na。 

证 明 (1) 对 于 任意 yi ,YE 人 吏 (T) 和 a,8EK, 则 存在 zz 人 BCT), 使 得 二 Tx, y= 
了 rz; 由 于 儿 (T) 是 线性 空间 ,有 xz: 十 BxreE 2(T) ,又 由 于 7 是 线性 算 子 ,于 是 

Tiaz 十 Br) 一 Taz + THzrs = aTr + PTZ 
= xy + Bys € RT) 

所 以 ,级 (7 了) 是 线性 空间 。 . 

《2) 插 取 n 十 1 个 元 素 yy yay 万 绝 (TT), 则 必 有 多 (本 ) 中 的 元 束 z1,xo，… xa11; 使 
得 册 一 Try 一 Tryn+i 一 Tri 由 于 出 m 儿 (TD) 一 RR 之 十 0 ;所 以 {zisTo，…yX441) 是 线 
外 故 必 存 在 不 全 为 零 的 标量 m ,az ,ou+1: 使 得 


十 GAs 十 十 zr 二 0 
由 于 工 是 线性 算 耶 , 故 了 T0==0, 于 是 
Tlari 十 osTXa 一 ……Qn+lZot》 一 站 


这 说 明 {3iyysyn+i} 也 是 线性 相关 的 ,所 以 ,dim 有 2(T) 生 na。 

定义 3 设 和 ,7 都 是 典范 线性 空间 ,县 多 ( 了 T)CX, 如 果 了 映射; 才 (T)>Y 是 单 射 , 则 此 

时 存在 映射 
T-1,.R(T) 一 HT) 
即 对 任意 y€ 沈 (T), 存 在 xz€E 允 (了 ), 使 TT-!y 二 zx, 则 称 工 ~-! 为 算 子 了 的 弟 算 子 。 

由 定义 3 可知, 对 任意 z€E 幻 (T),T"1Tz 二 zx。 类 似 地 ,对 任意 YE 统 {T),TT-'y=y, 所 以 
7 7T=T7T7 '= 了 ;另外 ,如 果 算 子 了 的 逆 算 子 T ! 存 在 ,显然 有 了 下 是 线性 队 , 且 dim 统 (T)= 
dimZ(T), 

定理 2 设 和 和 了 是 间 一 数 域 及 上 的 两 个 线性 空间 , T; 名 (T)y>Y 是 线性 算 子 ,日 
女 (T)CX, 况 (T}CY, 则 道 算 子 T-1: 喀 (T) 一 名 (T) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 Tz==0 时 , 理 含 
并 二 0。 

证 明 充分 性 设 Tr=0 时 ,蕴含 x=0。 令 Tx 二 TzzsyY zyrzeEXy 由 了 了 的 线性 性 , 必 有 
Tln 一 +) 二 Tz 一 Txs 一 0; 于 是 ;一 x 二 0 即 二 一 zz 因此 了 是 单 射 。 根 据 定 义 3 可 知 , 道 算 
子 工 :是 存在 的 。 

必要 性 ” 设 T- 存 在 ,如 果 对 任意 的 zi,x;€ 义 ,有 Tz 一 Tx, 则 必 有 Zz 二 xz。 若 取 一 0， 
于 是 Tx 二 0。 如 果 zl 取 0, 那 么 与 z+ 一 xz; 矛盾 ,所 以 z 一 0。 即 了 z 一 0, 萄 含 z 一 0。 


二 ， 有 界线 性 算 子 


定义 4 设 久 和 Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,T; 乡 (T)~>Y 是 线性 算 子 ， 其 中 多 (7 )CX 是 X 
的 线性 子 空间 。 如 果 存 在 M>0, 使 得 对 任意 zE BIT), 恒 有 
ITzl Mz| (3, 1, 3) 
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列 称 算 子 工 是 有 界 的 或 称 了 为 有 界线 性 算 子 。 

必须 省 出 , 式 (3.1. 3) 两 端的 范 数 采 用 了 相同 的 记号 ， 其 实 两 个 不 同 空间 的 范 数 是 不 相同 
的 ,应 严格 分 清 ; 男 外 , 式 (3.1. 3 定义 的 线性 算 子 的 有 界 性 与 函数 的 有 界 性 略 有 区 别 。 微 积分 
中 函数 的 有 界 性 只 要 求 值 域 有 界 ,对 定义 城 没 有 要 求 . 但 有 界线 性 算 子 除了 值 域 史 (T) 是 有 办 
集 以 外 ,还 要 求 定义 域 区 (7) 也 是 有 界 集 。 所 以 ,粗略 地 讲 , 有 界线 性 算 子 是 把 有 界 集 映射 到 有 
界 集 。 

在 式 (3.1.3) 中 ,引起 我 们 注意 的 是 对 一 切 x€ 纪 (了 耻 ) 使 式 (3.1.3) 成 立 的 最 小 数 M。 为 此 
引入 下 面 的 基本 概念 ，。 

定义 5 设 工 是 赋 范 线性 空间 XX 的 子 空间 多 (7) 到 赋 范 线性 空间 了 中 的 线性 算 子 , 称 


Tx | 

T= su | 

| 下 2 zz 
EDUT) 


为 算 子 工 在 性 (T) 上 的 范 数 。 这 定义 是 合理 的 ,可 以 验证 , 式 (3.1.4) 满 足 范 数 公理 。 妇 末 
经 (T) 二 人 0}, 则 规定 上 | 一 个 如 果 了 一 0, 由 式 (3.1.4), 显 然 有 1 了 上 = 01 =0。 
下 MM 十 工 上 代入 式 (3.1.4), 得 一 个 重要 而 有 用 的 公式 由 


{3. 1.4) 


1Tz4 才 TH zl (对 一 切 z & 氏 (7? 成 立 ) C3.1.5) 
定理 3 设 了 尾 吧 (7) 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 关于 了 的 范 数 的 另 一 计算 公式 为 
1 Opt 
lzl 一 上 Iz! 5] 5 
证 央 为 由 式 (3. 1.4), 得 
Lp 下 站 sp HT| Tri | bel 
用 合 于 条 件 | x1 一 1 的 代替 上 式 中 的 y, 所 以 
| TH = sop Txl < sgp, | Tz 
ls’;=1 1x 1 拟 1 


反之 ;如 果 xz€E 统 (T) ,zx 和 1; 则 由 式 (3.1.5), 得 
HTzel a TH eT 
所 以 Eh 引 了 | 扫 中 TI | ;因此 , 式 {3. 4 6) 成 立 。 


lx! 到 1 
例 5 赋 范 线性 空间 X 上 的 相似 算 子 Tx=ar 是 有 界线 性 算 子 , 旦 1 了 1 =|al .特别 是 恒 
等 算 子 上 7 二 1, 等 算 子 01 一 0 
例 6 设 T:C[a BCLa 中 -定义 为 


(ZJ = J zds ( (4) €E CLa,b]) 
显然 了 是 线性 算 子 。 对 任意 x+ECLa,5] 


17zl = max| | zs)ds| Cmaxlzt) |B a) = 6 0 lz 
dE6 Ja a 
帮工 是 有 界 的 , 且 | T | pao 另 - 一 方面 ， 了 歌 常 值 函 数 ze, 使 满足 (所 一 1 人 CC [ay》 ; 则 
Er re 
nag | dl 一 2 一。 
估 此 ， | 生殖 纪 一 占 一 4 
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例 7 设 X 是 闭 区 间 [0o, 1- 上 全 体 多 项 式 构成 的 赋 范 线性 空间 ,其 范 数 为 | | 一 
max zt) |,zE 于 ,定义 算 子 了 :X- 于 , 且 Tz(t) 一 号 z(D ,这 种 算 子 显然 是 线性 的 ,但 是 无 办 
因为 令 zt mm 是正 整数 ,| z. | 一 | 六 上 一 max je 一 1 但 基 TzeGD 一 (7) 二 ne 
从 而 和 Tz | 二 上 ne 上 一 max nt 一; 因此 
Tx | 
| [zl 
由 于 可 以 任意 增 大 , 故 不 存在 常数 M>0, 使 得 


| es a 


所 以 了 是 无 界 的 。 
定义 5 设 和 和 Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,了 是 式 到 Y 的 线性 算 子 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 € 
>0, 存 在 8>0, 使 得 当 上 zx 一 zx。 上 <3 时 ,都 有 
Tz Tx) < se 
则 称 工 在 :zo€ 金 (1) 处 连续 ,此 时 就 称 芽 是 连续 算 子 , 记 作 limTz 一 了 z。; 如 果 对 于 任意 给 定 的 
s>0, 存 在 只 依赖 于 上 的 ?3(s} 盖 0, 使 得 对 任意 的 zx ,zx2€ 纺 (T), 只 要 上 如 一 x; 上 < 所 8, 都 有 

| 1 Tz —.Tz| <e 

则 称 工 在 乡 (T) 上 是 一 致 连续 的 。 如 果 对 Y xzEX,T 在 z 处 连续 , 则 称 了 在 X 上 连续 。 

下 曾 我 们 讨论 线性 算 子 连续 性 和 有 界 性 的 关系 。 

定理 4 设 开 和 Y 是 同 域 及 上 的 两 个 拭 范 线性 空间 ,了 T:X 一 Y 是 线 人 性 算 子 ,如 果 了 在 z 
所 芒 连 续 , 则 工 必 在 和 上 处 处 连续 。 

a 证 明 设 对 于 任意 TEX,{r,}CX, 目 xx: 则 之 a 由 于 荆 在 x。 处 连续 而 工 
又 是 线性 算 子 ,于 是 ,了 (zx 一 zx 十 zo)》 一 Ts —Tzr+Tr,*Tzro, 所 以 Tz, 一 Tz, 即 了 在 点 z 处 连 
续 , 又 由 zz 的 任 党 性 ,因此 了 在 下 上 是 处 处 连续 的 。 

由 定理 4 可知 ， 楼 研究 赋 范 线性 空间 上 线性 算 子 的 全 空间 的 连续 性 ， 只 需 讨 论 在 od 
处 的 连续 性 即 可 。 

定理 $ 设 久 和 Y 是 同 域 KK 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 ,了 是 纪 (T) 一 了 ,多 (T}CX 的 线性 
算 子 , 则 个 连续 的 充分 必要 条 件 是 了 有 界 。 

证 明 充分 性 ”如果 工 有 和 界 ,由 式 (3.1.3), 有 | 上 T(z 一 x2) = 上 Tx 一 Tx Mz 一 
zZ| ,其 中 M 是 正常 数 , {zx}CB(T),xE BT), 当 zx 一 x 时 ,那么 | Tz 一 Tx 一 0, 肥 Tx, 一 
Tz, 所 以 ,T 是 连续 的 。 

必要 性 ”如果 工 在 包 (7) 上 连续 的 ， 从 而 推出 人 有 界 。 若 结论 不 真 ， 即 人 不 是 有 界 的 ， 由 
对 于 自然 数 x, 存 在 点 列 {z.} 己 宅 (T) ,使 得 Tz, | 守 n | zy , 令 


Th 


Valzl 
则 
; 1 
en 
因为 工 连 续 ， 必 有 Ty, 一 0, 但 是 , 另 一 方面 . 


这 | 
Ty = 1 Tm | a 
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从 而 产生 矛盾 ;所 以 了 有 界 。 


三 、 线 性 算 子 空 沿 


定 久 7 设 多 和 Y 了 是 冶 一 数 域 K 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 ,从 久 到 Y 一切 可 能 的 有 界线 
性 算 子 的 全 体 , 我 们 称 为 有 界线 性 算 子 空间 , 记 作 画 (X-*Y)。 显 然 客 (X 一 了 是 非 空 的 ,因为 
至 少 有 一 个 零 算 于 OE 名 (XY)。 

设 A.BEB(XR> 了 ,aEKK, 定 义 久 (X 了 ) 的 加 法 运算 及 数 乘 运 算 如 下 : 

对 二 任意 zEX, 令 

(A+ BTI= Ar+By (3.1.7) 
{oA)z = Ar 《3. 1.8) 

定理 6 设 XX 和 YY 是 同 -~ 数 域 居 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 ,A,BE 客 (X.>Y),a€EKK, 则 
名 (了 一 了) 按 上 述 线性 运算 和 算 子 范 数 成 为 荆 范 线性 空间 。 ee 

证 明 事实 上 ,对 于 任意 4,BE 瑟 (X->Y)vaE 天 ,由 式 (3.1.7) 和 式 (3.1,.8), 有 

Ca+Bzl= Ar+Brl 所 和 4zll + Bxl 
二 (AW 十 上 BI)Nzl 
由 于 4 和 如 是 有 界 算 子 ,所 以 4 十 BEB(X-> 了 ) ,并 且 成 立 不 等 式 
4 十 五 | 委 站 4 十 站 如 | 
4 1 = dB ， 1 4)z = sop, | eAzl 
= lal sup | Arl = lal $a] : 
由 此 可 知 , a4€ 铭 (X 一 了 ) 且 4 上 =1z| 41。 最 后 ,外 4 =0 的 充 要 条 件 是 对 任意 
XEX,4T=0 即 4=0, 因 此 ,名 (XY) 按 上 述 加 法 和 数 宁 运算 成 为 赋 范 线性 空间 ， 

名 (XY 了 ) 是 赋 范 线性 空间 ,但 不 一 定 是 完备 的 ,车 Y 完备 , 则 有 下 面 的 定理 。 

定理 7 设 久 是 赋 范 线性 空间 ,Y 是 Banach 空间 , 则 多 (X-> 了 7) 是 Banach 空间 。 

证 明 设 算 子 列 (T,} 是 殉 ( 和 ->Y) 中 的 Cauchy 序列 , 即 对 任意 给 定 的 se>0, 存 在 正 整 数 
入 , 当 mn>N 时 ,有 | . 

1 7 Tl <e 
于 是 对 每 个 EXX, 当 m,n>N 时 ,成 立 
Tx Tx = 用 一 了 | 
所 IT oTh zh <elzcl (3. 1.9) 
所 以 当 工 固定 时 ,点 列 | Tzx | 是 中 的 Cauchy 点 列 。 由 Y 的 完备 性 ,存在 yEY, 使 Tx>y 
(n>o0) 作 义 到 Y 中 算 子 丁 如 下 ;对 每 个 zEX, 令 
Tr=y= limT,z 
容易 验证 ,T 是 区 到 了 中 的 线性 算 子 。 在 式 (3.1.9) 中 , 令 zco* 由 范 数 的 连续 性 得 到 , 当 2 > 
六 时 ,对 和 中 所 有 z 成立 
[Tz — Tz elrd 
由 于 不 依赖 于 x, 所 以 
IT,— TI = up, | 7T ~ Tr Se (3. 1, 10) 
即 T, 一 TE 绍 ( 有 了), 叉 因 多 (一 了) 是 线性 空间 ,所 以 
T=T,+(T-—7T7,)€ BX Y) 
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并 由 式 (3,1.10) 知 ,im 上 ,一目 0, 这 就 证 明了 吧 (X->Y) 尾 Banach 空间 。 


、 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 


这 部 分 讨论 有 限 维 线性 空间 上 的 线性 算 子 与 矩阵 之 间 的 对 应 关系 ,找到 它们 的 具体 联系 ; 
另外 还 揭示 在 有 限 维 线性 空间 中 线性 算 子 是 有 界 的 这 一 性 质 。. 
设 区 和 Y 是 同一 数 域 天 上 的 两 个 线性 空间 ,dimX =n,dimY 一 mx, 并 设 耻 的 一 组 基 为 EE 
一 {ei rE2s en) ;而 Y 的 一 组 基 为 G= {Eh rg2* sm} :同时 这 两 组 基 均 按照 固定 的 顺序 排列 日 
r= Dée 一 和 el Ces tt es (3.1.11) 
kel 、 
则 > 的 象 
?3 一 1 人 > Se = igre, 
Ey] 亲王 1 
因为 表示 式 (3. 1, 11) 是 唯一 的 ,如 果 买 的 基 向 量 让 ,ert，……e* 给 定 , 则 线性 算 子 工 由 因 一 Tes( 
==1,2,…,n) 痢 是 了 中 的 元 察 ,它们 必 可 唯一 表示 为 


we D8; 
i 
和 3 一 了 ex = Sik 
.t=1 

从 而 得 到 

站 三 Dng = 2 Ter 

= 各 &{ m8) 一 2 名 ru) g 

于 是 


0 一 > 俐 二 Dt}e, 


然而 {g1,8,,… 8,} 是 线性 无 关 集 ,因此 
和 二 Dk = ],2,° ,71) 
于 趟 中 的 系数 作成 一 个 办 xn 矩阵 妈 
Tee ek (Ti nxn 
这 说 明 , 如 果 久 的 基 EE 和 Y 的 基 G 给 定 ,并 且 玉 和 G 中 的 向 量 按 一 定 的 其 序 排列 不 变 , 那 末 
从 维 线性 空间 和 到 m 维 线性 空间 Y 的 线 件 算 子 ( 即 线性 变换 )T 与 矩阵 Tue 对 应 ; 反 过 来， 


每 一 个 (ra)-x. 可 决定 一 个 X 到 Y 的 线性 算 子 ( 即 线性 变换 )T ,使 得 对 于 每 一 个 z= 和 es， 


对 应 于 Y 中 的 一 个 元 索 >=Tz= 也 hg,。 因 此 , 短 阵 Tso= ra), 可 以 看 成 是 从 维 线性 空 
间 关 到 澡 维 线性 空间 Y 的 线性 算 子 ( 即 线性 变换 )。 
定理 8 如果 是 有 限 维 冉 范 线性 空间 ,Y 是 二 范 线性 空间 ,7 是 XY 的 线性 算 子 , 则 
入 是 有 界 的 。 
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证 明 由 于 ddim 天 =n, 可 设 {e,es,*" ,es; 是 义 中 的 基 , 对 于 每 一 个 TEX, 于 是 ,x 二 
2S$e., 央 此 | | 
Tel = NT Dé = Derel 


< Digl | Te | < max Ye 1 Dé 


应 用 8 2.6 中 的 引 理 ,在 在 常数 c>0, 合 得 
Del<li1 Deal = lal 


了 
于 是 lITzlg maxhlTel zl = MIzi 
] si 


式 中 一 二 max HTe 上 是 常数 ,因此 了 是 有 界 的 。 
! $3.2 有 界线 性 泛 函 和 Riesz 定理 


如 前 节 所 述 , 所 请 线 性 算 子 就 是 赋 范 线性 空间 X 到 另 一 个 赋 范 线性 空间 YY 且 保 持 两 个 空 
间 线 性 运算 不 变 的 映射 ,如 果 工 是 数 域 六 , 则 这 种 映射 称 为 线性 泛 遂 ,因而 线性 滩 函 是 线性 算 
了 千 的 特例 ,为 了 区 分 算 子 和 泛 函 , 泛 函 经 常 采用 小 写字 母 如 了 ,g, 等 表示 。 如 果 尺 =C， 人 
复 汉 函 ;如 果 帮 = 有 R, 则 称 为 实 泛 函 ， 

定义 1 设 区 (是 页 范 线性 空间 X 的 子 空间 ,/ 是 包 ( 六 到 数 域 玉 中 的 线性 泛 函 ,如 果 
存在 正 数 机 ,使 得 对 所 有 的 +E SC ,有 


Ac saMlzl (3. 2.1) 
则 称 是 多 (站 上 的 有 界线 性 滩 函 ,而 证 函 六 的 范 数 定义 为 
f(z)] 
fl = sup TE = 并 Fen 
下 堆 Iz ET 
于 是 ,由 式 (3. 2.1) 可 得 
iftz}| Fl 


对 于 线性 泛 函 ， 同样 有 连续 性 与 有 界 性 等 价 的 定理 即 

定理 1 设 基 是 赋 范 线性 空间 ,f 是 多 (一 KK 的 组 性 汉 孙 , 多 (CX, 则 连续 的 充 要 
条 件 是 了 界 。 

正 因 为 如 此 ,有 界线 性 旋 函 ,一 般 常 称 作 连 续 线性 证 函 。 

” 例 1 焉 范 线性 空间 (X, | 。 1 ) 上 的 范 数 | ，|‖ :和 一 及 是 和 上 一 个 泛 函 , 它 连 续 且 有 

界 , 但 不 是 线性 的 。 

例 2 设 f:C[La,58]->R; 对 于 任意 z(t)ECLa,8]， te freon /ne 
且 1 =8 一 a。 

实际 上 ,由 定 积分 的 性 质 ,f 的 线性 性 和 有 界 性 是 显然 的 。 下 面 证 明 | =5 一 a。 

出 于 |7Cz) Smaz lx(D16— Q) 三 上 zx 有 C6 一 a)。 所 以 ,对 于 一 切 非 零 元 xECLa,5], 总 有 


AC 2 


fl = ap, Tx < 
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另 一 方面 取 zol?t)=l 则 AoECfa,5] ,于 是 


A 
因此 | 
A ba 
例 3 已 知 送 定 一 (a) EF, 对 于 任意 的 = (EE 定义 st 忆 ok, 册 上 是 有 界线 
性 汉 路 且 上 | =lal. 


实际 上 ， 对 于 任意 的 y= C0) EL ,4BER， 有 a | 
: glar+t Py)= Dt + A 一 Bee 十 网 : 


ee 站 DE = ee + Pat) 


所 以 1 是 线性 的 。 
同时 ,出 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 得 . 


jg(z)| 一 


二 WE x4jal 


于 是 ,对 于 一 切 非 零 元 zE7, 均 有 
| 


FT < el 
ac 人 a 
ir , ee 
所 以 ,gl 专 lal. 
男 一 方面 , 取 x 二 a=(@;), 则 (= 名 局 =iel” ,所 以 
gl > lee = jal 
于 是 
lgl = la 


因此 ,g 是 有 黑钱 性 泛 函 且 Hg 一 [oj。 

定义 2 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 在 必 上 全 体育 器 号 性 说 画 多 成 的 屿 范 搬 性 空间 
3(X 一 K) 称 为 的 共 贺 空间 或 伯 随 空间 ， 记 作 x (这 里 的 K 是 R RC 3 x 是 安 或 复线 性 
空间 是 一 致 的 )。 … 

根据 ;3.1 定理 7, 由 天 的 完 竹 可 知 , 共 轿 空间 KagCKK) 是 ， Banarh: 人 

定理 2 任何 赋 范 线性 空间 天 的 共 轿 空间 和 "是 Banach 空间 。 

现在 要 进一步 讨论 , 共 罗 空间 中 每 个 元 素 的 景 体形 式 。 这 个 同 题 对 于 把 泛 国 分 析 的 一 般 理 
论 应 用 到 具体 工程 技术 领域 是 非常 重要 的 。 为 此 ,需要 引入 两 个 赋 范 线性 空间 辕 构 的 概念 。 
”定义 3 设 忆 和 Y 是 间 一 数 玻 天 上 的 商 个 赋 范 线性 空间 ,如 果 TX 一 Y) 是 保 落 ( 或 和 
距 ) 的 双 射线 性 算 子 , 即 醋 是 贸 >Y 的 双 射 , 且 对 于 任意 zzsE 呈 veE 开 ,有 
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I ES FP were -mA /TAUVVKITU ti 


CT 十 了) 一 了 了 71 十 Tzs 
Tlarn)= < 
| Taza ll = zl 
则 称 X 和 了 为 等 距 同 构 的 赋 范 线性 空间 ,而 称 了 为 等 距 同 构 映 射 。 
:在 泛 函 分 析 中 ,任何 时 候 空间 的 结构 总 是 主要 的 研究 对 象 ,而 点 的 属性 则 是 无 关 紧 要 的 。 
让 是 在 这 个 意义 下 , 保 范 的 同 构 线 住 空间 ( 即 等 中 同 构 空间 ) 可 以 认为 是 同一 -个 抽象 空间 而 不 
加 以 区 别 。 这 种 把 两 个 同 构 的 空间 同一 化 ， Re 
例 4 已 知 (RD' 是 R" 的 共 斩 空 间 , 证 明 (Rs) 7 二 
证 明 设 FE CR 在 玉 中 到 一 组 基 (el 和 
fle) 二 ms, 则 了 在 R" 中 有 唯一 的 向 量 “一 人 令 了 是 CR") 到 R" 上 的 线性 


算 子 ， fa 对 任意 < 这 GER 有 
f(r) = A ee) = Re i (3. 2. 2) 
由 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 ,得 
ff < Dbal < < (Bsr ji Biart zl 1zl 
因此 及 
[FI = sup /ol < {Dial 村 - 


另 一 方面 , 取 zn 一 (ol … “co 则 . 
fz) | = = iat J Fa 六 


于 是 
al2) tl So 2) 
> fy DEEMED, 
(an 
所 以 
17l| = Fal 


:同时 还 易 证 明了 是 线性 的 允 射 ,于 是 工 是 同 构 映 和 ,因此 (发 ) 与 R- 同 构 ， 族人 R 人 = 
R"。 并 且 我 们 称 式 (3. 2. BE 并 线 必 活 症 的 表示 ee 
” 例 5 证 明 1C<p 之 十 ce) 的 共 辊 空间 是 二 ， 其 中 性 + 二 =1， . 即 证 盟 (1 一 六。 
证 明 ” 仍 念 er (0,: “Op bs0+"")3 koe, 2 tien Ek | :一 并 ia 《人 
人 3 Ri 1 pa 对 


i i See” 


ji: i hp , 
ee /or Dr he -)。 Ta yen .和 于 了 是 有 界线 
性 泛 函 , 所 以 和 i 
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9 也 


i 


f(x) 一 Dah 3 
如 果 /一 0, 则 巴 一 0 一 2 ,所 以 有 不 等 式 二 
[Bint je 了 
如 果 7 二 0, 则 办 不 全 为 0， 对 任意 自 猴 数 w 令 二 
Ts 一 Don wenn 
显然 ,z.E2 ,有 Re SE . 
js Dn oisgnhf (en) = 去 mh fh zl 
注意 到 |e=( > Im oj 由 二 于 是 | 


(Plan) 
令 工 是 (02)' 到 的 线性 算 子 ,Tf 二 y, 则 
| yi = rfl 中 


另 -方面 ,对 任意 一 Pener 
人 一 areo 一 2 Ny 


joni< (DA lylelzle 


因此 ,| 刚 志 上 ya 所 以 | 
TF = i Ar 

出 于 全 是 (7)* 到) 上 的 双 射 线性 算 子 ,那么 对 恤 意 yEB, 式 C3.2.:3) 唯 一 确定 了 2 上 
的 有 界线 性 泛 函 1, 因 此 了 是 (1:)' 到 上 的 等 距 同 构 映 射 ,而 (17)" 与 8 是 等 距 间 构 空 间 ， 故 


QE)" 二 全 二 oo 让 十 本 下 


p 
并 称 式 (3.2. 3) 为 六 上 的 有 界线 性 泛 函 的 表示 。 
通过 上 而 三 个 例子 ,讨论 了 某 此 常见 空 间 上 有 界线 性 汉 东 的 具体 表示 ,下 面 现 们 再 对 
Hilbert 空间 上 有 和 掉 线 性 泛 函 的 一 般 表示 作 进 一 步 的 研究 。 
设 关 是 一 个 内 积 空 间 , 对 于 任意 yE€X, 可 以 在 卫 上 构造 泛 函 : 即 
F(z) = ry >,TER 
由 内 积 <，,y > 对 第 汪 蛮 元 的 线 屠 寻 知 下 , 盖 钱 性 的 ;由 ,Cz)1 二 "zy )| 寺 1 zl 
yii , 知 下 ,是 XX 上 的 有 和 界线 性 泛 函 ， 且 有 | FE, I<lyl. 
当 多 是 Hilbert 空间 时 ， ede ha stale aed 下 面 定理 而 满 地 回答 了 这 一 
问题 。 rh 了 
定理 3(Rieaz 定 理 3:: 空间 吓 航 和 a ee 
EX, ee 都 有 - fat， 
: po am deh dy 1 
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证 明 如 果 亚 一 0 ,只 须 取 y 一 0, 结 论 成 立 、 不 芒 设 FF 了 0, 令 .人手 是 的 零 空间 , 即 
“二 人 1 RE)， = 0,7.€ X} 
于 是 YC(F) 去 了 X， 且 (EF) 是 X 上 的 亲子 空间 . 向 投影 害 吉 可知， 任 到 二 了 0 闪 Fy, 则 
F(xs) 闫 0; 于 是 对 任意 XEX, 令 


F(x) F(x) 
i eA 
F ’ 
因为 | = 一 六] 满足 ' | 
| :i F(t) | 
Fe— Fe = Fe) — Fr) 0 
| F(z). 
"Fi 
于 是 | 
<z- 人 
即 > 篇 加 Ly 
因此 
F(zr) 一 人 we TTy = ee 让 Ta> 全 一 < ry > 
F(z,) 二 : 和 4 
其 中 yiz A 


如 果 另 有 y EX, 使 F(x)=< 过 zy 之 = 过 z，y 放 ; 则 ji 
之 zy 一 守 = 0 人 EX 


2 -六 得 hy -六 ln 于 是 i 

ek es 
即 

ee 

因此 下 确定 的 y 是 唯一 的 。 Se 可 本 

又 南 于 (1<ay 作 | yt LE 及 二 |<y,y>| 二 yl, 知 

ie yh I 人 

定理 得 证 。 


i 


$ 3.3 reat 前 全 


一 、 Hahn 一 i ee 


在 $3.2 中 已 缀 引进 下 有 界线 性 泛 函 的 祁 侣 ;并 对 其 性 丰 作 闻 简 明 的 介绍 * 二 

是 ， 对 于 任何 非 零 赋 范 线性 空间 上 是 否 有 非 零 的 有 界线 性 泛 函 存在 j 如 困 有 ;是 硅 “ 吓 絮 " 多 ?这 

个 同 题 实质 上 是 在 一 个 子 空间 (即使 是 有 限 维 子 空间 ;上 有 界 钱 性 泛 阔 是 否 可 以 延 拓 到 整个 空 
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间 而 保持 范 数 不 变 ? 这 正 是 Hahn 一 Ranach \ 定 理 及 其 推论 所 要 回答 的 泛 函 分 析 中 的 基本 问题 。 

定理 1 《Hahn 一 Banach 泛 函 廷 拓 定 玫 》 ' 恋 无 乱 赎 范 线性 空间 ,G 是 克 的 子 空间 ,/ 是 
G 上 的 有 界线 性 泛 匡 ， 则 卫 以 保 东 地 殉 折 到 整个 X 上 ， 即 存 在 叉 上 的 线 作 评 函 了 满员 

(1) 对 任意 xEG,FPtD) 二 f(x)， 

《2? Re 

证明 聊 #， 

推论 1 设 叉 机 和 二 空间 ,cE Xe i 二 有人 检测 Jz)， 全 得 
上 7 上 呈 卫 并 县 :FEzo7 一 站 zi 。 

证 明 设 C=tzEXiz=auie 取 -- _ 切 实数 ) ,显然 ， G 是 X 中 的 线性 于 空间 ， 在 G 上 证 
线性 泛 函 

FO) = Flord 全 az 

其 中 z 二 axro, 叉 因为 Be re 过 了 

iF = elzoll 
故 F 是 G 上 的 有 界线 性 小 应, 并 自 | F161。 评 Hahi 一 Banach 泛 函 延 折 定 埋 可 知 ,在 空间 
和 上 存在 一 个 有 界线 性 泛 函 7, 它 是 下 的 延 拓 , 并 且 1 a 一 1 1 一 二 特别 是 Zz 二 EG, 所 
以 有 flzxo}=Flzxo)= zoll。 
。 推论 2 设 叉 是 赋 范 线性 空间 ， 对 于 任意 EX 有 a 
le .= Sup 归 . 本 ee 《3.3.1) 
证 明 对 任意 fex: ,EX 由 站 机 J | 0 
ee als iFiz-Tzilx 
lzlx>> sup 让 


fe 
fEX 


”为 一 方面 ， 对 任意 非 夫 向 其 EX( 因 为 一 0， 式 (3. 3. 1) 成 立 )， 由 推论 1， 存在 EX ; 
使 得 , 
A fd 一 LAkz) 一 有 
所 以 . 


人 了 > 协 CDL - er | x 
于 是 得 到 
1 3 外 ,一 -又 有 : 交 | 
由 推论 . 1 和 推论 2: 栈 惧 看 出 j tad 


: (4) 对 任何 赋 范 钱 性 窗 间 (0)} ,以 有 “是 驶 多” 的 关 办 有 界线 性 湛 匡 存在 ， 有 NX 
二 的 一切 有 办 线性 汉 玉 有 f《zxo) 二 0, 则 必 有 zo=0。 
“ 《2 及 中 向 量 z 的 范 浴 中 :化 也 可 用 它 的 共 固 空 何 到 * 的 元 束 f 表 示 如 式 63. 3. ,17 这 上 反映 
7 的 性 质 的 研究 可 以 归结 为 共 元 空间 "的 研究 ， 人 也 就 是 所 
谓 对 侦 的 理论 和 方法 。 加 
©] 


.Banach 道 第 子 定理 


$3.1 中 已经 褒 骨 了 省 算 于 的 尖 义 及 洲 算 于 存在 的 充 要 总 件 ， 现在 我 们 要 进一步 讨论 :已 
知 工 是 有 界线 性 算 子 , 那 末 它 的 逆 算 子 荆 - ' 也 是 有 界线 性 算 邓 渴 ? 这 就 是 逆 算 予定 理 要 问答 的 
问题 。 逆 算 子 定理 反 喘 了 有 界线 性 算 子 极为 深刻 的 特征 。 所 

定义 ] 设 革 和 了 是 两 个 度量 空间 ， 人 BTICK 的 人 并 和 
值 域 九 (TY 叱 Y 中 并 集 , 则 称 了 .为 并 钢 射 。 

引 理 1 设 多 和 > 和 商人 六 Eansch 1 TT: XY 是 有 办 二 人 和子， 且 TX-Y， 则 工 必 
为 天 映射 人 i : i 

证 明 略 。 

定理 2 线性 算 子 了 的 道 算 子 了 也 是 线性 的 。 ,，. 

证 明 ”对 任意 zzzEX,aBEK, 令 yj 二 Txiyy; 一 Tzz, 于 是 T- 0 二 wz， 由 全 
的 线性 性 ,有 

, 1 了 (ap 十 pa 。 到 ;pT 十 rm = ayy 二 poe A 

直通 和 了 第 多 得 | i 

了 (ay 十 a 二 Zr ry, 四 
所 以 , 间 算 子 了 "是 寺 性 的 ， 
上 的 有 和 界线 性 算 子 , 且 为 双 射 ， 则 逆 算 子 才 -' 疹 在 且 为 有 征 线 性 算 子 。 

证 明 根据 引 理 1,T 是 开 映 射 ， 从 而 把 开 集 映射 成 开 集 。 由 于 了 是 X 到 Y 的 双 射 ， 故 
7 :YX 存在 ,车 G 是 XX 中 任 一 开 集 , 则 E=TG 是 Y 中 的 开 集 ,于 是 , 晓 射 了 :把 三-y 器 
成 CCX, 因 此 ,对 于 道 算 子 了 T-: 来 说 , 它 满 足 “ 开 集 的 原 象 是 开 集 * 这 一 条 件 , 故 了 是 连续 的 
(参见 8 2. 3 定理 4), 从 而 了 :有 界 ; 又 由 定理 2, 了 - "是 线性 的 ， 所 以 , 北 算 子 T-: 是 有 界线 性 
算 子 。 


推论 、 疫 线性 空间 六 上 的 两 个 部 数 | 站 ‖ 。 均 使 X 成 为 Banach 空间 , 且 不 等 式 
re Mal Pe (3. 3.2) 
对 一 切 xEXX 成 立 : 其 中 MM 为 固定 的 正 数 ; 则 上 。 上 ;与 上 小 ;等 价 。 


证 明 将 藉 按 范 数 和 -|| 和。 上 2 所 成 Banach 空间 分 别 记 为 六 ,X,, 令 了 是 将 叉 , 中 
的 元 素 工 映射 成 和 中 同一 元 素 的 重 等 映 庄 ,再 了 是 由 XX 到 Xa 上 上 的 一 一 对 应 的 线性 算 子 。 由 
式 (3. 3. 2) ,1 有 界 ,根据 定理 3, 逆 算 子 1 是 有 界 的 ， 即 存在 e370, 以 得 

Mizl Re rl; 

即 |zlasece1zl 故 上。 1 与 上 :上 ;等 价 。 
我 们 知道 ,在 坐标 平面 上 ,函数 y= Az) 的 图 象 是 -条 曲线 ; 它 是 由 虚 侈 17(z5 明 成。 对 
一 般 的 线 履 算 子 也 可 引入 图 条 的 梳 念 ' 闪 而 建立 闭 图 象 定理 ， ei 
性 质 。 

定义 - 2 - 设 广 和 了 是 个 星空 间 二 ery 的 了 "CT)CX, 如果 
的 图 和 象 ” :人 bs 

GT) = {x,y)|x EE gy = TrE 了) 
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是 乘积 空间 居 XY 中 的 闭 集 , 则 称 了 为 闭 线 性 算 子 。 其 中立 XY 上 的 可 村 二 其 必 四 
(x 31) + (zz 一 (zl + Tasy + 2) 
atryy)- (Uray) aE KR. 
且 XXY 下 的 和 村 放 志和 ， 
证 号 允 下 芭 el . 
容易 证 明 ， 如 果 和 和 工 是 Bariach 室 间 ， 则 XxY 让 上述 荡 数 总 义 下 也 有 Banach 空间 。 

下 面 定理 给 出 判断 一 个 线性 算 了 于 是 否 为 闭 算 子 的 充 要 条 件 。 

定理 4 说 六 和 Y 是 两 个 崇 范 线性 空间 ， 外 是 多 (ICX 到 Y 中 的 线性 锋 芋 ， 则 了 为 闭 
算 子 的 先 分 必 要 条 件 是 对 任意 的 {z， jc2gm， :如果 rn Te 和 FEXIEY, 则 x ze€ 
ATIH Tr=ys。 

证 明 充分 性 A 

Cra1Trs) > (Ty) RCR 
于 是 zz Ti y(n 00), 由 假设 ， ZE PTE TeEy, 族 (z;3)~ (es) eG(T)， 即 
G(T) 是 XXY 中 的 闭 哥 ， 就 是 说 宁 是 闭 钼 子 。 

必要 性 “ 设 了 为 闭 算 子 , 刚 当 fx iE) ia 时 显 多 这 码 EGG 而 

且 在 乘积 空间 XxXY 中 
《rsTzy > (Ty) 
由 于 假设 G(T) 是 闭 的 ,所 以 (zy)EGCT), 因 此 xE 儿 (T),T4 涯 . EA 

对 于 一 个 给 定 的 线性 算 子 ,现在 已 经 有 三 个 比较 重要 的 概念 ， 好 连续 位 、 有 界 性 和 闭 性 ， 已 
经 证 明 连 续 性 和 有 界 性 是 等 价 的 , 故 本 质 上 只 有 两 个 不 同 的 概念 , 即 有 界 性 和 闭 性 .容易 验 江 ， 
定义 在 全 空间 上 的 有 界 算 子 总 是 闭 算 子 ， 但 定义 在 全 空间 上 的 赔 算 子 是 否 一 定 有 界 ?答案 是 否 
定 的 。 下 面 给 出 堵 算 子 为 有 界 算 于 的 条 件 。 

定理 5 《〈 闭 图 象 定理 ) . 没 和 和 了 是 两 个 Banach 空间 ， 了 是 名 (TICX 到 7 上 的 闭 线 
性 算 子 ,G(T)CX。 如 果 2(T) 尾 闭 的 , 则 个 有 界 。 

证 明 ”由 假设 知 , G(T) 是 XXY 中 前 说 集 ， 帮 GT 本身 搜 药 数 上 tery) | 成 为 Banach 
空间 。 又 由 瑶 (T) 作 为 和 的 闭 线性 子 空间 , 于 是 多 (T) 也 可 以 看 成 是 Banach 空间 ， 定义 
GT) 到 C9 的 生生 PP 如 下 

P:CzT2z) hs € wt 
可 以 验证 是 线 件 算 子 , 甩 3 
站 了 (xz 小 .去 ,| 让 1 < | CT 二 
所 以 PP 有 有 界 ， 且 P 卫 的 值 城 名 (ZT), 即 PP， 是 GCT 到 F(T) 上 的 有 界线 性 算 子 。 

现在 证 明 P 还 是 一 对 一 竟 ; 当 Il 二 7; 时 , 必 丰 了 xi 一 Tzs 所 以 ,xys TL) = (Cra Tx) ,A 
得 P 是 可 逆 算 子 。 根 据 定理 3, 逆 算 子 PP-' 有 看, 内 此 对 任何 zxE 红 (7) ,有 

: zsT2) | = HP zt lal : 
因此 1 7zjl 志明 zs7z)1 委 2- 上 zj ,这 说 明 工 是 有 界 的 。 | 


例 1 设 X=Y 一 C[0,1],T 一 和 -， 则 人 了 是 线性 算 子 ; 络 (T) 为 [0,1] 中 一 it 


全 体 , 记 作 CE0,1j, 前 已 说 过 二 生 是 大 界 算 于 ,但 了 是 闭 算 子 , 它 的 图 象 是 
GT) 一 人 (人 DT (8)) lx) E CL0,1)) 
事实 上 ,如 果 有 
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(gt) set) E GT 一 132， 
Cra ym Hx) I EXXY 
因 | (zt)，y(t)) =z 二 yO (z(t,y()EXXY, 荔 知 {xtt)}-- 致 收 钙 于 
工 ( 必 )， {za (2)} 也 一 致 收敛 于 y(t)， 由 数学 分 析 得 知 ， Cr 并 且 福 ' ti 即 (zx()， 


>y(GDODEGczr) ,这 就 证 明了 G(T) 是 XxXY 中 的 闭 集 ， :因此 和 一 吕 是 闭 算 子 。 
.，， 例 1 告诉 我 们 ， BR i 则 它 不 ~ “ 定 是 有 


界 的 .因此 ,Banach 空间 久 上 的 无 吕 亲 算 地 ,其 宕 义 直至 多 只 能 在 中 宙 密 ,而 决 不 能 是 束 个 
空间 X。 例 1 中 ,微分 算 子 的 定义 域 是 CL0,1] 中 秽 密 子 集 Ci[0, 记 ;而 不 是 CL6,1]。 


共鸣 定理 又 称 一 致 有 界定 理 或 au | 定理 ， 是 Banach 空间 理论 的 基石 之 
一 ,许多 古典 分 析 问题 经 过 抽象 后 ， 都 可 以 归结 为 这 一 原理 ， 因而 充分 显示 了 它 的 重要 作用 ， 
定理 6( 共 鸣 定 理 ) . 设 义 是 Banach 空间 ， Y 是 赋 范 线性 空间 ， (Ts,gE4} 是 叉 到 工 的 一 
族 有 界线 性 算 子 ,其 中 4 是 指标 集 , 如 果 对 任意 zxEY 0 A Ns 
sup | 了 ez <+ a 3. 3) 
则 数 集 { | 了 .| ,<E 4} 是 有 界 的 。 a | 
“证 明 : AS EA 规定 Th 在 Banach 安 间 六 上 再 规 一 个 
范 数 i 
| hsp Tl a ‘spiTsl) ;reR 
所 以 ,| zl 由 站 zl， 又 由 式 (3. 3.3) 知 | zx :< 二 ca ,显然 让 加 和 的 正 闻 人 有 
由 1z 上 :=0 推 出 xz 一 0 的 要 求 ; 现 证 它 也 满足 三 角 不 等 式 ;因为 
本 Tx Ty 
ee 。 sp 1721 tsp tT l 
所 以 i 
lz+ yl SsyplTe +t» | 款 jal yl 
再 证 明和 按 范 数 上 帮 ，|， 成 为 Banach 空间 。 事实 上 ,如 果 (= } 接 间 二 上 扩 为 Cauchy 点 列 ， 
由 于 | 。 站 委 | ,所 以 {x;? 按 上 ，| 也 是 Cauchy 点 列 ,因此 :， | zz 1 一 0(w 一 oo0)。 再 
证 {zs} 按 上 ， |， 收 证 于 ee e 沁 0; 必 邦 在 认 , 当 n,m>> 和 N 时 ， 有 | 
a i 
即 当 «EA 时 ,| 了 ed xa) | < 分 ' 令 m* 十 co, 得 
es re 
所 以 , 当 z>N 时 ,有 
a 对 


me 


即 {z,} 按 上 ，||; 收 合十 zo。 
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根据 定理 3 的 推论 可 知 ， 必 存 在 M>0， 使 得 1 zsM1zi ,对 一 切 zE 成 立 。 也 就 是 
说 ,{ 7. | ,ee 4) 是 有 界 集 ,上 界 不 超过 M。 邑 | . | -Me 4, 其 中 MM 与 和 a 均 无 关 。 

推论 设 {T.} 是 从 Banach 空间 到 赋 范 线性 空间 Rs 且 对 尾音 xEX, | 
Tz—Tzx 00), 则 { 1 了。 | } 有 界 ， 

证 明 对 于 每 一 个 xE 和 ,序列 (人 4} 收 鳅 ， 旭 序 列 { 上 Tx 目 } 是 有 界 的 ,应 用 共鸣 定理 得 
到 ,{ 7T, 上 是 有 和 界 的 。 

ld i A 我 们 知道 ,以 2r 为 周期 的 函数 z(2) 的 
Fourier 级 数 为 ， 


Sook 十 By ee 
| 
其 中 ee 上 
并 工 (DCosAtd 本 
全 一 人 和 1,2,…》 


B= si 二 
Dirichlet 定理 指出 , 当 二 =f(r) , 且 只 有 有 限 个 极 慎 点 时 , 则 有 
(0 = Bp DV hcusl HB Cd 1 < oo0) 
现在 要 讨论 的 朵 题 是 ;以 2x 为 周期 的 函数 促 满 是 在 f 一 不 凤 了 上 韦 续 风 , 上 式 是 否 碟 六 ? 
， 和 例 2 . 设 CE-+tx,xj 是 窑 R .上 2x ns Banach Sl 和 
<(DECFmix], 令 这 | Ti rfl 全 措 “ 呈 和 让 ?OR “ff: 人 上 
,= (eoskad. 澡 ， Se a 
0 Ck 0 
bi 二 了 z(t)sinktde : : | 
TIEN -> + py {ascoskt 十 bsingi) 
求证 存在 "HECL mn), 使 当 :=0 时 ， 有 
xz(0) 天 二 十 3 
证 明 构造 Ce 


f(x)= a 十 2 一 a x0) i 十 eer) 


a 


Fel 
1re cl + 二 
=| X(t) ——— i irdit (mFr 12,°:) 
2sin 二 上 
2 
1 |sin|# 十 lh 
1 = 关 , 一 | 
| sin 


6 


sin 2n sinC2n + 1)s Ds 
‘sins | 


ee 


| 2 Einul,, 和 ed 5 co》 


ek ly 


如 抹 对 任意 z(t) ECT 一 x ;x]， 有 z(D) 一 二 2 二 a ed 
fe (x) = 计生 + Be XO) Un -二 oo) 


眠 而 { [Cr) |} 有 漠 。 根据 共鸣 定 理 ,( | yk di 这 与 上 一 ~ 巴 秆 ， 折 以 一 定 有 
ztf) 和 CCL 一 fr 本] 使 5 ee 


x《0) 天 羡 a。 十 A 
下] i 
即 zx(G) 的 Fourtiet 级 数 在 :=0 发 散 。 a 


人 基本 空间 和 类 类 六 于 


、 赋 范 线性 空间 的 共 圈 空间 和 和 共 亏 算 子 


.如 前 所 述 ,所 渭 共 锯 空 间 就 是 区 范 线 性 空间 X 上 有 界线 性 活 务 登 休 组 成 的 空间 , 记 作 
区 。 声 经 证 肯 , 基 "是 二 个 Banach 罕 卫 * 于 是 ; 丈 * 止 有 界线 性 泛 冰 宝林 也 组 成 一 个 新 的 共 轰 空 
间 , 记 作 (X” )" =X"*, 称 X"“ 是 XX 的 第 二 次 共 胃 空 间 ; 如 此 继续 下 去 就 有 久 的 三 次 共 固 空 
他 即 久 ""* 二 (X**)'* 等 等 这 些 空间 之 闻 自 然 是 有 联系 的 ,我 们 仅 讨论 久 与 X"“ 的 关系 。 

定理 1 如 果 X 是 赋 范 线性 空间 ,X “是 丈 的 二 次 共 辆 空间 , 则 有 

X 人 区 

即 和 与 又“* 的 一 个 子 空间 等 距 同 构 。 

证 明 ”对 任意 z* 和 和 ,对 应 地 在 也" 上 定义 一 个 泛 遂 z"" 

zx" "(有 ) 一 :F(zCz 夯 定 , 广 权 毅 允 ") 


(1?X ”是 线 性 的 。 
对 于 任意 万 , 疡 EX BE 天 有 
Zi Ca 十 Ws BCzY = fr) + pfx).. 
. Pt 十 人 “U2) , 
另外 ， ee E 
(arl 十 Bre) (f) = /lan tpr) 
(十 fo) 一 (Coz + Bri") (7f) 
即 得 Ek 
(az + Bz) 一 az + Pz?" 
Hz = sup lx" = SB ifr) | lz I ee leh 定理 》 
又 1 
lz DI = fn xl = zt eal 
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即 A a i 民生 
Tx** 外 委 . 下 二 
所 以 二 要 
了 ee 
(97 对 于 不 同 的 =, 对 应 应 不 出 的 < 如果 友基 ; 则 Ce 
zi" —zx2 "|= 《zl ~ 2 ‘= |x 一 性 关 0 


由 (C1)、《2) 和 《3) 知 , 邓 与 XX"'" 的 一 个 子 空间 等 距 同 构 即 CX"* 。 我 们 称 XXX 的 等 
子 为 伐 入 算 子 ,由 定理 1 知 ,此 算 子 为 保 范 的 线性 算 子 。 a 

定义 1 i ois 如 果 改 = 总 “ 刚 炊 交 是 肯 皮 的 ;例如 ,1<zp< 十 co 而 
是 的 相伴 数 即 性 + 二 一 1 时 ， 那么 2) 一 P， QD "= ,于 是 (U2)'* 一 入 , 故 必 是 育 反 的 。 又 
如 ,Z*[a， ED 硬是 汪 诺 抽空 隐 | 

-对 于 已, Li[a,5]， R" 来 说 , 它们 的 共 加 空间 就 是 它们 本 身 ， 即 满足 关系 CA i 
[as6j ,C2)* 二 E,CR')* 二 R", 我 们 称 它们 是 自 共 胃 空间 ， 

设 义 和 卫 是 局 一 数 城 K 上 的 风范 线性 空间 ,TE 8(XmY1, /6 1 着 
f(Tr)EK, 刀 当 工 ,了 国定 时 ， ACTz) 是 定义 在 关上 的 一 站 活 区 ， er lay 下 面 
证 明 T"fEX"。 

(DT flart+hy)= tres tp ery pr ef CF tf Cty) er" flz)+ 
PT f(y) 
所 以 ,T* 了 是 线性 的 。 ， 

OTA) =f Tr)S 1 1 rz ad Wl hl A oe 
所 以 ,7" 了 有 界 。 因此 了 YER 吕 

上 述 论证 又 说 明 , 当 人 固定 时 ， 对 每 个 Je ,都 有 TEN 下 汲 可 
看 成 是 Y* 至 外 * 的 一 个 算 子 ， 且 这 个 算 子 了 有 性 质 , 对 任意 zEX,fEY" ‘Tf x)=f Tz) 
成 立 。 

下 面 给 出 算 子 T* 的 明 = 

定义 2 没入 是 同一 娄 所 上 衣 后 个 届 和 太 ， TE GK), Ts 是 了 >X" 


的 算 子 ,如 如 对 社 意 ZzE 光 ,了 FEY, 下 式 … a 和 
| Sa TFT 
都 成 立 , 则 称 T' 为 的 共 箔 算 子 (伴随 算 子 ) 。 HE 


如 前 所 述 , 对 每 个 hd i 现 还 要 将 辐 ， 这 信人 "十 玖 的 , 独 为 如 
人 和 2 Dn 


Tr tzy 站. Fez) 二 Fn 和 
那 2 + 由 Tr Se Pe 生发 i 了 
i aod en 让 省， 


又 式 对 - 切 JEY 直立 ， 所 然 有 ”， i pi 
了 Mr ee i RE ee = 和 A 
根据 以 上 分 析 和 定义 2, 可 喜 接 导出 了 的 某 些 性 质 ， 的 
(DT* EHF >X'); | i 要 证 四 
DT = TH Ls 


例 1 设 (ai) 是 mxn 和 矩阵 , 作 R 到 ZR" 中 的 算 子 如下; 当 z= (zzz 时， 令 . 
ce Via ot = 119, mm) 
jl 
而 ?一 (ay “ym)" ER , 则 了 是 有 界线 性 算 子 ， 求 7 。 
解 任 取 /E(CR") ,由 R" 上 有 站 线性 弃 本 的 表示 形式 ,存在 c 一 人 ve "scm" ER 使 
Ps ro ~ Bem 
a 


NE ES (Tf) AT i er 了 史 有 
发 。 及 总 首 过 人 项 
局 网 2 by . 芝 TL 3 ai js;= a Ble 


rt RE 国治 放生; 项 办 攻 到 
SR): _R: 的 tN 

这 开 凋 妆 - ge 的 ta 而 jE 二 共 秀 划 于 就 是 转 寺 给 亩 的 准 广 
| 全 2 缀 KE iy 上 的 帮 罩 可 测 获 数 ， 次 


ot Tel) = | KG) rte) € Po 人] . 


易 证 工 是 [a,5] 到 tb] gq>1, 目 + 二 一 1| 的 有 界线 性 算 子 , 求 了 
解 因 对 任 取 的 /€ 《12[a,5])“ ,存在 Bl)E LLa,D], 使 
f(Tz) = | Bs) um 至 [ | Kod pee, 
ST Te es | 


1 了 
A re 2 


人 了 守 -Pro, ,Bd 


On ~ Bilbert 空间 的 共 鼎 空间 和 共 需 算 字 
设 及 是 Hilbert 空间 ， 则 x 的 共 罗 空 间 x" 是 定义 在 X 上 的 有 弄 卉 攻 汉 本 的 外 体毛 苍 氏 


| fsup, Vm) | (3. 4.1) 
li Banach 空间 。 5 
时 Riesz 站 下 可 知 , 芝 ' 和 洲 : 是 两 个 等 中 空间 ,为 2 中 的 yf 与 Xx 中 的 y 雪 T 工 
f(z) 一 二 二 > 


成 一 等 距 对 应 。 不 仅 如 此 ,X "与 怀特 式 63: 4;:1) 成 共 孝 线性 同 构 空间 。 接 晤 关于 共 斩 空 间 的 定 
义 ,在 和 "和 成 是 等 距 共 碟 线 性 后 物 的 堆 义 下 * 可 以 认 浆 大 是 目 共 且 的 , 即 外 "二 多 
现在 我 们 进一步 讨论 在 Hilbert 空间 的 具体 情形 下 , 共 耗 算 子 的 表现 形式 。 

设 久 是 Hilbert 空间 , TE 多 (X 一 XX), 则 工藤 共 辊 算 子玉 *. 蒜 才 (X' -XX" )， 县 对 尾 意 了 
EX 及 fEX' ,f(Tz)=T'*f(x)。 又 因为 此 式 中 的 fEX',T"fEX' ,由 Riesz 定理 知 ,存在 
》 及 y" ,使 上 式 成 为 a i 

2 ee > a | | 

如 果 我 们 把 上 式 法 则 由 y 确定 的 y" ; 记 作 卫 " >, 则 得 到 以 下 的 定义 。 

8 


定义 3 设 久 是 Hilbert 空间 ,TE 区 (KeX) ,如 果 有 
< Tryy 六 二 7 yy 人 六 
则 称 和 "到 各" 的 算 子 了 为 了 的 共 恩 算 子 … 


显然 ,7 "是 存在 的 ,下 面 再 证 了 是 唯一 的 。 鸯 是 
如 果 TY 也 满足 


< 了 > 一 一 Tryy EX | 
则 由 之 z， T'y> 二 之 z,TY y>,x,yEXX, 可 得 人 
< 一 :六 之 地 0, 大 ,7 所 大 
取 了 一 (太一 三 )2 导出 (人 2 二 0yEXa: 所 以 全 "一生 :因此 TT? 是 叭 二 = 的 、 了 时 
3 是 合理 的 。 手 大 再 证 明 是 XXX 的 有 办 二 性 第 世 。， 和 全 二 和风 
对 于 任 塌 zx 区 及 202 所 有 a 

二 + Se Te 洽 林 村 丰裕 

=<x TTT y= 


由 泛 函 表示 的 唯一 性 可 知 ! Rs i 
-T° (yi oh 1) = Ty + 区” (可 加 体 )， : 
丸 对 任 雇 "a€E 下 4y 在 久 , 有 ; 和 
< 人 rs = 之 Tz， ee i 二 
于 人 ne Ty 
由 泛 耻 表 示 的 唯一 性 可 知 ， i 
7: 二 0 
所 以 宁 " 囊 文 怀 克 的 城 作 算 和 于， 区 


lIT'y1?=<T'y,T'y>=<TT yy> ee 
< rr yh) yh < LE 
天 以 ;站 人 3 十 委 i 1 7 STM 因此 I ES 


;上 外 由 人 . i i i 四 3 和 i pT Ee 河 
-1 Tz. bb 三 过 Ta wT TR 1 了 
ee -< Ta Li 守 于 


于 是 ， Tz -| 二 | E 1 zl .所 以 171 委 17 .因此 最, 中 些 
人 
可 以 指出 ,如 果 多 是 Hilbert ER VE OCX 共生 天 有 下 基本 性 质 ， 


(DT 六 一 7 a | 

DIT = 1 TT 7 ee 

(3) aT 4AV)" =27" + BY a ER} ey Eo 

(4 TV =V*T', 了 


例 3 设 C 是 Hilbert 空间 ,es* 是 C 的 规范 正 交 基 ， Tf 是 C 到 C 的 有 界线 性 算 
子 , 由 于 ai 是 C 的 基 , 是 线 竹 得 于, 所 以 ,7 一 1,2， -rm 的 全 交 定 了 算 子 了 ,如 果 


i 


Te, = a Ys | (3. 4. 2) 
2 
当 XEC y=TI YY 用 Cl?€29°"* En 表示 时 , 即 
8 


PE 


a 
四 Dy ier De 
1 . 


由 式 (3. 4.2) 得 到 
> Ss > gn 
比较 系数 即 得 
= i 1 


目 宇 饶 攻 ,ce 证 线 性 算 耶 具 测 逢 际 (wy 所 居 定 : 而 任何 中 不 数 史册 站 (全 全 3 决定 站 
线性 算 子 了 ,我 们 把 a 阶 方 隆 (ww 0 称 为 线 任 算 节 在 儿 藻 正 交 灯 下 的 家 示 降 Wp 
oj =Tene> ee 
容易 知道 ， 在 了 由 交 规 邦 正 基 下， 线性 算 于 芳和 它 的 圾 未 阵 (os ) 之 间 的 这 种 对 应 关系 是 算 
子 和 * 阶 方 降 之 出 的 一 一 对 应 。 
如 果 了 = (ai )sxn 那 末 a; 二 < 之 Tejse, 之 ,于 是 
之 TT T= 
因此 了 T' 的 表示 阵 ; 就 是 了 的 表示 阵 (w 站 的 其 印 阵 { 闻 先 取 转 于 再 对 杜 个 无 素 取 复 共 旺 ) 由 
此 可 知 , 共 罗 算 子 是 共 酸 矩阵 概念 的 推广 : 1: 
例 4 设 [a,] 空 间 汪 是 Fredholra 型 的 积分 算 于 


Tz(t) = [a Kl)z(s)ds,z(s) € Lle, pT 


其 中 天 (2,5) 是 矩形 : [a,5]Xx [a . 纪 上 的 可 测 函 数 ， 而 生 |KG， 5) 玫 在 丸 上 上 可 积 ,T 是 情 [e ,村 上 
的 线性 算 子 。 

现在 证 明 申 下 式 寥 义 的 算 天 了， 是 T 的 共 辆 托 卫 

YT 了 BI zd rs YE Lab] | ， 3; 人 入 

由 于 KCs,t) 在 尽 上 可 测 而 且 绝 对 值 平方 可 积 , 因 此 ,由 式 (3.4, 3) 定 义 的 算 子 了 * 莽 月 拉线 性 
算 子 。 欲 证 明 它 确 是 工 的 共 赦 莹 子 , 只 权证 明 必 Tr;y> 二 之 z; 定 ' y 沁 成 立 。 

事实 上 ， he re die 
积 的 ,于 是 Ss | Re 


Ke t Dhardt 


和 ee i a om | 


a Cp Md 


SP [Re a Tey 


所 以 由 式 (3 4， 3) 定 义 的 算 于 了 是 工 be + 
区 十 其 下 | 部 “ We 【a ee 请 Ne re 2 ie 和 


时 3 :了 十 芝 二 抽 尼 王 职 人 


< 征明 在 Cfe . 菩 上 定义 的 二 
fz} = foward € G[eM] 


缠 


和 
gz) 一 azta) 十 有 (pas8 固 定 

是 线性 的 和 育 界 的 。 

2. 在 实 赋 范 线性 空间 CLa,6j 上 定义 泛 函 上, 使 得 对 任意 zEC[e, oj, Foz)=-ctto)p 是 闭 
区 间 [a， 上 的 轿 定点 ,证 明 天 是 有 界线 性 证 函 ,并 求 了 的 范 数 |。 :2 . 

3， 已 知 算 子 ， T,: Cb) EO Ts: Fb) 0 LT Cb (t ,61 :Tb bz) 
一 (rbir$2) , 试 证 工 ,T, ,Ts 和 了, 都 是 线性 算 子 并 指出 它们 在 见 何 上 表示 的 是 什么 ? 

4. 若 CE0， We 


1 zi = max Ix) | 十 max | 党 | 
并 且 C[0,1J 到 CL0,1] 上 的 微分 算 子 马 定义 为 


Da) = (x EC[0.1])。 


证 明 上 D 是 有 界线 性 算 子 ， 
5. 对 于 z= (6 ,bs "ER, 定义 上 的 左 移 算 子 人。 
TT = Cn Lobnt2s | 
证 明 线性 算 子 工 ,f= 是 有 界 的 且 T, | 三 1。 
6. 设 名 和 了 都 是 赋 兹 烧 性 空间 ， T:X—>Y 是 有 界线 性 算 于 ， 且 了 是 满 射 。 车 存在 正 数 b， 
使 得 对 一 切 zE€ 芳 党 有 
zl 深交 所 | 
则 人 :YX 存在 , 它 也 是 有 界线 性 算 子 并 且 
17-:1 二 寺 
7. 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,如 果 对 任意 fEX"' 都 有 flz)= f(y), 证 明 w=y。 
8. 证 明 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 ;有 界 集 是 列 紧 集 。 
9 设 民 和 了 均 是 赋 范 线性 空间 ,了 T;X-> 了 是 有 界线 性 算 子 ,如 果 工 是 双 射 ,证 明 存在 正 
数 a 和 ,使 得 对 所 有 的 EX 战 并 I | 
alzl < 17z| 51zl 
10. 设 * 和 Y 都 Banach 空间 , 则 有 界线 性 算 子 空间 多 (X-* 了 ) 在 算 子 列强 收敛 的 意义 下 
其 完 备 的 。 
11. 设 {z,) 弱 收 化 ,证 明 { xz, 上} 有 界 。: 


12. 设 {6,) 是 一 实数 列 , 如 果 对 :z.1C ,都 有 oox, 收 化 ; 则 {0 Cf， 
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第 四 章 ， Banach 空间 中 的 微分 学 


”研究 向 分 并 消 和 非 线性 动态 系统 珊 : 直 的 卓 怀 泛 汪 的 最 优化 问题 往往 要 涉及 抽 杀 空 
间 中 微分 学 的 概念 。 本章 将 介绍 Banach 空间 中 的 再 rechet 微分 和 Gateatux 微分 的 基本 概念 及 
性 质 ,同时 ,简要 叙述 压缩 映射 廉 型 并 利用 它 来 证 明 微分 方程 解 的 存在 叭 一 性 定理 和 隐 函 数 定 
理 , 最 后 给 出 Newton 法 的 一 般 范 式 ; 


:4 : .微分 的 概念 


本 节 将 介绍 抽象 空间 中 两 种 常用 的 微分 概念 , 一 种 是 Frechet 意义 下 的 强 微分 , 它 是 微 和 
分 学 中 全 微分 的 概念 和 变 分 法 中 强 变 分 概 礼 的 推广 ， 是 应 用 最 多 的 一 种 微分 概念 ,由 于 它 定义 
成 映射 的 线性 主 部 ,所 以 正好 反映 了 将 非 线性 问题 线性 化 。 

另 一 种 是 Gateaux 意义 下 的 懂 微 分 : 训 是 微 积分 学 中 方向 导数 要 会 和 变 分 法 中 变 分 概 
念 的 推广 , 它 的 特点 惩 条 件 要 求 比较 少 5 疝 如 不 必要 求 虹 射 连 缕 ， 其 至 也 不 必要 求 定义 空间 区 
范 ,因此 适用 范围 很 广 ,特别 对 于 泛 函 用 起 来 很 方便 。 

我 们 先 介绍 Frechet 微分 。 

首先 讨论 一 个 自 变 量 、 三 个 因 变 量 的 向 量 值 着 的 术 沦 - 设 

y= fr) 
其 中 ,zx 是 实 变 其 ， 而 y 近 (yy ,1 = 一 CT 人 了 (x) 的 导数 可 以 
Se 在 点 zu .… ee I 
和 fo Bx) 
r=-0 Ax 
Do 十 Ax) ae zo)| 


(m0 


这 fz ol  . i 
3 fim mn | A + J) | | Pr 《zo) | 一 nz 


六 (ze + Azx) 一 fro : 
AT 

这 就 是 说 ,如 果 各 个 从 标 分 瘟 在 点 -2 可 导 ; 则 称 池 向 量 值 函 数 竹 该 点 证 前 ,其 导数 为 由 各 坐标 
分 量 的 导数 所 组 成 的 一 个 向 量 。 

类 似 地 ,向 量 值 函数 y= 二 了 f(z) 在 点 z 可 微 ,是 指 对 于 自 变量 zz 的 任意 改变 量 Az, 因 变 向 
量 y 相应 的 改变 量 Ay 总 可 以 分 解 为 线性 主 部 和 高 阶 部 分 

Ay = 4Az 十 ofaz) 
其 中 , 常 向 量 4 一 (aiyas2s) ,oaAz) 按 其 属性 来 说 也 是 一 个 向 量 , 不 过 它 的 范 数 为 | Az j| 的 
高 阶 无 穷 小 量 。 于 是 就 有 微分 表达 式 
dy 一 Adx 
此 处 dy= tdyydyydy 和。 同一 元 实 值 函数 一 样 ,可 以 证 明 对 于 一 元 向 量 值 函 数 来 说 ,可 导 浓 
32 


azo) 3 


可 微 ,并 且 A=f Cxo)。 
我 们 再 来 考察 两 个 自 变量 ,一 个 因 变 量 的 情形 。 设 
y= f(r) 
其 中 + 一 (Xx: vrs), 它 等 价 于 二 元 函数 
| y= fr, 72) 
如 果 在 点 z* 一 (xf,z6)", 偏 导数 站 ,号 连续, 则 此 二 元 函数 可 微微 分 表达 式 可 以 写成 如 
下 形式 


af 2 
dy= dd 十 dz 


2 dz 
二 [六 Cats), Et 网 


上 式 中 的 1X2 矩阵 , 称 为 二 元 函数 /(z) 在 点 x? 的 Jacobi 矩阵 , 义 称 它 是 这 个 向 量 值 函数 在 
该 点 的 导数 


记 自 变 向 量 = 的 微分 dz 一 | 3 ] ,于 是 有 收 分 类 这 式 
dy 一 户 (zo)dr 
现在 讨论 两 个 自 变 基 、 三 个 因 变 基 的 情形 。 设 
y= f(x) ， 
其 中 惰 一 (zlyza) 1 一 [yiyyeo Fr 一 (六 (zz 六 (2 六。 这 时 先 要 定义 雇 基 值 函 
数 的 储 导 数 , 在 点 z2= (zzi)7 处 ,> 关于 zl 的 偏 导数 


Af: 
er 
Dy jm TA) 一 Fa | 号 
Qr) hz Ar, am 
EA 
Ar Ey 
同 理 
afs 
azz 
a | 
Ar, QQry 
a 
Avs 下 


现在 来 定义 微分 : 在 点 屏 , 如 果 对 于 自 变 向 量 上 的 任意 改变 量 Ax, 因 变 向 量 y 相应 的 改 
变量 Ay 总 能 分 解 为 线性 主 部 和 高 阶 部 分 
Ay = Lx)Ar 十 ofAz) 
其 中 ,o(Az) 是 一 个 向 基 , 其 范 数 为 | Az 1 的 高 阶 无 穷 小 量 , 蕊 (z) 为 Ri>R: 的 某 个 线性 算 子 ， 
则 称 了 在 x? 可 微 。 于 是 同样 有 微分 表达 式 
dy = 世人 (td 人 
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这 个 线性 算 子 L(x) 称 为 y 一 /zx) 在 x' 的 导数 , 记 为 疡 (z?) 或 dtzo)。 这 样 ,向量 值 函 数 的 微 
分 与 一 元 实 值 函数 的 微分 在 形式 上 统一 了 起 来 
dy 二 六 (x"Ydzr( 或 dy 二 df (rdzx) 
更 一 般 地 ,我 们 讨论 R' 到 -R* 的 映射 的 微分 。 
定义 1 设 /:Q2>R",0 是 RR 中 的 开 集 ,zo。E0, 如 果 存 在 从 R" 到 R" 的 线性 算 子 4, 使 得 
Y¥ hER"\{0}, 有 
tien fz + A) — fe) ~ AhT 


| =0 (4.1.1) 
由- 中 
或 者 当 hER',TthEDN 时 有 

fro hy — flro) 一 4 一 oil 天 | ) {4. 1. 2) 


其 中 C&D/ 上 一 0《 | 一 0), 则 称 了 在 点 z 可 微 ,其 中 线性 算 子 4 称 为 了 在 点 x; 的 
导 算 子 , 记 作 了 '(ro), 攻 在 人 中 每 点 可 微 ， A 
不 难 推出 ,ff ' (zu) 实际 上 就 是 矩阵 { 即 Jacobi 矩阵 》 


CA 
ar 2， ar, 
ff: Ms YY: 
2. az ar, 
afs af of, 
or ax， Mr 


Banach 空间 中 Frechet 导数 的 概念 是 上 述 导 数 概念 的 自然 推广 。 
定义 2 设 瑟 ,7 为 实 Banach 空间 ,7:0-=Y, 其 中 总 是 和 中 的 开 集 ,roE 人 ,如 果 存 在 有 
界线 性 算 子 | : 久 XY 了 ,使 得 当 hER,TothER 时 ,有 
flxo th) — flro) 一 ARk = wlxo sh) (4. 1. 3) 
其 中 wz 下 一 of 上下 记事 


| 
| (rosh) ] 一 0 (4.1.4) 


th 一 请 

则 称 映 射 了 在 zEf 是 Frschet 可 微 的 或 可 微 的 。 这 时 称 4 为 了 在 mm 的 导 算 子 , 记 作 
-Cro) 或 dz 而 称 45 为 子 在 zo 的 Frechet 微分 。 

如 果 f 了 在 0 内 每 点 都 可 微 , 则 df (xz)=/ (xz) 是 ED 到 有 界线 性 算 子 空间 多 (区 ,了 ) 中 的 
映射, 称 其 为 了 的 导 映 射 。 

注意 ,尽管 只 定义 在 人 上, f' (wo) 却 是 定义 在 整个 空间 义 上 的 有 界线 性 算 子 ,此 外 , 尽 
管 f(z) 与 'tx) 都 定义 在 0 上, 而 它们 的 值 域 却 属于 完全 不 同 的 空间 , 即 f:0-> 了 ,而 :0 
BX,Y), 

例 1 设 有 证 项 


or) 一 Bed re) er 
则 wz) 作为 天 上 的 泛 函 , 它 是 Frechet 可 微 的。 这 是 因为 对 Y hEL:, 有 
gz + h) — gr)= | L222) + Pe) + hl) — zl#) dt 


= | zepueodz 中 $ | ra 
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所 以 ,p'Cz34= | zDDdt = 之 x, 之 a 冯 9'(z) 一 >。 
例 2 考察 积分 算 子 y=Tzx 
GD 一 | Ks zl)d 
各 


我 们 把 它 看 作 由 CE0,1] 伸 自己 之 中 的 算 子 。 假 设 天 (5,e,2) 在 所 考察 的 某 区 域 中 对 于 它 的 三 
个 变 元 各 有 一 阶 连 续 导 函数 ,这 时 


[cemG + hd 一 | KCzvtm ld 
0 0 


至 | ER, rod) he) + eC) Jd 
其 中 ,90) 是 比 儿 关上 高 阶 的 无 穷 小 量 , 从 而 
T' Czo)h = [K's nh) 


即 庆 Cx) 就 是 以 宅 (s,) 全 K',Czstyzelt)) 为 核 的 线性 积分 算 子 。 

现在 我 们 介绍 Gateaux 微分 。 设 X,Y 为 实 Banach 空间 ,和 是 下 中 的 开 集 ,了 ; frY ,roE 

0 | 
定义 3 如 果 对 任意 的 EX, 在 在 一 个 元 素 Czos 凡 ) 毛 了 ,使 得 


fxe tt th) 一 fro) 
t 


lim || — f(zxosh))| = 0 (4. 1.5) 
iC 


则 称 了 在 点 ze 是 Gateaux 可 微 的 ,或 弱 可 微 的 。 元 素 57Czo) 叫 做 了 在 ze 的 Gateaux 微分 。 
注意 ,: 训 充 分 小 ,使 得 xo 十 二 ER 否则 式 (4.1. 5) 就 无 意义 了 。 可 以 看 出 , 当 reE 及 固定 ， 
而 让 天 变化 时 ,Gateaux 微分 就 定义 了 一 个 从 叉 到 了 的 映射 , 特别 是 当 了 本 身 为 线性 映射 时 ， 
就 有 57(zo,h) = 了 (RE)。 
最 常用 这 个 定义 的 时 简 是 Y 一 R' 时 ,在 这 种 情形 ,就 是 一 个 世上 的 实 江 函 。 于 是 ,车 / 
基 式 上 的 实话 函 , 且 其 Gateaux 微分 存在 , 则 


Bf zsh) = fz + th) eee 


并 且 对 于 每 一 个 固定 的 TEXK,8/(x,h) 是 关于 变 元 hEX 的 一 个 泛 函 。 
例 3 考察 Ri: 上 的 函数 
_Z2 
Cryy) 一 上 十 闻 ' 当 (人 2) 天 《0;:0) 时 
OD, tz, y) 一 (0,0) 时 
则 了 在 点 一 (0,0) 的 Gateaux 微分 存在 , 且 对 4 一 Ch,hs) ,有 
hihs 
$f (wh) = 到 二 好 
2 设 ft)=fln 2) 是 一 个 月 元 范 实 函数 , 且 关 于 每 个 Ti 都 有 连续 偏 导 数 ， 
则 了 的 Qarenux 微分 是 


Hf{zrsh) 一 


§ 4.2 微分 的 基本 性 质 


本 节 主 要 介绍 Frechet 微分 的 基本 性 质 及 两 种 微分 的 关系 。 
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定理 1 兰 映 射 了 在 x 处 有 Frechet 微分 , 则 它 是 唯一 的 。 
证 明 如 果 df(x)h 和 af(z)h 都 是 映射 在 x 的 Fréchet 微分 , 则 
dftr)h — df oa S| fOr+h) 一 zy) dfir)nl 
十 | flirtAa) of ir)—af(r)h ll 

df tn — df ra = od lal ) 
因此 , 必 有 df(Cr)h=9f(r)h。 

定理 2 车 /在 点 z 的 Fréchet 微分 存在 , 则 它 在 点 x, 的 Gateaux 微分 亦 存 在, 且 凑 者 
相等 。 

证 明 因为 /在 点 zo 是 Fréchet 可 微 的 , 故 存在 有 界线 性 算 子 4 二 了 《zxo) ,使 得 

fzo tt th) ~ fro) = fz) th) + vlth) 

于 是 有 | 


i 


因此 ,8flz。， 及 存在 且 等 于 (zh。 
对 于 Frechet 导数 来 说 ,有 着 与 微 积 分 学 中 普通 导数 的 性 质 相同 的 性 页, 例如 
(1) 求 导 运 算是 线性 的 , 即 若 fg 在 x 均 可 微 , 则 有 
dcACz) 二 Bg (Ge)) = adf{x) 十 Bdg(r) 
其 中 ,8 为 常数 。 
(2) 常 映射 的 导 算 子 是 0, 即 对 任何 +E XX 都 有 f(r)= Mey 是 固定 的 元 素 , 则 对 于 > 
EX 都 有 d/(z)=0( 即 零 算 子 )。 
(3) 有 界线 性 算 子 的 导 算 子 即 为 其 自身 , 即 若 
f(z) = Ar.A € BX,Y) 
则 对 任何 zEX 都 有 
df(z) 一 
此 外 ,还 有 所 谓 的 “ 链 式 规则 ”; 
定理 3 设 XX,Y,Z 都 是 实 的 Banach 空间 ,g;:X>Y 在 x 可 微 ,f:Y*2Z 在 y=g(zx) 可 微 ， 
则 复合 映射 f。g:X 一 2Z, 即 . 
(f° (x) = f(g)) 
在 xz 可 微 , 即 并 且 
d(f。 ed = [df(y)] * [dg Cx)] 
证 明 按 定义 ,对 hEX ,hEY 
S( 工 十 看) 一 有 (Zr) 一 ee 二 wirsh) = ol A|} 
fy 十 由) 一 fy) 一 [df Or) = Oy,k) = ol ||} 
现 取 k=[dg Cr)lh 二 wtz,h), 由 于 dglx) 有 界线 性 , 玻 当 上 | 一 0 时 ,有 | 一 0。 又 由 
dy) 有 界线 性 ,得 
{fog)r hs= flglz + h)) 
= f(y+R) = fy) + [dF(y) E+ yk) 
= (f° gz) t+ df Cy Ldg C2)] hi [df Cy) or sh) + OC(y,k) 
因 为 [df(y) jwtzy 有 十 Hy)=ot 上 ke), 故 上 述说 明 f。g 在 x 可 微 , 且 其 微分 等 于 
?6 


[dy)]。，-dg(z)-。 
下 面 给 出 一 个 类 似 于 通常 的 微分 中 值 定理 的 结果 。 
定理 4 设 F[e,o-> 开 是 Frtchet 可 微 的 , 取 Ax, 使 zo 二 AxE [a,5j, 则 有 下 列 不 等 式 
成 立 
fwot Ar) — flx}) ll Ssup{ FOE és= zt AT,0 TOIi+ Az] 
证 明 ”根据 Hahn 一 Banach 定理 的 推论 ,存在 EX' ,满足 
HF1=1 
Flflxot Ar) 一 Fr 一 | fro Ar} — flzo)) 
考察 实 变量 上 的 实 信函 数 
Gt) = FOF (Cx, 十 taz)) : 
固定 AzEX 而 把 + 看 作 自 变量 , 则 由 链 式 规则 并 注意 到 生 《xo 十 :Az) 二 Az ,得 
p(t) = Ff (ro tar Ax 


再 利用 通常 的 微分 中 值 公 式 
1) 一 wm0 = p00) (O00<1) 
| 
Flflzo 十 Ar) — fro))= Ff lot Ar)) — FUf Cro)) 
; = p(1) ~ 0) 一 和 
= F(f'(ro + OAz))Az 
因此 


fro Az) — fro) | = FCOf xo 十 Ar) ~— fr)) 
一 下 ( 户 (zo Ax))AT 
委 【人 Pree 二 baz)1 larl 
魏 直人 下 人 az 
_ Uebel 
我 们 用 六 = ll XX 表示 由 个 Banach 空间 XX,(i 二 1,2,…,n) 构 成 的 到 积 空 间 , 天 也 是 Ba- 
nacb 空间 , 即 是 说 ,对 xzEXr (zirr 1) ;其 中 TiE R= 


定理 5 设 人 0 是 X 的 开 子 集 ,Y= 了 yf= (ff 所 ,其 中 fyi1==1,241 on) 
是 可 微 映射 , 则 /也 是 可 微 的 , 且 
Fr) = CF rf ober) Px)) 
我 们 把 证 明 留 给 读者 ,这 里 的 证 明 与 有 限 维 情形 相同 。 


§ 4.3 偏 导 数 与 高 阶 导 数 


设 无 = [x.,0= 本 oa 其 中 人 0 是 Banach 空间 X; 的 开 于 集 (i 二 1,2,3,…,n)。 对 于 一 
(zyzay ms)EE ,其 中 心 E 吕 ,上 且 射 子 : 人 了 关于 (Frechet) 偏 导数 df《x) 定 义 如 下 。 
如 果 展 开 式 
ET 十 二 ef 二》 
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成 立 ,其 中 Bt) 一 4j4iE 到 (X 了 ) ,我 们 就 称 di 为 /关于 <z 的 偏 导数 , 记 作 4 一 dy(z) 或 
f(z), 


类 似 于 多 元 函数 的 全 微分 公式 ,我 们 有 
dz 得 一 2 /CxOh 
其 中 ,hh 二 (hhzsn hEXIREX ,而 df(x), QfCz) 被 假定 是 存在 的 。 
为 了 介绍 高 阶 导数 ,我 们 先 引进 下 面 的 记号 和 概念。 
设 X= 了 X,,f:X>Y, 这 里 每 个 空间 都 假定 为 实 Banach 空间 。 如 果 对 每 一 个 元 素 + 一 
(aiozss yz.) ,及 每 一 个 玫 数 一 1,2，… ,映射 关于 是 线性 的 (其 他 变量 固定 ), 则 称 / 
是 多 重 线性 算 子 ， , 


连续 的 多 重 线性 算 子 f: | XY 的 全 体 记 作 号 (Xi,X:，…X.3Z)。 可 以 证 明 , 在 苍 数 


| | f(z ltt “ry) | | 
hf pa TT 
之 下 ;多 (XL 及 ,及 .4 了 ) 是 一 个 Banach 空间 。 
当 敬一 以: 一 … 一 ,时 ,我 们 翅 盈 (X XXX37) 记 和 作 更 。(X,Y)。 可 以 证 明 ,Banach 


空间 加 (XL, 了 门 与 . 腕 (9 冤 (YY)) 在 线性 等 距 的 意义 下 是 恒 同 的 。 

多 重 线性 型 fh ,hos hn) 65.( 玉 ,了 Y) 称 为 对 称 的 是 指 : 指 数 (1,2,…,n) 在 一 切 排列 
《1,2,… ?之 于 ,F 保 持 不 变 。 

现在 定义 于 的 二 阶 Frechet 导数 。 设 名 是 玉 中 的 开 集 ,f= 了 Y 是 Frechet 可 微 的 。 

如 果 一 阶 导 数 广 ;0 一 儿 (X, 了 ) 是 Fréechet 可 微 的 , 则 称 了 是 在 如 上 二 次 可 微 的 。 产 (xz) 的 
导数 (x)E BK BAT = RX>Y), 

我 们 说 了 EC*CQ,7) 是 指 : 了 在 每 一 点 x 全 人 2 处 是 二 次 Fréchet 可 微 的 ,并 且 二 阶 导数 广 : 
人 0 一 3,(X, 了 ) 连 续 ，。 

由 归纳 法 可 定义 x 阶 Fréechet 导数 了 COEB (X,Y),fEC"(D, 了 ) 是 指 :Y xzE0,f 是 n 
光 Fréchet 可 微 的 , 且 了 A(z) ;28,( 久 ,了 是 连 续 的 。 

定理 1(Taylor 公式 ) 设 feEC 0, 了 ), 则 


(ze th) = fn) + Fiz)h 二 十 yf Dr hr"! 十 RCrosh) {4d. 3.1) 


‘Cn 
其 中 


RCzh)= [a fn, + sh) ds 


Em Pa 
(#2 — 1)! 
= fz + oll hl) 


”证 明 用 归纳 法 。 n=1 时 ,我 们 任 取 连 续 线性 证 函 y* EY' ,由 34.2 定 理 2 知 ,Frechet 
导数 与 Gateaux 导数 一 致 , 故 有 


上 fy fC 十 十) 电 一 [> CBf (zs t+ th hd 
Vr 
一 | | fc 十 声 ,hydt| 


a (re + th)hdt| 
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| By fre + hd = y° (fo 十 从 一 Ace) 
由 y* 的 任意 性 即 得 
flzot h) 一 (ro) = jr 《re 十 sh)hds 
下 面 要 证 
Jr 十 间 = fro) + fro + 十 fr + Ronilaoshy (4. 3,2) 
其 中 ,Rezosh) 二 志 |a — Of ~ sh)hrtids, 
为 此 ,对 户 (x) 详 用 公式 (4. 3.1): 


frst th) = fr + zh) + + 一 


(x CO— 1) 


fro Rh) + RAEh) 
其 中 


R(th) = (1 — sy fr r+ sth) th)"ds 


1 上 
(一 1 | 
于 是 ,有 


fzot hy fre)= fire 十 成 )Pdz 
ml 
=| 3 rr) * (th)' 十 Releh) hdt 
ol 23， 


= > Ef Crh + | hh» Rth)de 
经 过 变量 赫 换 及 交换 积分 顺序 ,上 述 余 项 可 以 写成 
eng | {Gsi) — sf vc + sh) Ghyds hd 


= Jal {5 A (# — #5)"~1f mt, 十 pt dcrs) 
c¢ 0 
本 |ala il 一 "fr 二 sh)h nids) 


至 [ Ge 十 shh"! de 一 3) 1dt 
0 过 + 


Ee | — sy ft, Es shh"tids 
这 样式 (4. 3,2) 得 证 ,归纳 法 完成 。 


公式 (4. 3.1) 是 古典 分 析 中 Taylor 公式 的 推广 , 它 说 明 n 阶 达 续 可 导 的 映射 能够 用 + 
次 多 项 式 进行 上 阶 逼 近 。 


$4.4 压缩 映射 原理 与 隐 兽 数 定 理 
在 代数 方程 微分 方程 .积分 方程 及 其 他 各 类 方程 的 理论 中 , 常 把 解 的 存在 性 和 唯一 性 问 


题 归 结 为 度量 空间 中 某 类 喘 射 的 不 动 点 ,再 用 逐次 远近 法 求 出 方程 的 近似 解 ,并 作出 它 的 误差 
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估计 式 .各 种 不 同类 型 方程 的 逐次 唱 近 法 ,经 过 抽象 , 慨 括 ,从 而 导出 了 渗 函 分 析 中 的 压缩 映射 
原理 ( 亦 称 Banach 不 动 点 定理 ) ,法 国 数学 家 HH, Poincaré 在 代数 拓扑 中 首先 使 用 木 动 点 概念 ， 
而 波兰 数学 家 Banach 一 般 地 处 理 了 这 个 问题 。 半 个 世纪 以 来 ,人 们 一 直 从 事 不 动 点 原理 的 研 
究 , 在 理论 上 和 和 实际 应 用 中 都 坡 得 了 许多 重要 的 结果 ， 

本 节 将 介绍 压缩 映射 原理 ,同时 还 利用 于 缩 映 射 原理 来 证 明 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定 
理 和 Banach 空间 中 的 陷 函 数 定理 。 

定义 1 设 愉 为 一 非 空 集合, 人:X 一 和 是 一 个 上 申 射 。 如 果 有 zx 所 又 ,使 得 

于 二 
则 称 zx "为 映射 六 的 一 个 不 动 点 。 | 

定义 2 设 天 是 赋 范 线性 空间 ,TT 是 久 到 的 一 个 映射 ,如 果 存 在 常数 0<c<1l ,使 得 对 

一 切 x,y€ 久 ,有 
ITzx— Tyl alrxoyl (4.4.1) 
则 称 了 是 匀 上 的 一 个 压缩 映射 。 

压缩 映射 显然 是 连续 的 ,a 称 为 压缩 常数 。 

定理 1( 压 缩 映 射 诛 理 ) Banach 空间 中 的 压缩 映射 必 有 唯一 的 不 动 点 。 

证 明 设 多 是 Banach 空间 ,了 :X 一 开 是 压缩 映射 。 我 们 将 构造 一 个 序列 {z,， 证 明 它 是 
中 的 Cauchy 序列 ,十 是 {z 在 天 中 收 全 ,然后 再 让 明 这 序 剂 的 极限 z+" 是 全 的 不 动 点 ,并 用 
证 明了 没有 其 他 的 不 动 点 。 

任意 取 一 点 x。€ XX 作 初 始 值 ,构造 下 面 的 适 代 序列 

oti = Tos = TA 一 了 27oyooyr 一 了 ”Toyo 【4 二 2) 
十 是 得 到 闵 中 的 一 个 点 列 {zo)} 。 
根据 式 (4. 4, 1) 和 式 (4. 4. 2), 有 


[zo — zal = |iTes 一 了 zs Sal zy — zai 
=alTzra i — Tre Sez Oo ns 
zt 一 zl (4. 4.3) 
于 是 ,再 应 用 三 角 不 等 式 及 等 比 级 数 和 的 公式 ,我 们 得 到 (n>>1m) 
EE ee 一 of 人 十 征 zs el 


委 (十 or 和 填写 十 ee 和 天 一 六 | 
(~) 
= ~ | 


1i—a Xl | 
因为 0<x<], 故 ;一 er”<1, 于 是 有 
上 zu 一 也 | 所 1 zs CO— zl (n> m) (4. 4. 4} 


1 一 & 
由 兹 可知, 当 和 ,rz 一 co 时 ,|zw 一 zu | 一 0, 央 此 (> 是 X 中 的 Cauchy 序列 ,由 于 马 完 备 ， 
故 思 一 并 EX。 
因为 系 缩 映射 了 是 连续 的 , 故 有 了 xz 一 Tzr ,但 是 Tz 二 zi 阅 x" ,又 因为 收 合 点 列 {Tx} 
的 极限 是 唯一 的 , 故 必 有 Tx" =x* 。 因 此 >x* 是 灾 的 不 动 点 。 
假设 z 也 是 了 的 不 动 点 :Tx=x, 则 有 
Tz* —zl|= |Tx* ~ Tz alr’ 一 工 | 
但 0<a<<T, 欲 要 上 式 成 立 , 必 须 |‖z" 一 六 外 =0, 就 x 二 =z 
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必须 指出 ,空间 的 完备 性 条 件 ,只 是 为 了 保证 人 的 不 动 点 存在 。 至 于 不 动 点 的 唯一 性 , 则 
是 直接 从 了 的 压缩 性 得 到 的 ,并 不 要 假设 空间 是 完备 的 ， 

压缩 映射 原理 是 最 简单 的 不 动 点 定理 , 它 不 但 证 明了 不 动 点 的 存在 性 与 哈 一 性 ,同时 还 提 
供 了 求 不 动 点 的 方法 一 送 代 法 。 就 是 说 ,在 Banach 空间 中 ,从 任意 选取 的 一 个 “初始 值 "z 出 
发 ,逐次 作 点 列 .二 了 zn 三 1,2,…') ,这 个 点 列 必然 收 化 到 方程 Tz 二 z 的 解 。 因 此 ,这 种 方 
法 叫做 逐次 逼近 法 。 

在 式 (4. 4. 4) 中 令 mco ,就 得 到 误差 估计 


a = ee 
Talm a (5) 


从 应 用 的 角度 来 看 ,映射 工 往往 不 是 在 整个 空间 上 具有 压缩 性 ,而 仅 仪 在 一 个 闭 球 上 
共有 压缩 性 , 则 也 可 有 相应 的 结果 。 
定理 2 设 工 是 Banach 空间 贸 到 自身 的 一 个 映射 拒 设 工 在 了 闭 球 五 一 {x EXR 
1 z 一 zo 中 才 r} 上 是 压 缩 的 , 即 是 说 ,对 一 切 *,yE 已 ， 全 满足 式 (4 二 1 并 设 
lz Tel <G 一 or 0 
则 选 代 序列 (4. 4 2) 收 伍 于 一 点 x* E 下 ,而 二 "就 是 了 的 唯一 不 动 点 。 i 
现在 利用 压缩 遇 射 原理 证 明 一 个 关于 逆 算 子 的 摄 动 定理 ， 
定理 3 设 愉 、 人 空间 ， ,有 界线 隆 算 子 To:X-> 了 是 可 地 的 ， AT .XY 是 线性 算 
子 , 且 1 ATj <T7erT 了 , 则 算 子 全 = 全, 十 AT 是 可 族 的 。 
证 明 设 y=7x=Tox 一 ATx, 在 等 式 两 端 用 T5! 作用 之 - a 
Ty'sy 一 志士 TIATz， 2 ， . (4. 4. 7) 
这 里 A;:X 一 了 XX, 且 4; 二 TF 中 AT <1, 因为 令 = 一 Ti ws a 则 G4. 4.7) 式 
可 写 为 


rez" | 


gg 二 了 二 Ax 
由 此 知 映射 x 二 x 一 Ax 是 空间 蕊 到 自身 的 压缩 映射 ,因此 映射 有 唯一 的 不 动 点 , 它 就 是 方程 
(4, 4.7) 的 唯一 解 ,这 正 说 明了 有 道 算 于 ， 
下 面 我 们 给 出 几 个 例子 ,以 说 明 压 缩 映射 原理 的 应 用 。 
例 1 设 有 微分 方程 


一 /zy = yo 4.4.8) 


其 中 ,ftzx,y) 在 全 平面 连续 , 且 关 十 > 满足 Lipschitz 条 件 
fe) 一 zol 实 志 入 一 四 | 代为 常数 ) 
则 过 点 Cxosyo) 微 分 方程 (4. 4. 8) 丰 一 -条 且 只 有 一 条 积分 曲线 。 
证 明 铂 分 方程 (4. 4. 8) 等 价 于 求解 下 列 积分 方程 : 


y(T) 一 十 | {ey 4 4.9) 


取 8>0, 使 得 13<1,C[m 一 9, 和 2 十 9] 席 示 了 区 则 [zs 3,zo+9] 上 全 体 连 续 琢 数 ， 定义 映射 工 
了 :CC[Lzo 一 人 mm 十 8 一 C[xo 一 9zo 才 人 ] 
或 


TiyCz)y > yo + 0 地， 


81 


Cr 


册 了 Ty(z) 一 yo 十 fr yyd 在 区 间 [o 一 ,wo 十 人 上 连续 ,所 以 


dT Ty = mek | Eee 1 = 元]idz 


一 区 


RR 
ea Dos 


L686 max |y (2) — y(t)| = Leéd(y,, Ys) 
fo 


由 于 6<<1, 故 是 压缩 映射 ,又 空间 CLzo 一 6,xo 十 人 在 上 述 度量 意义 下 是 完备 的 ,根据 压缩 
映射 佑 理 , 存 在 唯一 的 连续 函数 y"(.r) ,满足 


y° C0) = y+ | fess ed 


于 是 y* (z) 是 微分 方程 (4. 4. 8) 通 过 点 (zeoyyo) 唯 一 的 积分 曲线 。 重复 应 用 压缩 映射 原理 ,就 可 
以 将 微分 方程 (4. 4.8) 解 的 存在 唯一 性 问题 从 [zo 一 8,zo 十 人 5] 延 拓 到 整个 数 轴 上 。 

从 例 1 可 以 概括 出 一 条 重要 定理 , 即 微 分 方程 的 存在 唯一 性 定理 。 

定理 4 设 微分 方程 的 初 值 问题 (4. 4. 8) 满 足 :(1)f (zx,y) 在 全 平面 连续 :1(2)f(x,y) 关 于 
y 社 足 Lipschitz 条 件 , 即 

LFGz,yD 一 了 zyys)| 所 上 |y1 一 | 上 为 常数 
那么 ,方程 (4. 4. 8) 的 解 在 整个 数 轴 上 即 ( 一 0, 十 oo) 是 存在 唯一 的 , 且 满 足 初 值 条 件 即 
y | zz, =: 0 
以 上 定理 还 可 以 拓 广 到 微分 方程 组 的 情形 。 
考 忠 一 阶 微分 方程 组 的 初 人 问题 


改 = 广 导 ， 1 92 了) 


上 了 | 一 3 lar| 


(4. 4. 10) 
Tit) = Xi: 
令 二 
立 1 f(t Tra Kn) Ty | 
之 一 ft, x) ey 弃 外 ey 
站。 ET a Tas Ts) Ta0 
于 是 ,方程 组 (4. 4. 10) 可 写成 如 下 的 向 量 形式 
dz 
= = to 
二 eV G44.11) 
(to) 二 工 0 


我 们 利用 压缩 喘 贡 原理 ,仿照 例 1 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 广 各 组 (4.4. 11) 解 的 存在 叭 -人 
问题 。 
定理 5 设 方程 组 (4.4. 11) 的 有 增生 数 f(t,z) 在 n 十 1 维 空间 的 区 域 
Riis al alr < 
上 满足 
GD) 连续 , 记 M= max, f(D 上 hmin[ 2 条 | 


(2) 关 于 x 满足 Lipschite 条 件 , 即 存在 常数 工 >0, 使 对 于 R"+! 的 任意 两 点 (t,x 和 ), (i， 
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zx) 有 
fr) 一 fz) 委 世 | ze 一 ze | 
则 方程 组 (4. 4. 12) 在 | 一 to| 志 上 存在 唯一 的 满足 初 值 条 件 
TX = x 

的 连续 解 工 一 加 (站 

定理 5 是 局 部 性 的 定理 , 它 只 肯定 了 解 在 区 间 |: 一 |<h| 4=min| a, 疙 ] | 上 存在 .仅仅 知 
道 解 的 局 部 存在 ,在 大 多 数 情况 下 是 不 能 满足 需要 的 。 因 此 ,自然 就 提出 了 将 解 的 存在 区 问 加 
以 扩大 的 问题。 这 里 不 加 证 明 , 仅 给 出 解 的 延 扫 定理 。 

定理 6 加 末 方 程 组 (4. 4.11) 的 右 端 函数 f(z,z}) 在 区 域 GCR"+: 内 连续 , 且 在 G 内 关于 
工 满足 局 部 的 Lipscbitz 条 件 , 则 方程 组 (4. 4. 11) 通 过 如 内 的 任 一 点 (eo,x 中 ) 的 解 z 二 多 () 可 
以 向 左右 延 拓 。 

(1) 当 GG 为 有 界 时 , 解 + 二 多 (2) 可 以 延 近 到 使 点 (4,@B(#)) 任 意 接 近 区 域 G 的 边界 。 

《2) 当 G 为 无 界 时 ,以 向 上 增 大 一 方 延 拓 来 说 , 解 z 一 多 (可 以 延 拓 到 区 间 [z ,十 天] ,或 延 
拓 到 区 间 fzo;xm),《 其 中 1 为 有 限 数 ) 且 当 t->mm 时 ,或 者 x=B(4) 无 界 , 或 者 点 (4,6(2)) 趋 于 区 
域 6 的 边界 。 | , 

解 的 存在 叭 性 定理 是 微分 方程 近似 求解 的 前 提 和 理论 基础 ;同时 , 它 也 揭示 了 解 对 初 值 
的 连续 依赖 性 和 可 微 性 ,对 这 一 问题 的 研究 ,在 理论 上 和 应 用 上 都 有 十 分 重要 的 意义 。 参 
看 [6]。 

例 2 设 f(3) 是 [a,5] 区 间 上 的 已 知 耳 数 , 核 民 (5 ,2) 为 正方 形 esSssb5astSb 上 已 知 连 
续 项 数 , 存 在 常数 MM>>0, 使 得 


| [IK Id M+ 
则 当 | < 二 时 ， 必 有 唯 的 gxs) ECLa, 丰 ,满足 Fredholm 积分 方程 
gls) = f(s) + A KG pd 


证 明 设 Cia, 思 是 以 度量 为 d 的 完备 度量 空间 ,在 其 上 定义 驶 射 了 :C[a ,5 一 C[a,, 亦 
即 


Ti:p(s) > f(s) 十 让 KG,oec?dz, 记 ge = MIX| 
则 a<1, 对 于 任意 名 ,jECLa,5]j, 有 
dg Lp) ~ maxl[/ Cs) + A KS)n Ce)d] 一 [rp + KOR 
[IM max | Cs) — gs)| = od(gi ,go) 
所 以 了 是 CLa,b_ 中 的 压缩 映射 , 再 由 Cla, 引 的 完备 人 性, 根据 压缩 映射 原理 , 必 有 唯一 解 
gr" (5) 满 足 Fredholm 积分 方程 。 


例 3 设 KG,5) 在 at<bya<s<5 上 连续 ,f(t)EC[a,b], 4 是 常数 ， 则 Volterra 积分 
方程 


z(t) = f0) 十 4 Kl)zd)ds 


在 La,b] 上 存在 唯一 的 连续 函数 解 。 
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证 明 令 映射 了 :fCLa ,的 一 CLa ,5] ,使 得 
Tt) 一 AD) 十 4 天 Ge)zG9)ds 
以 下 证 7T" 是 压缩 映射 。 任 取 C0 ,wyECLa,8]， 
trz ~ Tz,| = |4| 1 KG) Lm) ey ls 
AM max |z.(s) — zr(s) | (t ~— a) 
np 
= |AlMd(z1, re)(t — a) 
其 中 ,M=maxiK(z,5)|。 应 用 归纳 法 证 明 


Te — Te, | [Xl" Md Cris ra) (t — a)” 
] 321 ~™ 


nl 
于 是 
[Tz 一 Tz | < 委 A es — a 

因为 

lim Ba 0 

moo nl 
故 2)"M" (6—a)"™ a 

"足够 大 时 可 使 一 一 二 一 所 “<1。 因 此 了 在 CLa,6] 中 有 了 唯一 的 不 动 点 , 即 Volterra 积 


分 方程 在 [a ,5 中 存在 唯一 的 连续 蜂 数 解 。 

例 4 设 Flzr,y) 在 带 状 区 域 : se 委 rS2 一 cc 十 oo 中 处 处 连续 , 且 处 处 有 关于 
F,(z，y) 存 在 。 如 果 还 存在 常数 1 和 工 ,满足 

OIEF (rN EL 
则 方程 F(z,y)=0 在 区 间 [a,5]j 上 必 有 唯一 的 连续 函数 y= 二 g(x), 使 得 
FlxH(T)) 0,rE [a,6; 

证 明 根据 题 意 要 求 , 考 卡 在 完备 的 度量 空间 C[a,5] 上 定义 耽 射 了 ,使 对 任意 的 肖 

数 xz)ECTe, 四 ,有 
(TH (7) = Hz) 一 FF Ces)) 

由 于 F(xr,y) 是 连续 的 , 故 (Tq} (x) 也 达 续 ,所 以 工 量 Cla, 站 -rxClha,61 的 山 射 。 

再 证 工 是 压缩 映射 。 

任 取 肥 (7) ,py(z)ECTa, 也 ,根据 微分 中 值 定理 ,存在 0<<9<1, 有 

(To) 一 (TH) | = pn — FF rm) — 9 + Fen)| 


= pC) — Rr) 一 FF (rr) + OAR) 
— rn) — g(x))))| 
t 
<|1- | | 名 人 z) 一 gr) 
由 于 令 a=1 一 地 , 则 有 0<a<l1 且 
| To — Th! Sa — gl 


即 知 
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d(TaTo) ad(g ,pn) 

故 存 在 唯一 的 pg* (x)€ Cda,5]: 使 得 (Tg* )(x), 即 FEx,g' (x)]=0,xE€ [a,6j。 

最 后 我 们 讨论 Banach 空间 中 的 隐 范 数 定理 , 它 是 微分 理论 中 最 重要 的 定理 之 一 。 

设 X,7 为 实 Banach 空间 , 呈 CXX 冯 是 开 集 ，7 人 ->Y。 我 们 常常 需要 求 出 满足 方程 
jz 一 0 的 所 有 点 (zsh) ,特别 是 当 (ros) 满 足 (xo, 丸 ) 二 0 时, 我们 希望 找到 zz, 的 邻 域 U 
和 为 的 贸 域 V, 以 及 连续 映射 :VU 使 得 (0) 二 To, 且 当 4EV 时 ,了 (B(A),)= 二 0, 这 样 的 
下 就 叫做 方程 f(x ,4) 二 0 下 的 局 部 隐 遂 数 。 

定理 7( 隐 哨 数 定理 } 设 民 .Y 是 实 Banach 空间 ,人 二 各 X 民 是 开 集 , (zc)EH, 设 了 :0 
一 连续 ,了 对 变 元 x 可 微 , 且 导 映射 亡 ,(x, 们 在 (zo, 丸 ) 连 续 。 

设 产 《zn 为 ); 迟 了 有 有 界 逆 , 则 存在 函数 + 和 和 6, 使 当 i? 一 | 过 8 时 ,方程 

f(x. =0. (4. 4. 12) 
(rn 一 0 《4.4. 13) 
在 上 x -zx | <” 内 存在 唯一 连续 解 。 

证 明 由 于 道 算 子 [六 .(zo,0) 有 界 , 故 存在 于 >>0, 使 得 ‖ (zoyh) |‖ 委 邮 , 再 由 

六-(z 在 (zc 加 ?连续 知 , 存 在 正 数 > 和 人 ,使 当 |‖z 一 zs 下 委 r， 和 一 和 < 和 时 ， 


1 PCzy 一 六 ze 到 a 


因 /zs ,连续 ,还 可 要 求 5 满足 ! 当 1 1<3 时 ,Fr < 

下 面 证 明 当 1 一 入 | < 之 6 时 ,映射 

H(A) 鱼 工 一 [Lf {xo Ho) FTA) 

在 | xz 一 za | sr 内 存在 唯 -- 不 动 点 , 它 当 然 是 方程 (4. 4.12) 的 解 。 

因为 当 上 x 一 zo | ssr 时， 

giesd EE = NI- CFCx0d)] flrs) 
< EP) eA) < 

故 映 射 gtic ,外 ) 在 球 〗x 一 zs 二 r+ 上 压缩 ,因为 


| BlTcerAd)} 一 To | A 上 [fF Cro Ad) | | fro1h) | 委 有 


lad — gdh ,sup le dh zz 一 二 Tr—zle 
所 以 , 当 上 zx 一 zx。 上 二 7, 有 站 
gz 一 zo |g led) ~ glrod) 十 BCzoh) — xoll < 
这 表明 &g 映 球 上 x 一 zo 有 全 r 到 自身 , 根据 定理 2,g 在 球 x 一 zs | 和 r 内 存在 唯一 不 动 点 x 二 
中 (4) ,并且 此 不 动 点 必 属 于 开 球 x 一 zo 有 <r 之 内 ,满足 zo 一 下 (): 
最 后 证 z 一 下 0) 在 1 一 %1<8 内 连续 , 任 取 义 , 加 ,14 一 和 之 8G 二 1,2)。 记 民 / 二 负 (%) ,x 一 
中 (4) , 且 ri ,zz 在 球 目 z+ 一 zo 过 rr 内 ,于 是 
fx; 一 za = gz 为) — g Crsh) 有 
EET) — gr + glxesh) — glxas Nha) 
< le ll + etreh) — gra) 


85 


故 得 
| 更 CA) 一 EQ) = Ir ml 2 g(rd) — grardz) | 
因为 (x, 小 连 续 , 故 当 九 一 时 ,上 式 后 端 趋 于 零 ,因而 BC 和) 在 14 一 如 |<<6 连续 。 

如 困 上 述 定理 中 宁 充 假设 fEC*,N>1, 则 隐 涵 数 z== 史 (办 在 某 个 14 一 为 | 过 6 内 也 具有 
N 阶 连 续 的 导数 。 


$3 4.5 Newton 法 


Newton 潜 是 求解 形 如 亚 (z) 一 0 的 方程 的 迭代 方法 。 它 适用 丁 单 变量 的 实 第 方程 ,但 是 它 
可 以 直接 推广 到 Banach 空间 中 去 ,用 以 求解 某 些 非 线性 方程 。 

我 们 以 一 元 实 孙 数 方程 的 情形 为 例 , 说 明 New- 
ton 法 的 基本 思想 。 如 图 4, 1 所 示 , 设 有 为 程 Fr)= F(x) 
0, 我 们 在 给 定点 x 处 ,用 过 {zx1,;FF(zx1)) 点 的 切线 米 
逼近 曲线 ,而 取 该 切线 与 x 轴 交 点 作为 方程 F(x}= 
0 的 一 个 近似 解 ,从 这 个 新 点 出 发 ,重复 上 述 过 程 ,就 
可 以 得 到 一 个 递 推 关 系 
Flr,) 
F' (rx,) 

现在 考虑 实 Banach 空间 X 和 了 , 开 球 B.Cz0) 
革 。 设 下 ;B,《z0)->Y 是 CC! 映射 , 求 下 的 零点 。 图 4.1 Newton 法 

设 对 任何 zxE (zeo) , 首 算 子 


n+1 一 -no 一 


F'n Y 一 性 
是 有 界线 性 算 子 。 
定义 1 取 z 为 首次 近似 ,车 对 一 切 " 衫 0, 定 义 了 和 迭代 序列 
tl 一 To OO Pr) CT,) (4. 5.1) 
则 称 式 (4, 5. 1 为 求解 方程 F(Z) 二 0 的 Newton 法 。 
者 取 和 迭代 序列 为 
Tatl = Ta — PF' CEI FC,) (4, 5. 2) 
则 称 式 (4. 5. 2) 为 简化 Newton 法 。 设 
GCCz) = 2 — F(X Pr) 
则 式 (4. 5. 1) 可 以 看 作 是 求 方程 x 一 G(z) 的 迭代 程序 。 
式 (4. 5.1 的 几何 意义 很 明显 ;车 给 了 第 4 次 近似 z,; 则 下 在 ,处 的 切线 F(z) 十 F' (x) 
X (zx 一 ww) 的 零点 就 选 作 zt。 
显然 ,如 果 极 限 limx, 一 zx 存在 , 则 x 就 是 下 的 零点 。 因 为 收 全 的 快慢 是 很 重要 的 ,所 以 我 
们 要 引进 阶 的 概念 。 
定义 2 设 imz,=*, 如 果 存 在 户 安 ] 及 常数 c>>0, 使 当 aa 时 ,下 式 成 立 
x oz ez, m2|? (4. 5. 3) 
副 称 移 代 序列 {z,} 具 有 铺 阶 收 襄 性 .在 加 一 1.0<c<1 的 情形 , 称 {zo)? 线 性 收 伍 ,= 2 则 称 为 2 
阶 收 和 敛 ( 或 平方 收敛) 。 注 意 
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Vi =x, - z— F(x) IF(x,) 
一 Ta 一 & 一 下 (ze TF (2) — x +otlz,—z|}] 
=F (IOP) — Fz 2) olzr mz)|) (5.4) 
因此 ,如 果 六 的 性 质 很 好 ,那么 可 以 期 望 得 到 比 线性 收敛 更 好 的 结果 。 在 许多 实际 情况 下 ,每 
一 步 都 要 求 Fr 有 道 ,这 个 要 求 太 高 。 所 以 有 时 则 用 修正 的 简化 Newton 法 如 式 (4. 5.4)。 对 于 
这 个 迭代 则 只 能 期 望 有 线性 下 伍 性 。 
下 面 我 们 和 证明, 若 ‖ PCzo) | 很 小 , 且 严 满足 Lipsehitz 条 件 , 则 式 (4. 5. 1) 是 二 晨 收 项 的 - 
定理 1 设 XY 是 Banach 空间 ,B,Cx0)CX,F;B(ro)>Y 是 C! 映射 ,满足 
(DF'(zs)~';Y->XX 有 界线 性 , | F' (zo)-1F(xo》 1 <a, | F' (xo) -tl sp; 
(2) 对 任何 rzE BCzo), 有 
[Fr) 一 本 人) Sk Bama ; 
(3)2&ap<1,2a<<yr。 
则 天 在 B,Czs) 内 有 了 唯一 零点 z,Newton 迭代 式 (4. 5. 1) 二 阶 收敛 于 *, 且 满足 


上 入 一 生生 天 Te 1,g = 2aBh < 1 > . (4.5.5) 
证 明 ”我 们 首先 证 明 , 按 照 式 (4. 5. 1 给 出 的 序列 {z。 } 确 实 是 定义 好 的 , 即 证 明 Y z 闻 0 都 
有 上 Yil™ To | <r。 . 
为 此 , 令 Cr 一 | Tn:1 Xu 上 : 记 = F! (xsl! | = ko , 由 杀 件 (27 可 得 
oA NFCr) — [Fre 1) + F' (Cx) (Cz, 一 ze 
SBes| NF Gest ile sn)) P(x) ade 
Spat dt = £ he 


即 .< Fh- ] 4 5. 6) 
由 于 严 (z) 一 F(z DUT+F CR Fr) — Fr ))], 故 又 可 推 知 当 7 <1 全 有 及 


RB. (1— i 1 一 2 因此 ,au< 季 (1 一 Ye "有 -es-1, 从 而 有 


7 1 各-_; 
1 一 芳和 7 才 富 本 二 Pp. -4.5.7) 


因为 加 一 paupoctag<< 寺 ,所 以 从 不 等 式 (4. 5.7) 可 推 得 7.<< 六 ,并 且 对 一 切 a 之 1, 有 < 二 


已 多 十， 


A.— 1 因此 ,ms<2- "ra 且 |‖ zl: 一 如 | Ir 


不 难 推 出 ,{z.} 是 Canchy 序 列 ,其 极限 z€ B(xo)。 显然 ,F(z) 二 0， 并 且 因为 Br 
1 F'z)-! 有 , 故 有 


| zs 一 z|| 


零点 < 是 唯一 的 。 若 不 然 , 设 ZE Bu(zu) 也 是 正 的 零点 , 则 由 
Ez—z|&PI|FCG) — FG) — F'(xo) (zx — Zz) 
Sprls—3l| z+ — 5) xld 
< 2ko8|z— zl 
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可 知 :一 z。 
最 后 ,为 了 得 到 估计 式 (4.5. 5) ,我们 令 科 一 [9-, 风 根据 起 (4. 5.7) 及 六 < 于 (Y n>0) 可 
知 hi- 因此 ,对 于 Y n>0,6.<6f 。 再 四 式 (4.5.7) 推 得 


a Ia 所 27”03 lg 二 2-92 -la 
所 以 | 
he sl < De 2. 2g a = zg 
证 毕 ， 关 
习 王 


1, 证 明 空间 CLa,5] 上 的 范 数 
xz) 一 人 zl 一 max|z(t)| 

在 + 处 是 G 一 可 微分 的 当 且 仅 当 恰 有 一 .€ [a38], 使 得 |zCio) | 二 | zl 。 

2. 设防 为 Banach 空间 ,了 在 和 上 连续 开 一 可 微 且 对 任意 上 ER 和 EX, 有 了 (rz) 一 
红 z, 证 明了 是 线性 的 ， 实 际 上 ,Tzx 一 7 (0)?z。 

3. 设 慎 二 人 EC[La:b]y [La:b]CR za) 一 ub) 0), KLabd]X Lass] >R 连续 , 旦 为 对 
称 的 (Kls,2) 二 KK(115))， 定义 积分 算 子 

(Ku){s) = ao Ks ude)des € [abiyu EX 


证 明 (Ka)(s) 在 双环 一 可 微分 ,并 算出 它 的 了 一 微分 。 
4, 设 瑟 一 [1 ,十 co)CRR,T:X 一 各 ,规定 


rt 
证 明了 是 压缩 映射 。 
5. 设 了 (9) 是 [4, 刀 区间 上 的 已 知 函 数 ， 核 开 (st 为 止 方形 assSb .ests8 上 的 连续 函 
数 ， 且 存 在 1M>0, 使 得 
[Rew M+ oo 


则 当 1 < 有 唯一 的 . SE hep Fredholm 积分 方程 


wp = Fo + 外 天 GD 


6, 设 区 是 完备 的 度量 空间 ,T,:XX>X 是 过 续 亲 子 列 , 假 设 每 一 T, 有 不 动 点 x,。 

(1) 设 在 六 上 并, 一 数 收 化 于 全 ,证 明 

1) 车 一 x. 或 Tx 一 zx。o1 则 x 是 了 的 不 动 点 ; 

2) 车 了 是 压缩 的 , 则 {xz} 收敛 于 了 的 唯一 不 动 虚 。 

(2) 设 {7.} 逐 点 收效 于 了 ， 人 7 是 Lipschitz 的 , 且 存 在 M2>0, 合 得 LCT,)M(n 为 自 
然 数 ) ,证 明 Ws | | : 

DT 是 Lipschitz 的 且 工 (Tad; 

2) 若 zz* 则 二 是 了 的 不 动 点 ! 

3) 若 时 <1, 则 {z 收 和合 于 了 的 唯一 不 动 点 。 
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第 五 章 ” 拓 盾 空 间 和 微分 流 形 


本 章 主 要 讨论 挑 赴 空间 和 微分 流 形 的 基本 概念 。 前 两 节 分 绍 拓 扑 空间 的 定义 以 及 可 数 公 
理 和 分 离 公理 ,后 三 节 介 绍 微分 流 形 的 定义 以 及 切 向 量 、 切 映射 和 向 基 从 。 


85.1 拓扑 空间 


在 Euclid 空间 利用 距离 可 以 引进 开 集 、 闭 集 、 收 和 剑 和 连续 等 一 系列 重要 的 禄 念 。 收 敏和 
连续 都 是 用 距离 来 表达 的 ,然而 也 可 以 接 一 个 方式 用 开 集 来 表达 ， 例 如 zx.—*z 就 是 指 对 含 
有 点 工 的 任意 一 个 开 梨 鼠 ， 当 充分 大 时 ,zeEC。 又 如 上 映射 连续 是 指 对 任何 开 集 了， 其 道 
象 广 !(V) 是 开 集 ,这 种 表达 方式 完全 脱离 了 路 高 , 它 表明 完全 可 以 把 开 集 作为 出 发 点 来 建立 
整个 数学 分 析 . 不 过 ,在 Euclid 空间 中 , 开 集 是 利用 距离 来 定义 的 ,出 发 点 是 距离, 但 在 一 个 
般 的 空间 中 ,怎样 合理 的 规定 何 种 集合 是 开 集 ,而 这 种 规定 不 一定 借 用 距离 。 回 忆 - ' 下 在 Eu- 

clid 空间 中 开 集 有 哪些 本 质 的 特性 ? 风 至 分 析 就 会 发 现 凡 是 和 开 入 有 关 的 一 切 概念 ， 定理 利 论 
证 都 只 用 到 下 面 三 条 最 基本 的 特性 : 

(1) 任 意 个 (有 有限、 可 列 限 或 可 列 无限 多 个 ) 开 入 的 并 入 从 是 开 人 ， 

2) 有 限 个 开 集 的 交集 仍 是 开 集 ; : 

(3) 整 个 空间 R" 是 开 集 , 空 集 语 是 开 集 。 

从 以 上 分 析 可 以 看 出 ,在 一 个 空间 内 可 以 不 必 引进 距离 只 要 引进 满足 上 述 三 条 性 质 的 开 
集 , 则 就 可 以 建立 内 点 、 外 点 ,边界 点 、 闭 集 , 紧 集 , 豪 点 、 收 乱 : 人 不 作 二 直 全 汪 和 本 本人 
论 。 

定义 1 设 天 是 一 个 集合 ,r 是 XX 中 玉成， 如 昌 + 光 尼 以 下 王 条 性 
者 说 满足 以 下 三 条 公理 ): y 

(1)z 内 任意 个 集合 的 并 集 仍 鹿 于 开 ; 

《2)r 内 有 限 个 集合 的 交集 仍 属 于 r; 

(3)X 属于 r, 空 集 必 属于 r。 

则 称 + 是 关上 的 一 个 拓扑 ,又 称 r 中 的 集合 是 了 内 的 开 集 。 设 点 Ee 称 含有 < 的 开 集 是 z 
的 一 个 邻 域 . 当 区 装备 了 拓扑 结构 r 之 后 , 称 (Xyz) 就 是 拓扑 空间 ,有 时 简单 地 记 为 美 。 换 铝 话 
说 ,所 谓 拓 办 空间 (X,r) 就 是 指 在 集合 X 上 建立 了 满足 上 述 公 里 的 开 集 。 从 直观 上 看 ,建立 了 
开 集 意味 着 给 出 "靠近 ”的 概念 。X 内 两 个 点 a.5, 如 果 同 在 某 个 开 集 内 ,就 表明 ec 之 间 有 一 
种 拿 近 的 程度 ,这 个 程度 是 用 它们 同属 于 某 个 开 集 来 表征 的 。 

例 1 设 XX={a,b,e}, 它 是 由 三 个 元 罕 as.5.c 组 成 的 。 又 设 

T 一 {{a} {asb} ,XS} : 
容易 验 正 + 是 一 个 拓扑 ,(X,r) 是 一 个 拓扑 空间 。 青 设 
也 一 fayyftaBjylarc) ,XG} 
rt 也 是 一 个 拓扑 ,( 蔷 ,) 也 是 一 个 拓扑 空间 。 由 于 (XX, 和 和 (了 X,r ) 装 备 着 不 同 的 拓扑 结构 ,所 
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以 它们 是 不 同 的 拓扑 空 阿 。 

例 2 在 实数 集 RR 上 装备 以 下 拓扑 7: 由 所 有 开 区 间 . 任 意 个 开 区 间 的 并 以 及 空 集 作 组成。 
这 个 拓扑 结构 中 的 开 集 就 是 通常 数学 分 析 中 由 距离 产生 的 开 集 , 称 * 是 通常 的 拓扑 。 内 此 , 任 
何 一 个 度量 空间 一 定 是 一 个 拓扑 空间 ,其 拓扑 由 度量 产生 。 

在 实数 集 R 上 还 可 以 建立 其 他 的 拓扑 ;例如 也 :由 所 有 包含 0 点 的 开 区 间 和 人 组 成 ,不 难 
验证 ”是 拓扑 。 

(Rir) 和 (RD) 都 是 拓扑 空间 ,但 它们 是 两 个 不 同 的 抵 扑 空间 。 

例 3 设 (X, 1 ) 是 ~ 个 赋 范 空间 ,1+ 是 范 数 ,对 任何 一 点 EX 和 任意 -个 实数 9 
0, 记 

Ola6)= {rE XI zr—all <H} 

它 是 以 点 a 为 中 心 ,以 6 为 半径 的 开 球 。 设 号 是 一 的 一 个 子 集 ,如 果 在 五 内 的 每 个 点 都 存在 
一 个 开 球 O(y, 力 灾 娟 ,其 中 从 "0 可 能 与 点 了 7 有关 , 则 称 志 是 X 内 的 一 个 开 桌 。 令 = 是 关内 的 
所 有 开 集 以 及 尺 自身 和 空 集 录 组 成 的 集 类 ,容易 验证 * 是 一 个 拓扑 , 称 它 是 由 范 数 产生 的 拓 
扑 。 因 此 ,任何 一 个 赋 范 线性 空间 一 定 是 一 个 拓扑 空间 ,其 拓扑 由 范 数 产生 

例 4 《两 不 极端 的 情形 ) 设 生 是 -一 个 集合 。 

r:: 由 大 的 一 切 子 集 组 成 

ts: 由 X 和 好 给 成 ( 仅 两 个 元 素 ) 。. 

n 和 己 都 是 拓扑 , 称 (X,m) 是 离散 的 拓扑 空间 ,zl 是 离散 拓扑 。 在 离散 的 拓扑 空间 中 ,由 
一 个 点 xE 组 成 的 集 {xx} 是 下 中 的 一 个 开 集 ， 和 
空间 ) 。 

例 1 中 的 两 个 折扣 = 和 = 虽然 不 同 ， 但 它们 都 有 下 列 关系,r 中 的 开 集 部 在 中 , 邯 rCzr， 
这 意味 着 中 开 集 更 多 一 些 , 则 称 拓扑 强 于 ,或 者 说 拓扑 7 弱 于 魏 拉 ”。 一 般 说 来 ,在 同一 
个 集合 上 装备 了 两 个 不 同 的 拓扑 + 和 ,如 果 rCr 就 称 z 强 于 rt( 或 r 弱 于 ,但 是 不 要 以 为 
同一 个 集合 上 的 尾 意 两 个 不 同 的 拓扑 结构 都 可 以 比较 强 弱 ,例如 在 例 1 中 又 设 下 二 {tc} ,i6， 
c}) ,好 jz 也 是 一 个 拓扑 ,但 是 它 与 和 都 不 可 比较 。 又 如 在 例 ?2 中 设 小 是 所 有 包含 闭 区 
闻 [1,2] 的 开 区 间 及 节 组 成 的 集 类 ,加 是 一 个 拓扑 ,但 它 和 了 不 可 比较 。 

定义 2 设 ( 了 ,是 拓扑 空间 ,r' Cz, 如 果 对 于 ¥Y OEr,O 为 r' 中 若干 元 素 的 并 , 则 称 
为 拓扑 空间 一 个 拓扑 基 。 

例 5 拓扑 空间 (X,r) 的 拓扑 或 者 开 集 族 = 是 和 的 一 个 折 扑 基 。 

例 5 设 Euclid 空间 RR* A 

二 {UDU(&,7) |a € R",r 为 正 实数 } 
其 中 ,tar 一 {zlzER， 1 工 一 4 上 <) 为 尺 " 中 的 以 a 为 中 心 .> 为 半径 的 一 个 球形 邻 域 , 显 
然 ,r' 是 R" 的 一 个 拓扑 基 。 

定义 3 设 (X,) 是 一 个 拓扑 空间 ,EE 是 XX 的 一 个 于 集 。 

《1) 内 点 。 设 wxEE, 如 果 存 一 个 含有 之 的 开 梨 OCE, 训 称 z 是 EE 的 一 -个 内 点 ,显然 , 开 集 
U 内 的 每 一 点 都 是 UV 的 内 点 。 1 

(2) 外 点 。 设 zE 和 ,如 果 存 在 -个 食 有 > 的 开 集 O,OCX 一 E( 或 者 写 为 ON KE= 训 ) ,就 称 
xz 是 上 的 一 个 外 点 ,显然 ,x 多 EE。 

《3) 边 界 点 。 设 zxEX(z 可 以 肩 于 五 ,也 可 以 不 忆 于 五 ), 如 果 对 食 有 > 的 任何 开 集 O,O 中 
茎 有 巨 的 点 又 有 非 百 的 点 , 即 吕 站 天 尖 必 ,On (CX 一 E) 一 如 ,就 称 xz 是 的 一 个 边界 点 ,E 的 
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所 有 边 翼 点 组 成 至 的 边界 。 

(4)? 率 点 。 设 <EX(z 阿 以 属于 五 ,也 可 以 不 属于 匹 )， 如 果 对 含有 z 的 任何 开 集 0,0 一 
{z} 中 必 有 五 的 点 ; 即 (O~ {zc)) 门 E& 关 如, 就 称 z 是 EE 的 一 个 紊 点 .要 注意 的 十 , 互 的 察 点 可 能 
不 属于 五 。 

《5) 佬 集 , 设 五 是 丈 的 一 个 子 集 ,如 果 五 的 补 集 总 -五 是 瑟 中 的 开 集 ,就 称 五 是 闭 集 , 也 
就 是 说 , 开 集 的 补 集 是 闭 集 , 闭 集 的 补 集 是 开 集 ,X 和 空 集 弛 既是 开 集 又 是 闭 集 。 
(6) 财 包 , 记 严 一 五 出 (五 的 所 有 聚 点 } , 称 正 是 所 的 闭 包 .。 例如 实数 集 上 带 有 通常 的 拓扑 ， 
E=(a,5) ， 则 五 一 [Lab]。 

闭 集 也 可 以 定义 为 ; 设 瓦 是 驻 的 一 个 拖 集 ,如 果 五 的 每 一 个 宫 点 (个 定 它 存在 的 话 ) 都 属 
于 瑟 , 即 五 一 蕊 ,就 称 是 财 集 。 这 个 定义 和 (5) 中 的 定义 是 等 价 的 。 | 

(7) 紧 集 。 设 {0,} 是 EE 的 任意 一 个 开 覆 盖 ( 即 每 一 个 O. 是 开 集 .并且 ECUO.), 如 果 在 
{D.} 中 总 可 以 选 出 有 限 个 开 集 覆 盖 记 ,就 称 忆 是 一 个 紧 集 。 

例 7 在 Euclid 空间 (或 者 任意 一 个 赋 范 线性 空间 ) 由 , 设 zx, 蚌 忆 的 一 个 聚 点 , 则 必 存 在 
一 个 点 列 {z} CE ,zw 关 oln 二 ] ,2 ，) sxxos 但 在 一 般 的 拓扑 空间 (X,r) 内 ,这 事实 不 一 定 
成 立 ,例如 , 设 基 是 任意 一 个 不 可 列 集 ,O 是 叉 的 一 个 子 集 ,如 果 O 〇 的 补 集 及 --O 是 可 列 集 或 
有 限 集 ,就 说 口 具有 可 列 补 。 设 + 是 由 所 有 具有 可 列 补 的 于 集 〇 以 及 空 集 攻 组 用 的 集 类 ， 不 难 
验证 + 是 一 个 拓扑 , 称 这 一 拓扑 是 可 列 补 拓扑 。 

在 可 列 补 拓扑 空间 内 , 设 XEX， 考察 二 X 一 zo) ,显然 等 个 省 Ze 的 开 集 必 含有 鼎 的 点 ， 
所 以 re 是 巨 的 一 个 聚 点 。 是 可 存在 -- 个 点 列 {z) ,zs 天 Zon 二 112,…) ,zs*xo 电 ? 在 已 中 任 
意 取 一 个 点 到 {x。} ,zs 关 zoln 二 1,2,"*) ,现在 作 

OG=X— {Tyrrr sy Ts } 
头 为 了 一 O= {1 za …} 是 可 列 集 ,所 以 〇 是 含 zo 的 一 个 开 集 ,但 这 开 集 中 却 不 含 
{z 所 以 二 不 收敛 于 i E 内 任何 点 列 ( 除 zorzor yz0o9"* 外 1 都 不 会 收 化 于 zs。 

设 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 ,S 是 和 的 个子 集 ,要 在 5 上 建立 拓扑, 使 得 = 和 穆 来 的 折 
扑 + 相 容 。 这 就 是 说 ,如 果 点 列 [t,}CS ,点 xzE3 在 (Xr) 内 吉 rz 和 在 (Sr) 具 zx 一 工 是 祖 
间 的 ,如 何 建立 +,? 

定义 和 设 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 , 且 O 是 区 内 的 开 集 , 记 

0.=0ONS | 
把 O, 作为 S 内 的 一 个 开 集 ,; 对 XX 内 的 所 有 开 集 O 都 作出 相应 的 0,, 这 些 O, 的 全 体 记 为 +,, 即 
| m={0NSIOEer} | 
c 这 是 所 要 求 的 拓扑， 称 志 是 fr 在 S$ 上 的 诱导 拓扑 ,(S， 是 (CX,5) 的 拓扑 隔 实 间 。 
例 8 设防 是 实数 集 ,r 是 通常 的 拓扑 ,S$ 二 [0,1], 由 + 诱导 出 的 拓 扩 是 
= {0NF0,1O Er | 
例如 [0, 二 | 二 | 一 2, 于 | no, 了 是 S 内 的 开 集 ,从 而 [二 ,1} 是 5 内 的 闭 集 。 

设 ( 久 ,rf,) 和 (Y ,rt,) 是 两 个 拓扑 空间 ,它们 可 以 是 相同 的 也 可 以 是 不 同 的 。 

定义 5 设 (X,r.) 和 (Y,r,) 是 两 个 拓扑 空间 ， (XX,te)>《Y,t,) ,如 果 对 Y 中 任意 一 个 开 
集 V, 它 的 逆 象 

U= /iV) = {rE XIf(r) EV} 
是 区 中 的 开 集 ,就 称 f 是 从 下 到 了 的 -个 连 绪 映射, 当 久 和 YY 都 是 Euclid 空间 ( 带 有 通常 的 
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拓扑 ) 时 ,上 述 定义 就 是 Euclid 空间 上 连续 映射 的 定义 。 映 射 的 连续 性 和 空间 的 拓扑 结构 有 
关 , 在 某 一 个 拓扑 结构 下 是 连续 映射 , 换 成 另 一 个 拓扑 结构 之 后 可 能 变 得 不 连续 了 。. 

例 9 设 双 是 实数 集 , 映 射 ;XXX 的 定义 是 (x) 二 sinr (TEX)。 了 是否 连续 ? 这 要 看 
X 上 的 拓扑 结构 了 。 设 rm 是 X 上 的 通常 拓扑 ,rs 是 由 所 有 包含 0 的 开 区 间 以 及 空 集 亿 组 成 的 
拓扑 , 见 则 站 (XT )-~>(X rz) 是 连续 的 :但 f: (X,r 一 (X,r) 是 不 连续 的 。 后 少 是 因为 在 Tl 中 
存在 开 如 | 记 ， 3)， 其 逆 象 二 [zeEX| 计 <sinz<< 生 | 不 是 含 0 的 开 区 间 ， 即 UU 不 是 zz 中 的 
开 集 ， 

例 10 设 (X,c) 和 (Yt) 是 两 个 拓扑 空间 ,/ :XX 一 Y。 如 果 对 关中 的 每 一 点 xz 以 及 关中 
的 任何 一 个 收敛 于 的 点 列 {x,}) 在 Y 内 都 有 J/(z.) 一 /(z), 了 是 否 连 续 ? 在 Euclid 空间 ( 带 有 
通常 拓扑 ) 内 ,回答 是 肯定 的 .但 在 一 般 拓扑 空间 中 却 未 必 加 此 .例如 设 X 是 实数 集 ,是 上 
的 通常 拓扑 ,rs 是 可 列 补 拓扑 ( 例 7), 考 察 映射 

EB:(X Ta) + (KT) 

| rr 
在 (X,ty) 中 ,对 每 … 个 ,只 有 zc… wx， 一 收 煞 于 x; 其 象 zz ，… x，… 当 的 也 收 伸 于 x 的 
象 <2, 但 中 的 开 集 (1,2) 其 道 象 却 不 是 rs 中 的 开 集 ,因此 g 不 连续 ， 

定义 6 设 (X,r) 和 (7,r,) 是 两 个 拓扑 空间 ,是 从 氏 到 YY 的 双 射 (因此 送 映 射 广 ! 存 
在 ) ,如果 又 是 从 及 到 Y 的 连续 映射 ,并 且 ~-! 蚌 从 Y 到 XX 的 过 续 映 射 ,就 称 了 是 同 胚 映射 ， 
当 两 个 拓扑 空 间 之 间 存 在 一 个 同 翘 映射 时 ,就 称 这 沽 个 空间 同 胚 。 

如 果 两 个 空间 是 同 胚 的 , 则 这 两 个 空间 之 间 不 仅 点 与 点 一 一 对 应 ,而 且 开 集 与 开 集 之 间 也 
一 一 对 未 ,这 表明 它们 有 相同 的 拓扑 结构 ,从 拓扑 学 的 观点 看 ,可 以 把 同 耳 的 末 个 拓扑 空间 看 
作 是 相同 的 ,这 如 同 在 代数 学 中 所 说 的 “ 同 构 的 两 个 空间 是 相间 的 ”一 祥 。 

再 从 直观 上 看 ,如果 把 拓扑 空间 看 作 一 块 有 弹性 的 橡皮 薄膜 ,那么 同 虾 映射 就 是 将 这 块 薄 
膜 作 拉 伸 压 缩 或 弯曲 ,但 不 淮 撕 开 或 粘贴 .薄膜 经 同 胚 映射 后 ,形状 可 能 改变 了 ,但 两 者 的 点 与 
点 之 间 , 开 集 与 开 集 之 间 是 一 一 对 应 的 。 

例 11 设 闷 是 实 教 集 , 带 有 通常 的 拓扑 ,( 一 1,1) 是 总 的 拓扑 子 空间 。 作 映射 了 是 


fx) 一 人 包 也 xz E (一 1,1) 


显然 ,7 是 从 {一 1,1) 到 大 的 同 胜 映射 ,所 以 革 和 (一 1,1) 同 腑 。 

例 12 在 三 维 Euctid 空间 RI( 常 有 遂 常 拓扑 ) 中 上 半球 面 $= {(x rysr)ER: Pr 
二 1:2 六 0} 和 开 圆 盘 D={(x,y,z}ER’|z 二 0 yy <<1)} 同 是 ( 注 : S 和 人 R: 相信 
空 尚 ) 。 这 是 因为 设 映 射 :D5 是 

工 一 了 一 yoz 一 1— Ty,(ry) ED 

了 是 从 了 到 5 的 同 眶 映射 ,所 以 也 和 和 8 同 胚 。 

例 13 设 X 是 实数 集 ,r 是 式 上 通常 拓扑 ,rs 是 由 所 有 含 O 的 开 区 间 以 及 空 集 攻 组 成 的 
拓扑 , 则 (X ,na 和 (X,z) 不 同 胚 。 


§ 5.2 可 数 性 、 分 离 性 公理 


现在 将 一 般 拓扑 空间 中 收 伍 的 概念 和 Euclid 空间 中 收敛 的 概念 作 一 个 对 比 ,引起 人 们 注 
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意 的 是 ;由 于 拓扑 空间 是 非常 一 般 的 ,在 这 个 非常 一 般 的 空间 中 只 有 开 集 满足 的 三 条 性 质 可 以 
作为 出 发 点 加 以 运用 ,因此 它 不 像 Euelid 空间 那么 细腻 。 例 如 在 Euclid 空间 中 任何 两 个 不 同 
的 z 和 ,可 以 作 两 个 分 别 以 + 和 y 为 中 心 的 适当 小 的 开 球 ,使 得 这 两 个 开 球 不 相交 , 换 句 话 
说 ,可 以 用 不 相交 的 开 集 把 不 同 的 两 点 x 和 y 隔离 开 ,但 在 一 般 的 拓扑 空间 中 ,仅仅 从 开 集 的 
三 条 性 质 出 发 是 推断 不 出 这 一 隐 离 性 质 的 (附带 说 一 下 ,一般 的 赋 范 线性 空间 是 具有 这 一 性 质 
的 )。 正 由 十 一 般 的 拓扑 空间 不 像 Euclid 空间 那么 细 狂 ,所 以 它 将 会 产生 许多 奇怪 的 “不 正常 ” 
的 现象 。 ‘ 

例 1 设 X 是 实数 集 ,rt 是 XX 上 的 通常 的 拓 补 ( 见 $5.1 例 2),rs 是 由 所 有 包含 (0,1) 的 
开 区 闻 以 及 空 集 儿 组 成 , 则 (X,nm) 和 (X,=) 部 是 拓扑 空间 。 考 察 数列 , 

一 交 一 e 十 二 (> 0 是 一 个 常数 ) 


土 ， 是 奇数 


1 一 二 ,是 偶数 


在 (X ,TD) 内 地 04ys>cs {zo} 不 收 化 。 但 在 (X,nm) 中 情况 大 为 两 样 , {x:} 收 僵 于 任何 实数 ,而 
{3} 收 伍 于 任何 不 小 于 c 的 实数 ,z, 也 收敛 于 任何 实数 。 这 是 因为 对 任何 实数 a, 含 有 a 的 任何 
开 集 必 伟 有 C0,1) ,从 而 含有 ,和 z.Cn==1,2，…) ,所 以 {zs} 和 和 {z,} 都 收敛 于 a。 另 外 对 任何 8 
&:, 含 有 8 的 任何 开 集 个 必 舍 有 (C2, 站 ,而 B22e, 所 以 存在 NN, 当 n>N 时 ,y,EO, 即 vy, 一 Bp。 
由 于 拓扑 强 于 z。, 因 此 不 存在 CX ,rt) 内 收 钱 但 在 CX,rs) 中 不 收 全 的 数列 ， 
例 2 设 和 是 实数 集 , 拓 扑 * 是 由 所 有 左 开 右 闭 的 区 间 ( 一 a,0](e 是 大 于 0 的 任何 一 个 
实数 ) 以 及 六 ,好 组 成 。 在 (和 ,内 数列 { 寺 } 不 收敛 于 9, 但 收敛 于 任何 c>0。 
例 3 设 刁 是 任 一 集合 ,rz 是 三 上 的 离散 折 扑 ( 见 8 5: 1 例 4), 对 任何 点 YE 和 ,因为 出 单 
点 工 组 成 的 集 {z} 是 一 个 开 集 , 它 含 有 z* 并 且 在 这 个 开 集 内 除 * 外 不 再 有 其 他 的 点 ,所 以 在 离 
散 的 拓扑 空间 内 ,只 有 点 列 zz 和 wz 收敛 于 二 ,如 果 把 收 如 看 作 “ 越 来 越 党 近 ” 的 话 , 那 么 ， 
在 离散 的 拓扑 空间 (X ,rz) 中 只 有 xz，…z… 越 来 越 千 近 x, 由 其 他 非 z 的 点 组 成 的 点 列 都 不 
会 越 来 越 某 近 z: 点 工 成 了 “孤立 点 ”, 整 个 空间 是 离散 的 ,这 就 是 离散 的 拓扑 空间 的 直观 解释 。 
” 例 4 在 最 粗粮 的 拓扑 空间 中 ,任何 点 列 都 收效 ,并 且 收 敛 于 空间 中 的 任 一 点 - | 
出 现 这 种 “不 正常 ”的 现象 是 因为 我 们 只 能 从 开 集 的 三 条 性 质 出 发 ,当然 就 会 显得 不 够 细 
” 致 ,因此 ,在 拓扑 空间 中 必须 加 进 男 外 一 些 公理 ,在 这 些 公理 的 限制 下 ,空间 的 性 质 将 会 变 得 更 
好 些 。 这 些 公理 共有 两 套 , 一 套 是 可 数 公理 , 另 一 套 是 隔离 公理 。 
可 数 公 理 说 的 是 开 集 的 “数量 ”, 如 果 拓 扑 空间 中 的 开 集 有 不 可 列 无 限 多 个 ， 问 能 不 能 从 中 
选 出 可 列 个 就 够 用 了 ,这 就 是 可 数 公理 的 作用 , 它 共有 两 个 ; 
第 一 可 数 公理 ”如果 拓 扑 空 间 (X,r) 内 的 每 一 点 rz 存在 可 列 个 开 集 0,(n 二 1,2,…) ,使 
对 任何 一 个 含有 > 的 开 集 了 ,{O.j 中 存在 一 个 CCT7, 就 称 (X, 吕 满足 第 一 可 数 公理 (或 4, 公 
理 )。 直 观 地 说 ,在 满足 第 一 可 数 公理 的 空间 中 ,任意 固定 一 点 z, 它 的 邻 域 (< 即 含 有 之 的 开 集 ) 
可 能 会 有 不 订 列 无 限 多 个 ,但 总 可 以 选 出 可 列 无 限 多 个 就 足以 和 那 不 可 列 无 限 多 个 相当 。 
第 二 可 数 公理 设 (X, 疏 是 拓扑 空间 ,如 果 存 在 可 询 个 开 集 On 一 1,2,…)， 使 得 任何 一 
个 开 集 都 可 以 表示 为 {0,} 中 某 些 开 集 的 并 ,就 称 (了 ,rt) 满 足 第 二 可 数 公理 (或 4; 公理 )。 直 观 
地 说 ,在 满足 第 二 可 数 公 理 的 空间 中 ,其 开 集 可 能 是 不 可 列 无 限 多 个 ,但 总 可 以 选 出 可 列 无 限 
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一 有 各 .， - 


多 个 就 够 了 。 

例如 Euclid 空间 R"( 带 有 通常 拓扑 ), 就 是 满足 第 二 可 数 公理 的 空间 . 因为 它 有 以 所 有 的 
有 理 数 为 坐标 的 点 为 中 . 心 ,以 有 理 数 为 矩形 族 作 为 它 的 可 数据 扑 基 。 显然 , 拓 掉 空间 若是 第 二 
可 数 的 , 则 必 为 第 ~- 可 数 的 ;反之 不 然 ,例如 取 实 数 集 R, 并 取 RR 的 离散 拓扑 ,这 个 拓扑 空间 的 
和 任 一 拓扑 基 必 须 含 有 所 有 的 单 点 集 , 因 此 不 可 数 ;同时 , 单 点 集 tzj} 显 然 形 成 点 处 的 一 个 可 
数 令 域 族 ,所 以 它 是 第 一 可 数 的 。 

陋 离 公理 讨论 的 是 点 和 点 之 间 ,或 者 点 与 财 集 , 闭 集 和 闭 集 之 间 的 一 种 隔离 性 质 。 我 们 到 
如 下 的 方式 向 拓扑 空间 引入 一 组 隔离 公理 。 

定义 1 设 (X,t) 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 它 满足 如 下 所 述 的 公理 Ti 一 0,1,2,3,4), 则 称 
多 是 TT 空间 (i 二 0,1,2,314)。 

7 公理 ”对 每 一 组 zt,yE 玉 ,x 关 y; 或 者 存在 EU ,使 得 > 让 成 ;或 者 存在 vyEU, 使 得 xz 
EU,. 

T, 公理 对 每 一 组 xz,y€E 氏 ,x 了 关 y, 存 在 TEU, 和 yEU,, 使 得 y&U, 和 全 UU,。 

7T, 公理 ”对 每 一 组 xz,yE 呈 ,rz 关 y, 存 在 TEU. 和 yEU,, 使 得 UNU,= 区。 

T, 公理 ”对 每 一 点 zEX 与 每 一 个 闭 集 CCX, 如 果 x&C, 则 存在 zEUs 与 0Er, 使 得 C 
CO HONU,=Y, 

T, 公理 对 每 一 对 不 相交 的 闭 集 C,DECX ,存在 OOEr, 使 得 CEO. 与 DCO: 昌 On 
O:= 亡 。 

可 以 指出 ,每 一 个 Ti 公理 不 一 定 比 T,_, 公 理 更 强 , 如 集合 习 具 有 平凡 的 拓扑 , 则 区 是 了 ， 
空间 但 不 必 是 7: 空间 ,因为 在 * 中 单个 点 不 必 是 闭 集 。 另 外 T 空间 就 是 Hausdorff 空间 ,T。 - 
公理 亦 称 为 Hausdorff 公理 ,例如 任何 一 个 赋 范 空间 一 定 是 Hausdorff 空间 , 带 有 可 列 补 前 空 
闻 不 是 Hausdorff 空间。 在 Hauscdorff 空间 内 如 果 点 列 如 收 伍 , 则 它 只 收 全 于 唯一 的 一 点 。 

在 拓扑 空间 上 加 进 可 数 公理 和 隔离 公理 的 限制 以 后 ,拓扑 空间 的 性 质 将 有 所 改善 .在 怎样 
的 公理 下 会 改 茧 到 何 种 程度 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参看 任何 一 本 有 关 点 集 拓扑 钓 书 , 在 此 不 作 介 
绍 了 。 

在 一 个 肯 范 空间 CX, "中 ) 上 ,由 荡 数 上 | 可 以 产生 开 球 ,从 而 产生 开 集 ,因此 它 是 一 个 拓 
扑 空间 。 反 过 来 ,如 果 在 一 个 拓扑 空间 (X,z 上 可 以 建立 某 个 范 数 让 , 合 得 由 "省 产 生 的 所 
有 开 集 就 是 *, 那 么 就 称 拓扑 空间 (X,z) 是 可 度量 化 的 。 和 任何 一 个 折 扑 空间 是 否 都 可 度量 化 呢 ? 
答案 是 否定 的 。 

例 5 设 卫 = fa,6}, r=({a}, 扣 ,XX)， [及 ,+) 是 折 扑 空间 ,如 果 它 可 度量 化 . 设 范 数 是 

上, 又 设 1 ae 一 中 二 x 之 0, 作 开 球 


00,5) = (rE XIle—sl < 号 一 全 
即 他 } 是 一 个 开 集 ,但 翁 } 入 r, 这 就 导致 也 盾 。 


确实 还 存在 许 儿 在 笛 论 上 和 应 用 上 部 很 有 价 信 的 白 冲 空间 是 不 可 度量 化 的 ， 这 里 不 作 介 
细 了 ,请 看 参考 文献 [5]。 : 


3835.3 微分 流 形 


在 三 维 Euclid 空间 R' 中 ,我 们 可 以 讨论 一 维 光 请 曲线 .二 维 光滑 曲面 :讨论 曲线 的 切线 
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和 曲面 的 切 平 面 ; 讨 论 曲线 积分 和 曲面 积分 以 及 它们 之 闻 的 关系 ,但 还 有 不 少 问 题 值得 进一步 
讨论 :首先 ,要 分 析 在 曲线 的 前 面 冠 以 “一 维 ”, 在 曲面 的 前 面 冠 以 “二 维 ” 的 原因 ;其 次 更 重要 的 
是 :在 高 维 的 空间 中 讨论 光 评 的 “用 何 体 "以 及 正确 表达 和 研究 这 些 光滑 的 “几何 体 ”, 从 而 把 
及 中 约 光滑 曲面 的 概念 拓 广 到 更 高 维 的 空间 甚至 更 一 般 的 拓扑 空间 中 ;第 三 ,研究 把 斯 线 的 
切线 和 曲面 移 声 平面 的 娄 念 哲 广 到 这 些 光滑 的 "到 何 体 "上 ,为 此 ,我 们 希 要 引进 微分 流 形 这 一 
极其 重要 的 概念 ,然后 在 微分 流 形 的 每 一 点 处 定 义 切 向 量 、 人 从 而 便 流 形 代 数 化 ,这 些 问 
题 构 成 本 节 和 以 后 几 节 讨论 的 中 心 课题 。 

先 考察 两 个 例题 ， . 

例 1 §5.1 的 例 12 中 给 出 了 R’ 的 上 闪 单 位 球面 5={(z,y,2z) ER rz: 十 十 x 二 | > 
4 和 和 开 圆 盘 D=((z,y10)E€E RI|z 十 yy 之 1} 同 及, 而 开国 盘 DP 显然 又 和 和 整个 二 维 Euclid. 空 间 
同 手 ,因此 S 和 RR 同上 且 。 从 拓扑 学 的 观点 上 看 ,S 和 R 是 一 样 的 ,在 这 个 意义 上 ,我们 说 3 是 
一 个 二 维 曲面 。 ; 

例 2 设 S 是 R’ 中 一 个 球面 ,5S 二 {(zsyx}ER’ |z? 十 十 x 一 4) ,在 S 上 装备 着 由 RR: 中 
通常 拓扑 诱导 出 来 的 拓扑 。$ 和 例 1 中 的 半球 面 不 同 , 它 不 
可 能 和 形 中 任何 开 集 同 凸 ,又 如 何 说 它 是 二 维 的 呢 ? 这 只 要 
作 一 次 “手术 ?就 可 以 了 。 将 SS . 剖 成 两 片 S 和 $ 9 是 上 半 
球 画 {Cryy1. x)ER' 十 十 2 二 a? yz 之 0},5, 是 下 半球 馈 


(yw €ER’ ale< 全 (图 5.1),S, 和 S: 上 


的 拓扑 都 是 由 R’ 内 的 通常 拓扑 诱导 出 来 的 ,并 且 S! 和 5， 
都 是 开 集 ,它们 覆盖 了 5。 | 

由 例 1 知道 5; 和 平面 上 的 一 个 开关 盘 同 肪 。 在 图 5. 1 -本 51 
中 ,点 N 一 (0， 0,4) 是 球面 5 的 北极 ,平面 珀 是 球面 $ 在 南 
极 (0,0, 一 a) 的 切 平面 ,通过 点 N 作 射线 穿 过 球 蚀 5; 和 平 闸 下， 设 交 点 分 别 是 以 和 MM ， 作 喘 
射 p;MHM ， 在 这 一 映射 下 容易 看 出 5; 和 平面 上 的 某 个 开 圆 盘 同 胚 。 

可 见 5 虽然 不 和 平面 上 的 任何 一 个 开 和 集 同 胚 ,但 它 有 两 个 开 集 S; 和 $: 组 成 的 开 覆 盖 , 每 
一 个 开 集 都 和 平面 上 的 某 个 开 圆 盘 同 胚 。 换 铝 话 涪 , 从 整体 说 来 ,S 不 和 R? 内 的 任何 开 集 同 
凸 ,但 5 的 每 一 个 局 部 ( 开 集 ) 都 和 R? 内 某 个 开 集 后 胚 , 所 以 我 们 也 称 $ 是 一 个 一 维 曲 面 。 

将 它 路 加 柚 象 ,就 得 到 流 形 概念 ，、 

定义 1 设 开 是 一 个 拓扑 空间 ,并 且 是 Hausdorff 空间 , {U。} 蚌 
凡 的 开 覆 盖 。 人 如果 对 每 一 个 开 集 避 。, 联 系 着 一 个 映射 加:U 一 YYe 是 
7 维 Euclid 空间 内 的 一 个 非 空 开 集 ,也 可 以 不 妨 假 设 它 是 # 维 开 球 或 
n 维 开 算 形 (图 5.2), 并 且 ¢ 是 同 且 映射, 即 和 V 辣 胚 ,就 称 M 是 
一 个 维 流 形 。 从 流 形 的 定义 中 可 策 我 们 知道 两 件 事 : 

(1)MM 虽然 不 是 Euclid 空间 ,但 是 它 可 以 “局 部 Euclid 空间 化 ”， 
人 .nl 作 的 每 一 个 局 部 U, 都 和 及 中 的 一 个 开 集 V, 同 胚 , 从 拓扑 学 的 观点 
`、、 ~” 看 ,U0 和 VV 相同 。 

C2)M 内 的 点 并 没有 坐标 ,但 可 以 安装 “局 部 坐标 ”。 由 于 已 和 了 
同 胸 , 它 们 的 点 与 点 一 - 对 应 , 设 点 aEz7-, 通 过 同 胚 映 射 史 ,点 户 呐 
射 为 Y。 中 的 点 z, 设 xz 一 (zz 就 把 (zzv) 看 成 点 请 的 局 部 坐标 ,并 用 (zi …yz) 来 
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展 5.2 


表示 点 p( 图 5. 2) 。 

从 直观 上 概括 地 说 ;所 请 n 维 流 形 就 是 可 以 局 部 (n 维 )Euclid 各 化 的 一 个 拓 空 间 , 其 
中 的 点 可 以 安装 局 部 坐标 。 

在 n 维 流 形 上 加 上 “微分 结构 ”就 或 为 微分 流 形 。 

定义 2 设 邓 是 一 个 ” 维 流 形 , 这 表明 对 有 一 个 - 
开 材 盖 {2.; ,并 且 每 一 个 U 联系 着 一 个 映射 &:U 一 
Vu 是 同 旺 鼎 射 。 如 果品 ,和 Us 都 在 侣 ,内 ,并 且 UU。 
站 Us 关 旋 , 设 ppEU. 站 Up, 在 的 作用 下 敬 点 上 映射 为 
三 《zr sr), 在 qr 作用 下 将 点 p 映射 为 y= a 
yn)( 图 5. 3)。 

辣 一 个 点 p， 归 可 以 用 淹 标 z= (zz 表示 ,又 
可 以 用 坐标 y= (yi, ,y,) 表 示 , 于 是 这 两 个 坐标 之 间 
有 一 个 坐标 变换 式 , 即 

pe NN Up) + gelU, NN Up) 

X= {ri rd) Pr y= (yy) 
映射 Bx。 WW! 是 从 gCU 站 Up) 到 gp(UfUs) 的 双 射 ,并 且 又 是 %n 维 Euclid 空间 内 的 映射 。 如果 
它 可 微 并 且 它 的 道 映射 也 可 微 ,就 称 M 是 x 维 微 分 流 形 ,又 称 U 是 坐 标 邻 域 ,q 是 坐标 映射 ， 
(U9) 是 坐标 图 ,{(U.,9)1 蚌 M 的 化 标 图 集 。 这 好 比 用 一 本 地 图 册 来 表示 地 球 表面 上 的 地 球 
艺 界 一 样 ,地 球 表面 (近似 地 ) 是 球 画 , 它 不 和 平面 上 的 任何 开 和 矩形 同 胚 ,但 可 能 是 整个 地 球 册 
上 的 一 页 男 ， 后 者 就 是 了 而 上 的 一 个 开 饶 六 ， 这 样 一 本 地 图 册 就 足以 表现 了 全 世界 的 屯 理 束 
界 . 


留 5.3 


定义 3 如 果 放 是 一 个 维 微 分 流 形 ,对 一 切 U.NUs 冯 多 的 x 和 ,可 微 映 射 gp 。 
CQ<S4S>) ,就 称 M 是 z 维 C 流 形 。 今后 如 不 作 特别 说 明 ， 总 假定 MM 是 (™ 流 形 。 
例 3 单位 国 周 C={(zx,y) ER'|z 十 y=11), 由 民 上 的 通 尖 拓 梓 亩 导出 C 上 的 拓 扣 . 
Se ya 
= {ry EE Rl 十 六 二 1,(z;y) 关 a, 0)} 
一 (zy)》 € Rlr = cosO,y = sing,0 < 0 < 2r} 
Us= {x,9) E RNZ + y=1(ry) (1,0)} 
= {Ty) EE RT = cosF ,y= sing ,TL A} 
U 联系 着 映射 用， . 
RU (0,2r), (zy) = Coosd ,sing) ts 好 
U; 联系 着 上 映射 pp， 
入 :Us 一 〔 一 st) Cry) = ;conf »Sing' } > 
显然 ,gy 和 多 都 是 同 且 有 映射 ,所 以 C 是 一 维 流 形 、 
再 考察 二 
BHA NU PU NU,) 
其 中 ,mI 站 0)=(0,DUCr2r) .BU 站 UV 二 (一 +,0}U(0,x), 有 
| 8 0<< 间 < 
st eds 上 0 一 2r ,rr<< 2r 
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品 。 外: 和 它 的 逆 映射 都 可 微 , 并 且 属于 C” ,所 以 C 是 一 维 C 流 形 。 

例 4 Ri 中 的 抛物 面 , 椭 球 面 . 柱 面 . 马 攻 面 . 双 若 面 . 车 胎 面 等 等 都 是 二 维 C” 流 形 ,R" 中 
的 单位 球面 S 一 (zzoDE 到 | 富士 对 十 十 下 = 扑 是 2 一 1 维 C™ 流 形 。 

要 验证 这 些 事实 虽 不 难 ,但 也 不 简单 ,下 面 的 定理 工 给 出 一 个 较 方 使 的 判别 方法 。 

在 Euclid 空间 中 ,对 微分 施 形 的 陈述 可 以 更 直观 利 更 容易 掌握 。 

定义 4 设 和 MCR",{U,} 是 R" 中 的 一 族 开 集 ,覆盖 了 M， 如 果 对 每 一 个 ,联系 车 -个 同 
有 映射 gH 和 开 集 VCR" ,满足 

(RU 一 TY 又 车 多 和 全: 都 连 续 可 微 (这 时 称 名 是 微分 同 胚 ) 。 

(DRUMV Ny gE RT Y= 0 r= rT) ys 
WO "0), 

就 称许 是 六 微分 流 形 ,7 站 对 是 寻 的 坐标 召 域 , (yy ER 是 点 xE 对 的 局 部 坐 
标 。 又 如 果 名 和 外 :都 属于 C"(1 扫 ms 委 co) , 则 称 邓 是 上 维 C” 流 形 。 

显然 ,六 " 中 的 任何 一 个 开 集 必定 是 % 维 C™ 流 形 。 

定理 1 设 f1R*>R,f 在 R' 连续 可 微 。 令 . 

| M= {zx € RIf(x) = 0} 

又 设 的 导数 Df 在 M 内 无 零点 , 即 1Xn 条 阵 | 六 ,下 | 在 点 ze 本 的 秩 是 1, 则 呆 是 n 
一 1 维 微 分 流 形 。 | 

证 明 设 zx。 是 M 内 任意 一 点 ,不 姑 候 定 玉 cm? 天 0, 作 映射 


9 一 (CT 一 Yi) 

其 中 ,一 ziIS2 一 1 一 天 av)。 

由 递 映 射 定理 ,存在 含有 ze 的 开 集 UU 和 含有 ww 二 f(z) 的 开 集 VV， 使 得 9:U>V 是 双 射 ， 
并 且 存在 违 续 可 微 的 赣 映 射 gl VU, 

此 外 ， 当 zE 朵 时 ,一 7 一 0; 所 以 . 

PUNMV (Gs yy, = 0} 

这 就 证 明了 M 是 = 一 1 维 微分 流 形 。 证 毕 。 

利明 定理 1 容易 证 明 例 4 中 的 抛物 面 ,机 球面 . 柱 面 . 马 巩 面 、 双向 面 等 部 是 二 此 C" 流 形 ， 
R" 中 的 单位 球面 是 ”一 1 维 C 流 形 。 

例 5 设 放 是 所 有 nnXzx 乱 阵 组 成 的 线性 空间 ， 对 每 个 4= (Ca)EM, 定 义 上 A1 = 


{ 沁 池 避 )“。 作 为 屿 范 线性 空间 ,M 和 R" 是 同一 个 空间 令 

: GLn,R) = {AE Midetd 0} 
则 GL(n,R) 是 MM 中 的 开 集 ,这 是 因为 出 元 豆 1 "dns" sam 组 成 的 行列 式 
是 变 元 a 一 1 yr;j 二 1,"…,n) 的 连续 函数 ,所 以 {24EMIdetr4=0} 是 MM 中 的 闭 集 ,因此 
GL(ln,R) 是 M 中 的 开 集 ,于 是 它 是 n? 维 C” 流 形 .。 

例 6 设 ! 是 平面 上 的 一 条 曲线 , 它 的 参数 方程 是 


1 

2 < 
cx 二 

D0， 一 < 之 t 寺 一 1 
sinnt ， 1 守 t 之 十 9 
y= yt) 一 | 

“十 2， 一 如 e 扩 1 魏 一 1 
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当 一 1<t<i 时 ,对 立 曲 线 是 任意 一 条 连结 点 (0,17 和 点 (1,0) 的 光滑 曲线 ( 医 5.4) 。 
:上 的 拓扑 是 由 R* 中 的 通常 拓扑 诱导 出 来 的 ,i 就 成 为 R 
的 一 个 拓扑 子 空间 , 粗 看 起 来 : 似乎 是 一 维 微 分 流 形 , 其 实 不 然 ， 
它 并 不 是 一 维 流 形 。 这 是 因为 :如 果 它 是 一 维 流 形 , 设 zx 是: 上 
”的 一 点 , 它 在 y 轴 上 的 一 1 和 1 之 间 , 在 拖 扑 空间 ! 内 点 zo 的 邻 
域 如 图 5.5 所 示 , 可 以 二 明 它 不 和 直线 上 的 任何 开 集 同 凸 。 
按照 微分 流 形 的 概念 再 回 过 来 看 R* 中 的 光 江 曲面 S, 设 可 
是 S 的 一 个 堂 标 邻 域 ,8 是 相应 的 坐标 映射 
PU—V 
(zyyz)Hr Gv) 
这 就 是 说 ,在 曲面 5 的 一 个 局部 范围 U. RT 它 的 参数 方程 
y 1, 邯 
“X= HUY = YU) = uy) 
其 中 ,u,v)EV, (zy,2)EU, 
微分 流 形 上 的 坐标 变换 有 下 面 的 性 质 . 
定理 2 设 M 是 x 维 微分 流 形 ,{ (U0.,g%)} 是 坐标 图 集 , 当 UU, 门 Up 
天 必 时 , 则 有 


3 
detDlgs + G1) = 站 天 0 


(zi E UM Up / 
即 微分 流 形 上 的 坐标 邻 域 之 间 的 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 无 零点 。 | =。 
证 明 因为 (8。 C8 (gy。 ED) 是 从 R&CU.UUs) 到 自身 的 恒 等 \ 
映射 ,所 以 ~ 


图 5.4 


KY sy ) 网 d(T ss Te) 
DZ yy) 


由 此 即 得 det(gy。 GC ' 了 关 0。 证 毕 。 

 R’ 中 的 曲面 可 以 分 为 两 类 ;一 类 是 双 侧 曲面 ; 另 一 类 是 单 侧 曲 
面 。 例 如 球面 抛物 面 .车 胎 面 等 都 是 双 便 曲面 ;Mobius 带 是 单 侧 曲 
面 。 现 在 将 这 一 概念 拓 广 到 流 形 上 去 。 

定义 5 设 必 是 有 维 微分 流 形 ,{(U.,q)} 是 它 的 坐标 图 集 ; 对 于 UNUs 关 必 的 每 一 对 &， 
8, 坐 标 变换 


= 1 


pp FU U Un) = GU (NUD) 
谤 一 (zlyee yo) 上 > yy py 《3 


的 Jacobi 行列 式 如 果 恒 正 , 即 
0 “ze EU NU; 
就 称 M 是 定向 的 微分 流 形 。 


例如 R’ 中 的 二 维 光 滑 曲 面 $ 可 以 用 U。 和 Us 覆盖 ,在 坐标 图 (CC 内, 曲 而 8 表示 为 
T= TH Vy 一 了 (ug 一 (9D) 
其 中 ,zx1y1x) EV， (0) 蕊 《Uo), 它 的 单位 法 向 量 蚌 
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re 
到 一 [rz x | sr (Xr YT} 一 (ro yo Ze) 


在 坐标 图 (Us,fGp) 内 ,曲面 S 表示 为 
= Y= ys = 2($,t) 
其 中 ,Cryy,z) EUp, (si) Eqp(Ug), 它 的 单位 法 向 量 是 


So r, Xr 
2 Tr 


由 络 。Y 建 立 了 从 (uv) 到 (44) 的 举 标 变换 ; 


§ su0) st =~ tu sv) 


Fe res yz) aT 一 (Xe 2 21) 


变换 的 Jacobi 行列 式 是 ,在 这 一 变换 下 ,rx 入 Xn 有 下 面 的 关系 ，， 


Nyz). | Nz,T). | ry) 
Xn A tT Ru, RE | 


~ Qt) My 8) Cg) 让 汪 当 
Hut) Hs) Hs) 7 als 8)- 


如果 交 二 >0, 即 骨 面 5 是 定向 的 ,这 表明 U, 中 的 法 方向 和 ;中 的 法 向 是 一 到 的 ,或 者 
说 在 定向 的 光滑 曲面 上 ， 当 法 线 沿 闭 曲面 上 的 连续 闭 曲 线 变 动 一 周 后 回 到 原来 的 位 置 时 ， 法 线 
的 方向 和 原来 的 方向 是 一 致 的 。 - ee 人 
例 7 stdER ety et 考察 5 的 2 个 坐标 邻 域 

二 {(z,y x) € 51z> 0 坐标 是 .95yz， 

二 {Czyy 2) E517 之 0) ,坐标 是 22,y 

Us = {(z,y,z) € 51y > 0), 仙 标 是 z,z 

Us = (zy E51y 之 ,坐标 是 zx,z 

Ut = {(z,y,z) E51z >0}; 举 标 是 工 ,y 

. Uy = {((z1y'2) € S|z < 0) ,坐标 是 y,z 

坐标 系 的 选取 腿 从 右手 法 则 。 在 Ut+N 人 Uz 内 ,坐标 变换 是 
? = /I 2 | 
XZ 二 xT>0y>0 


A912) 一 区 于 5 于 0 
A(z ,x) Yl Vo—r| vi—e—e. 

1 0 

在 UT 站 U5 内 ,坐标 变换 为 加 

ee 
5 

1 本 0 . 
BY) 包 区 二 
ay,z) | 三 yi Vi-y— VI yz 


在 Va 站 5 ,坐标 变换 为 
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人 一 zx, 


[zx 一 一 VI— wri,y<0,<0 
0 1 
AT) -| yy ba = td ~0 
Xt) | Vi= ya| Vy 
在 UY 人 N03 ,U7 作 UY ,… 内 可 得 回 样 的 结论 ,由 此 可 见 S 是 定向 的 微分 流 形 。 

设 M 是 4 维 C” 六 形 ,坐标 图 集 为 {{U.,p)},G 是 对 中 的 一 个 开 集 , 它 不 一 定 是 坐标 邻 
域 ,PEG。 又 设 f:G->R, 下 面 给 出 了 在 点 p 可 微 和 斑 在 'G 可 微 的 意义 。 

定义 6 设 f. yr! 是 定义 在 WG 人 Us) 上 的 实 什 函数 ,而 J%u(GNUD) 是 RR 站 的 一 人 半天 
因此 /ge' 是 2 元 实 值 画 数 : 设 < 一 旬 ( 训 ), 即 工 一 (af 2) 是 点 户 的 局 部 坐标 ,如 果子 。 旺 ， 
在 总 和“ 订 ， 就 称 了 在 点 p 可 微 ,如 果 /在 每 一 点 pEG 可 微 ， 称 f 在 G 可 微 (网 5 6)。 

在 上 面 定 义 中 ,如 果 了 在 G 可 微 , 并 且 每 一 个 广 。 贫 "G 
C” ,就 称 了 是 C< 的 , 记 为 EC” (当然 这 台 求 对 是 C 流 
形 )。 同 样 可 以 定义 AE 忆 , 即 对 是 局 流 形 ,同时 每 一 个 广 : 

EC, 

如 果 PEGNU, 同时 p€E GNUs， 利用 坐标 图 ,名 ) 定 
义 了 在 pp 可 微 四 了。 8 在 = 可 微 ， 由 于 
: fs! (fo pe (go pp!) | 
于 是 , 当 f。g ! 在 点 xz 可 微 ,f 。gy 也 在 点 了 可 微 。 ee 
微 性 与 局 部 坐标 的 选 歌 无 奖 。  . , 

例 8 设 3 是 中 中 的 单位 球面 ,在 3 上 定义 了 一 个 实 和 
半数 ,p= 二 《zoyyo:zo) 是 5S 上 上 的 一 a 
域 ,坐标 映射 是 p - 


er bi (rys2) 
7 TA Bucosvyy 一 sinusinv . 
z = Cosu {O&A v2) 
叉 设 (oyv0) 二 YToryo'x5), 则 
f° lu = (sinucosv ,sinusinv ,COS) 
由 流 形 上 函数 的 可 得 概念 知道 ,如 果子 作为 zw 的 函数 在 点 (ao， vo) 可 微 ， 就 说 了 作为 $. 上 的 
函数 在 点 p= (zoyyoyzo) 可 微 。 
设 有 两 个 微分 流 形 M 与 N , 若 产 M ~N, 现 在 讨论 了 的 可 向 性 ， 
定义 7 设 肛 和 NN 分 别 是 m 维和 维 流 形 , 若 映射 了 ;:M->N 对 任意 pEM 和 4 二 了 (p) 
EN 的 任意 坐标 图 (Vs,wa) ,存在 pp 的 坐标 图 (Us,9) ,使 得 
FT CC Ve 
并 且 ge rf gi9(U)->gztVp) 是 可 微 的 (图 5.7) ,出 称 上 为 可 微 映 射 。 贞 射 如， 了。 绩 : 又 
叫做 地 之 局 部 表现 ,因此 ,又 可 以 说 ,车子 的 任 一 局 部 表现 可 微 时 ,和 就 则 做 可 微 映 射 (为 方便 
计 , 今 后 说 隆 可 微 均 指 它 是 C” 可 微 ,或 者 说 了 是 光滑 映射 )。 
下 面 给 出 判别 f:M 一 N 可 微 的 一 个 命题 。 
定理 3 若 f:M~>N 是 连续 映射 , 且 f 对 某 一 个 坐标 图 入 CM、 NN 中 各 取 一 个 ),f 的 局 部 
表现 可 微 , 则 了 可 微 。 
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证 明 设 41={(U6,9)) ,vas 二 {CVpsg)) 分 别 是 M 与 入 上 的 匡 个 坐标 图 集 , 任 取 pEM， 


对 于 含 9 二 /(p) 的 任何 誉 标 图 (Ve,pr), 由 于 /之 连续 性 ,存在 含 p 之 坐标 图 集 (Up) (必要 
时 缩小 坐标 邻 域 ) 使 1(U.)CVs。 按 假定 了 的 局 部 表现 先 ,。 /。 ge: 是 可 微 的 ,再 对 了 的 任 一 局 
部 表现 :多 。j 。(g -1(W 与 ,8 与 旬 不 一 定 同 雇 于 一 个 坐标 图 ,由 痛 的 任意 性 ,不 妨 设 
(U1 ,9) 与 (V' 多) 分别 是 含有 志和 4 的 坐标 图 , 且 有 /CCV' ,于 是 YeG!=(。， 
a) (pa f°? (1) ,由 于 (UW) 与 (V',) 的 相 容 性 以 及 Vey) 与 (VW, ) 的 
相 容 性 得 知 罗 。gp1EC” ,gy。(Y -DEC™。 所 以 ,J 。f。p' :是 可 微 映 射 的 复合 , 即 几 。。 
%-' 可 微 ,因此 了 可 微 。 
特别 地 , 若 N=R, 出 MR 是 定义 在 流 形 上 的 函数 ,类 似 于 定义 7 和 定理 3, 我 们 有 以 下 
结果 。 Ee | 
设 :MR, 若 对 任意 的 PE M, 以 及 含 记 的 任何 坐标 图 (VD), 映 射 :f。 7! 是 C" 的 , 则 
叫 了 是 可 微 的 (图 5 8)。 


赃 5.8 


若 了 对 好 的 某 一 个 坐标 图 集 , 广 。 Jr "EC= , 则 对 开 的 一 切 坐标 图 集 ,F priEC=, 即 /了 
可 微 。 


10] 


Te pe 


应 该 注意 ,EC”" 并 不 意味 着 它 有 道 存在 ; 更 谈 不 上 太 是 辣 蚜 。 
如 果 FM->N 为 C 的 双 射 , 且 广 ::N 邮 是 CC 的 , 则 了 是 C 同 胚 。 或 者 说 /是 稼 分 同 
让 , 这 时 太 与 N 电 做 微分 同 腑 的 。 两 个 微分 同 凸 的 流 形 是 不 加 区 别 的 。 
如 果 六 M-~N,g:N-P 都 是 可 微 映 射 , 则 g。:M- 一 中 也 是 可 微 映 射 。 
on 任 取 g* 的 一 个 局 部 表现 间 。(g。 门 。 扩 1， 因为 8。(8。 门 。 拉 一 (gg 
Fp f° ”8 ) 是 5 的 局 部 表现 与 了 的 局 部 表现 的 复合。 所 以 0。 (Cg: 让。g! 是 C~“ 的 , 即 
gr" je 


.85.4 切 空 间 和 切 映射 “ 


为 了 在 流 形 上 定义 切 空 间 ,首先 要 知道 在 流 形 上 如 何 定义 切 向 量 , 一 种 方法 是 把 切 疝 量 视 
为 R" 中 可 微 函数 的 方向 导数 的 推广 , 即 把 切 向 量 坑 为 函数 的 求 导 算 子 。 另 一 种 方法 是 把 切 向 
量 作为 过 流 形 上 的 “ 相 切 ”曲线 族 。 然 后 ,指出 用 这 两 种 方法 定义 的 切 向 量 所 形成 的 切 空 间 是 线 
a ce nnn 


一 、 切 空间 的 定义 


.定义 1 设 ML 是 微分 流 形 ， TCR 为 包含 原点 的 开 区 间 ， 车 有 可 徽号 射 。， I>M, 且 c(0) 
一 2zo, 则 幢 射 <: 色 做 M 上 过 zx 的 可 微 曲 线 ; 如 图 5.9ta) 所 示 。 : 


图 5.8 


. 自然,M 上 的 可 微 曲线 是 指 映射 c, 而 不 是 在 < 碳 射 下 的 象 c(7)。 
定义 2 设 有 可 微 曲线 c/;T->MM, 且 ci(0) 三 zobi 二 1,2)。 若 对 一 个 含 mm 的 坐标 图 (7 ,由 , 映 


射 pe cs1 一 MR", 使 得 有 
dg °c)(0) = dp? ci) 0) 

则 称 曲 线 c 与 c; 在 zo€M 相 切 , 如 图 5.9(6) 所 示 ; . 

注意 下 述 例子 ， | 

ci- 总 2， 局 上 He 一 (costysint) 

cz:T 一 六 2 ,使 上 Heatt) 一 (cos2tysin2z) 
例如 7= (一 z,z)vc 和 名 有 相 疝 的 象 , 它 信 都 是 单位 圆 ,但 它们 在 中 的 (1,0) 点 并 不 相 切 。 
事实 上 
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和 


dg* c1)(0) 一 dcl(0) 一 (一 sintycost) | = (0,1) 
d{g° c)t0) = des(0) = (— 2sin 和 2cos21)| — (0,2) 


从 此 可 以 看 到 ,我 们 这 里 讲 的 曲线 相 切 的 概念 ,与 其 说 是 几何 概念 ,不 如 说 是 物理 概念 。 即 若 视 


t 为 时 间 ,曲线 视 为 运动 规律 ,上 述 例子 表明 运动 轨迹 一 样 ,但 运动 速度 不 一 样 。 我 们 这 里 齐 的 
曲线 相声 ,应 理解 为 运动 有 相同 速度 ,在 同一 运动 轨道 上 ,只 有 速度 相同 才 相 切 。 
应 该 注意 ,两 曲线 相 切 与 坐标 图 的 选取 ， 事实 二 是 没有 关系 的 。 因为 如 果 取 含 z 的 另 一 坐 
标 图 (V ,9), 则 有 
dlp ed OO= dy plo pr ec) (0) 
一 dd 人。J Fro)) odlp° ca) 0) 
= d(¢# * ce}(0) 
因此 ,c 与 6 在 xo€M 相 切 与 含 xo 的 坐标 图 的 选取 元 关 。 
显然 ,过 zeoEj 的 可 微 曲线 的 相 切 是 一 个 等 价 关 系 。 因 此 ,可 以 将 过 zm 的 一 切 可 微 曲 线 
的 集合 S- (2M) 分 类 ,每 一 个 等 价 类 称 为 在 z,E M 的 一 个 切 简 量 。 若 记 曲线 < 所 在 的 等 价 类 为 
a, 就 是 在 zo 的 一 个 切 向 量 。 
定义 3 过 zee M 的 所 有 切 向 量 的 集合 ， 5S. MD/ 一 ,在 引进 了 线性 结构 之 后 ， 称 为 M 在 
zo 的 切 空 间 , 记 为 了 (az) 。 
例如 ,通常 三 维 空间 中 的 光滑 曲面 上 的 每 点 有 一 切 平面 一 样 ,在 此 平面 上 的 向 量 (曲面 的 
切 向 量 ) 可 以 定义 加 法 . 数 屁 运 称 , 即 切 平面 有 线性 结构 。 所 以 ,对 于 3-CAM)Y 一 要 加 上 线性 结 
构 , 即 要 回答 了- 《M) 构 成 一 个 线性 空间 。 
为 此 ,我 们 先 找 aET, (MM) 的 一 个 适当 的 代表 元 , 取 定 一 个 含 z 的 坐标 图 (UT ,9 ,在 E 中 
任 取 一 条 曲线 <, 作 映射 
d(p °C:R> RR" 
将 它 作用 到 1€R, 便 有 w=d(g。c)(*，)1ER',v 是 R" 中 的 一 个 向 量 ,在 R" 中 过 yzo) 点 有 许 
多 相 切 的 曲线 ,特别 选 过 gxx。) 的 直线 
y= pw) t+ tvt ER 
再 返回 到 对 ,有 
ggrs) + tv it) 
因为 
dip° E00)1 一 4LPKxe) 十 如 ](0)1 =v= Ady ce)(0)1 
而 dlgp。 E500) 与 dig。c)C0) 是 线性 映射 ,所 以 ,d (p200)=dlp9*c}(0)。 因 此 ,cE6s5 就 是 我 
们 要 找 的 EE 的 一 个 代表 元 ,于 是 得 到 一 个 映射 
jyR 一 了 (ad) :Adour 
可 以 指出 ,映射 加:R" 一 TT, (MM) 为 双 射 ,这 样 对 于 TT,, (MD) 可 以 赋 于 n 维 线性 空间 的 结构 。 
事实 上 , 若 2tiET: (MD) , 且 莒 二 入 (v3;)，, 则 对 任何 ERG=1,2)。 我 们 定义 ， 
十 fabs = 和 (CU 十 Havs) 
则 工 ,, (adg) 便 成 为 线性 空间 ,因此 , 贞 射 加:R" 一 TT (M0) 是 线性 同 构 映射 , 邑 R" 与 CM) 为 同 
构 。 从 而 了 ; (MM) 也 是 n 维 线性 空间 。 
另外 , 切 空间 TC8) 的 定义 不 依赖 于 MM 上 含 z 的 坐标 图 的 选取 。 因 为 入 与 ( 澡 ) -是 线 
性 同 构 上 映射 ,从 而 用 不 同 的 坐标 图 得 到 的 切 空间 是 线性 同 构 的 , 故 了- (MD) 的 线性 空间 结构 与 
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坐标 图 的 选取 无 关 。 
二 、 切 空 间 的 另 一 个 定义 
微分 流 形 M+ 上 一 点 zo 的 切 向 量 还 可 以 定义 为 在 za a 
满足 线性 和 Leibniz 法 则 的 映射 ,其 实在 R' 中 任 给 -向 量 "都 可 以 定义 方向 导数 算 子 高 
对 在 za 附近 的 可 微 函 数 fg 有 
B80 = fo) + ec 
定义 4 设 xoc ,而 fg 是 定义 在 Xn 附近 的 可 微 画 数 , 如 果 工 :C” {M)—R 是 线性 里 
射 .而 且 对 含 zo€ M 的 某 个 邻 城内 的 可 微 函 数 fg 有 
| Lf 8) = f(r)Lg) + g(r LN 
则 乙 叫 做 在 rm 的 求 导 算 子 , 求 导 算 子 工 就 加 做 加 在 zx。 点 的 切 向 量 。 所 有 在 x 点 的 求 导 算 子 
的 集合 i 工 ) ,并 定义 自然 的 线性 结构 ,从 而 形成 一 个 线性 空间 { 工 } ,这 时 { 工 } 就 称 为 流 形 M 在 mn 


点 的 切 空间 。 可 证 明 { 工 } 和 了 :C4) 为 线性 同 构 , 因 此 M 在 mm 点 的 切 空间 的 两 个 定义 一 致 。 
设 zeEad, 取 合 To 的 坐标 图 (如 ,pg) PCD)CRR" ,如 果 取 {ey ,en} 为 RK" 中 的 基底 , 记 相 应 


向 量 * 的 在 m 的 求 时 算 子 为 | 志 ]】 , 即 
By 
其 中 ,y 是 RR" 中 的 点 在 基底 fel,…e.)} 下 的 第 # 个 坐标 。 
定理 3 aa). En a 上 是 ,0MD) 的 基底 。 


证 明 ， 为 简单 计 ， 我 们 常 以 站 表示 相应 向 量 e 的 在 zo 的 求 导 算 子 。 任 取 工 .©{ 工 }) ,以 及 
任意 的 fEC™(U), 有 


[起 = 疙 C0) 一 用 C00) 


LD= Da EE 
= Pa/ 
所 以 Ls, = i 
其 中 ,yo 一 Fx) ;41 一 Lg), 导 (中 的 任 一 元 都 可 以 写成 [起 ，…, 恕 -| 的 线性 组 合 ， 
13': .3 
再 证 | 让 ，…， 到 -| 是 线性 无关 的 ,事实 上 ， 着 有 六 之 =0, 则 因为 
爱 = ERE 人 (yo) = 0; 

所 以 N= PN) = 0 = len 


即 [ 妃 ，, 旭 线性 无关. 


根据 定理 1 ,对 R" 中 取 定 一 个 基底 :te …vesj TCM) 便 相应 有 一 个 基底 | 于 -，， 
对 于 T,.(M) 中 的 任 一 向 量 L,,, 设 有 


Ej 


并 一 De 
则 (oa? 四 做 元 ,在 基 记 { 和， ,天 -下 的 坐标 ,下 面 讨论 当 TCM 中 的 基底 改变 时 , 相 
应 的 切 向 量 的 涂 标 如 何必 变 ? 为 此 , 取 Re” 中 的 男 - -个 基底 :fei me ,并 设 由 {el，,… ,es; 至 
ier"mzein} 的 过 游 方 阵 为 4, 即 


= > areiy A “= 《ai = 2 
1 一 ] 


Blo 


或 者 形式 地 写 为 
e' = (ey 4e 7 一 A' el “en)7 一 re 《5. 4. 1) 
着 | 吉 让 | 与 (如 -有 -是 T,(2) 中 分 别 相应 于 R" 中 取 基 底 {e se 与 to 
e.} 的 基底 , 则 对 售 zs 的 任 一 个 坐标 图 (U7, 雹 以 肥 任 何 的 EC™U), 有 
,N= Da 将 = bE Fy) 


= Da Yi 


= Da 0 Daas EF A 


3=1 j=l 


其 中 ,y= 二 q(x0) ER"1Yy o—=Kx0) ;= > (党 EE ;自信 ,))= 二 (A471)7, 或 者 


B= (BT = A ssa) = [AT (5.4.2) 
比较 (5. 4. 1) 与 (5. 4.2) 两 式 ,说 明 上 ., 对 直 底 的 坐标 变换 规律 与 基底 的 变换 规律 相反 , 即 工 .是 
道 变 向 量 。 我 们 把 它 写 成 
定理 2 流 形 上 的 一 点 ze 的 切 向 量 是 逆 变 向 基 ， 


有 了 这 个 定理 ,可 按 古 典 分 析 作 以 下 形式 的 计算 ,十 分 方便 。 即 
= 1 3 


坟 
LL, = 
i 


i=l j=1 


其 中 ,oa 88 (az) 的 意义 同 前 。 

定义 5 了 ,CY) 的 对 侦 空 间 称 为 好 在 zo 点 的 余 切 空间 , 记 为 了 2 CM) < 00) 之 元 叫做 
邮 在 ze 点 的 余 切 向 量 (Cotagent Vector) 。 

如 果 | 刀 ,到 | 是 TCM 的 基底 ,在 T3CM? 中 到 相应 的 对 偶 基底 为 idzi dz), 则 
应 有 | | 


. 注意 :车 (UU ,是 党 2 的 些 标 图 :+oEU, 车 Ax) = (Rr) :R(T0))》 如果 视 [x14*"* ,xn} 为 局 部 举 慰 , 则 有 矣 一 mm， 
fl ,de 
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去 如 :x > 
而 对 在 zo€ MM 的 每 一 个 余 切 向 量 和 可 记 为 
=. Dadr, 
如 果 在 RR" 中 换 一 个 基底 , 且 设 6. 一 2 bdz',, 类 做 地 可 以 证 明 , 余 切 向 量 5 是 协 变 同 量 。 


应 该 指出 ,为 应 用 方便 ,我 们 把 切 空间 TT, (M) 基 底 的 变化 ,以 及 相应 的 坐标 变换 关系 表述 
得 更 明确 一 些 。 


因为 
a Afog'),, 
EF ay 人 
本 > af Fy Dy,) = 2 券 装 
所 以 
2 
ar 四 人 . ar: 
即 
E 2 yr| 9 
De 2y ay'， 六 
| a A td : 
日 由 | 
江 3y ， 有 Lar, 
相应 的 切 癌 量 的 坐标 变换 有 ， 
DP 守则 
2 
| 2 ay。 上 
yi yn i 
类 似 地 ， 苦 在 了 《MM) 中 有 相应 的 对 侦 基 底 {dzxi,… “Or, 与 1dz dr 即 
| 


dzx'; = Tdz, 
则 


ay 9 芯 [ 
人 ;一 (过 mip 2 ; zs’ 2 Md 
- 名 "ay", 一 0 一 六 束 
国 此 ,C4 为 | 其 | 的 逆 短 阵 。 所 以 ,de 一 即 
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oy .. 
加 | ay ay。| dz 
: — aae aa ae | 
dz | | dr, 


Ay, . ay 
关于 余 切 向 基 的 坐标 变换 有 :如 果 令 9€E Ti tM), 且 
bp ER 3 
汪 ] i=] 


则 9.= Dh, 


即 


人 .… 及 
I 

出 :之 

局 ES 


三 \ 切 映 射 


设 好 .入 分 别 是 mm 维 、“ 维 微分 流 形 ,7:M-~N 是 可 微 映射 ,又 没 zEM,y=f(z)EN, 我 
们 可 以 由 诱导 出 T,(M) 至 了,(N) 的 一 个 线性 映射, 如 图 5. 10 所 示 。 


一 
-dig fe gg)) 
” 国 5.10 . 


设 有 过 点 了 ?EM 的 曲线 c: RM, 使 cL0)=x, 则 :ec; RN 是 过 点 yEN 的 曲线 , 月 
有 cA0) 二 f(z)=y, 车 ci 与 c; 在 x 点 相 切 , 则 f。c 与 :ci 也 在 y 点 相 切 。 这 是 因为 , 阁 
取 食 z+ 的 坐标 图 (U,g,m) 与 合 y 的 坐标 图 (V ,yn), 且 使 fCUDCV, 则 

dlge e360) 一 dpocz)C0) 
而 
dj foo) 0= dpe fo gr)) dpe cc) 0) 
=d(y° fo gpl) (HT) ed(p° ca) 0) 
= dy» fc,)(0) 
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即 f oc 与 fo 6c 在 yEN 相 切 。 因 此 ,有 一 个 映射 , 它 把 cl 所 在 的 等 价 类 , 即 M 在 zx 点 的 -一 个 
切 向 量 , 上 映射 成 了。c 所 在 的 等 价 类 , 即 N 在 y 点 的 一 个 切 向 量 , 这 个 映射 记 作 了 :了 。 

定义 6 映射 Tf;T,(M) 一 T,(N) 使 得 ETAMD) Ff EET,CN), 则 和 做 在 z 点 的 切 
映射 。d(y。f。g (9Lz)) 叫做 Tf 在 坐标 图 (如 ,gsmm) 与 (V ,psn) 下 的 局 部 表现 。 

定理 3 工 .f 是 了 ,(M) 至 TT,(N) 的 线性 映射 。 

证 明 任 取 EE€ET,(M) ,并 取 其 代表 元 cs, 使 c(t 二 [Egy(x) 十 tw] 洪 记 vw 二 dl sc6)(>》 
"1ER",w=d(yo foc)(o)+，1ER"。 如 图 5.10, 则 有 

w= d($* fc)(0) :1 

= dy fo Gr)) cdg oe) (0) :1 

=d(g*e fp ) (Gr) ov 
好 由 R" 到 R 有 线性 贞 射 dy。 了 Cplz)), 它 把 vwER* 映 威 wR', 又 因为 T,《MN 与 
R",T,(N) 与 R'" 之 间 有 线性 同 构 映射 三 ; 避 ; 寺 是 

Tf NBD = RR dG fF OF 
od(ye fo pg IT) CM)THE) 

由 于 ET,(M) 的 任意 性 , 便 有 

Tf = de fe pg) pr) CH) 
即 了 .f 是 三 个 线性 映射 的 复合 , 故 为 线性 映射 。 

定理 4( 切 映射 的 链 法 则 )〉 设 有 微分 流 形 M,N,P, 以 及 其 间 的 可 微 映 身 
fiM>Ng:N—=P 
则 
Tl(g*° N=Tg* Tf 

其 中 ,xwEM;y 二 f(x)EN。 

证 明了 略 , 

必须 注意 : : 

(1) 切 映射 的 定义 与 流 形 M,N 上 的 坐标 图 的 选取 元 关 

(2) 在 图 5. 10 中 ,9 多 是 点 变 成 点 的 映射 ,而 T-j 是 向 量变 成 向 量 的 映射 。 自 然 , 处 \ 辟 也 
是 向 量变 成 向 其 的 上 映射 ,因此 , 切 映 射 是 由 点 变 成 点 的 映射 诱导 出 来 的 向 量 之 间 的 映射。 

至 目前 为 止 ,我 们 还 未 讨论 流 形 阁 可 微 映 射 的 微分 。 在 许多 书 上 把 切 映 射 了 -7 一 :了 T. 
CM) 一 T,(CN) 就 称 有 映射 f:M- 的 微分 或 导数 ,并 记 为 DF(zx), 实 乐 上 ,车 f :MM>N 是 可 微 映 
和 东 , 对 和 分 别 是 和 维和 = 维 微分 流 形 , 映 射 ff 在 TE 5 点 的 微分 是 指 活 射 

Df IT) TAM) > TN),Y = f(x) 
使 得 对 任何 gEC”"CN), 存 
(Dflx)* Kg = Xl(g° 
其 中 ,XET.(M)， 

很 容易 验证 ,Df(z)，X 确实 是 f(z)EN 点 的 切 向 量 , 且 PF(z) 是 线性 映射 特别 地 ,车 

取 玉 ET:(M), 则 有 (图 5.11) 


| 。 9，。 ae 。 了 .Pr1) 
(DC) EA n= 赵 《元 ) 


ea 3(g 区 1) , 而 
一 C ) . 
名 5 
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这 里 (台风 ;办 分 别 是 含 x< 和 f(x) 一 y 的 坐标 图 。 T=) 二 (IE) E 及 ”一作 (3 一 
(Furr TER", 由 于 g 的 任意 性 ,有 ， 


图 -5. 11 


亦 即 
站 Fa 2 名 .。 区 


,0 BD ..。 鸡 
DA 天 | | 志 ， 远 


因此 ,线性 映射 PDF(z):T-(M)-T,CN) 在 基底 | 二 -去 
ar 


Ty! aXm 


32. 


-| ,| 这 ，…, 续 下 的 乱 阵 表示 是 


若 令 z= Za 六 ,y=Df (Cz) ,X= 8 水, 风 有 


即 


由 以 上 讨论 可 知 , 这 里 定义 的 了 在 xE 对 点 的 微分 的 算 阵 天 示 , 恰 是 了 的 局 部 表现 %. A/。9 
的 微分 Dt 。f。g 1) GCCz)) 与 切 上 映射 了 7 比较 ,它们 只 不 过 相差 同 构 映 射 闻 ,和 邓 。 因 此 ,人 位 
想 把 PAC(z) 与 Tf 不 加 区 别 , 而 叫 切 瑞 射 就 是 和 了 在 zEM 上 的 微分 。 
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§ 5.5 微分 流 形 的 切 性 质 


本 节 将 讨论 与 切 映 射 有 关 的 几 个 重要 概念 ,然后 建立 流 形 上 的 友 银 数 定 理 以 及 隐 函 数 
定理 。 


一 、 内 漫 与 外 章 


定义 1 如 果 邓 、N 是 岗 个 同 维 的 微分 流 形 , 且 /474 一 N 是 可 微 映 射 ,7 能 同 肛 地 (C 同 
胚 ) 映 射 zE 虹 的 某 一 邻 域 到 y 二 f(z)EN 的 某 一 邻 戚 , 则 称 了 在 zx 点 是 局 部 同 胚 和 能 。 

定理 1 了 在 xEM 点 是 局 部 微分 同 胚 的 充分 必 枝 条 件 是 工 .f 为 双 射 。 : 

证 崩 若 zEM, y=f(z)EN, 作 两 个 分 别 包含 z 与 y 的 坐标 图 ; (UV, 与 (Vg), 且 使 
AWUD)CVCN, 于 是 /有 局 部 表现 :Jy。f。g :RR 一 局 。 因 为 p 与 风 是 局 部 同 旦 ,所 以 了 与 网 。 
f°。F :同时 局 部 同 肘 。 即 : 

了 在 zz 点 局 部 同 凸 , 导 y。f og 在 Lz)ER" 点 局 部 辐 旺 ,但 是 ， 在 R 中 的 反 浅 数 定理 ， 
有 :8。f* 9! 在 Kr) 点 书 部 同 胚 呈 dy 。f。p9 1) (glx)) 为 双 射 。 

又 因为 Tf 一 为。d(y rf og (gLT)》。( 破 ) ,而 戏 与 (和 好) 是 同 构 上 映射 , 故 为 双 射 。 因 
此 ,ff 在 xz 点 局 部 同上 旺 包 Tf 为 双 射 。 

本 定理 实际 上 就 是 微分 流 形 上 的 反 函 数 定理 。 

定义 2 设 f:M=>N 是 可 微 映射 , 则 切 映 射 了 7 之 秩 就 称 为 上 在 zEM 点 的 秩 。 

显然 , 当 对 =R,N 一 及时 ,Tof=PDrGr), 因 此, 流 形 间 的 映射 的 秩 是 Euclid 空间 之 问 映 
射 的 秩 的 概念 的 推广 。 侠 | 

定义 3 如 果 fF,M>N 是 可 微 瑞 射 , 又 了 -为 单 射 , 则 称 了 在 xE MM 点 为 内 浸 (immer- 
sion)。 如 果 了 .了 为 满 射 , 则 称 在 xzEMM 点 为 外 漂 (submersion )。 

定理 2 如 果 f;M>N 是 可 微 映射 , 且 了 在 zo 点 为 内 淄 , 则 必 有 包含 4 村 的 坐标 图 
(0 ,yp 与 包含 y= 二 xo)EN 的 坐标 图 (VV ,yn ;其 中 琴 才 nACUYCV ,使得 :fy 1;R" 
—R" 为 

2 
Cy) Crier Tm Oe 10) 

即 光 。f。y 为 包含 映射 。 

证 明 对 于 EM 与 和 二 f(zo)EN, 作 分 别 包 含 x, 与 yo 的 举 标 图 (U ,gxm) 与 (V ,yp， 
n), 且 设 A(UYCYV ,再 设 YT)= xyzTn) TEU Ay) 二 (yp ye) yyEV, 不妨 设 Yo)= 
0,p (Cy) 二 0, 则 有 

(| 
其 中 ,Cro*,za)E HUD)CR",J .ff， 广 是 /的 局 部 表现 , 若 记 
T= ef!R" >R 

而 Tof== 加 。d(y fog)(0)。() ,由 题 设 Tsf 为 单 射 , 放 知 do。 路 (0) 二 
<d7(0) 为 单 射 , 于 是 在 中 中 可 以 找到 一 个 微分 则 是 六 ,使 在 R” 的 原点 附近 内。 了 为 包含 映 
射 , 即 六 。 了 了 == 六。 六 。f。g "为 包含 映射 , 令 旨 = 。 站, 则 。f。y ;为 包含 映射 , 妈 


个 车 0CR"-rR", 在 xER 可 定 , 则 CDEL(R,R") ,rankDFtz) 就 叫 敌 了 在 x 处 的 牧 。 
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Poff eG) = (Tt Ta O00) 

定理 3 如 果 /;M>N 在 x, 为 外 晶 , 则 必 有 包含 zeoE 对 与 yo 二 (Xo EN 的 坐标 图 民 ， 

gm 与 (Vn) Gn 之 n) ,使 上 大。 他 1:R 一 及 "为 
(X19 He (Tl a) 

即 。/。Y "为 投影 瑞 射 。 

证 明 记 

=p° f° (WR" 人 如 

为 了 的 局 部 表现 ,由 题 设 f 在 ,为 外 旦 , 即 了 ,为 注射 ,此 对 d 了 (0) 为 满 射 ,于 是 存 Re 中 可 以 
找到 一 个 微分 间 胚 六 ,使 了 7。 在 0 点 附近 为 投影 映射 , 即 交 > 了。(C¥)'。 为 投影 映射 .如 果 
令 9 (99g , 则 Vy。f。Yy :为 投影 映射 。 

定义 4 如 果 了 :MN，, 在 避 上 的 每 点 都 是 内 浸 ( 或 外 畦 ), 则 称 了 在 以 上 为 内 漫 ( 或 
外 量 )、 

应 该 注意 ,车 f 在 一 点 xE IM 为 内 淄 , 则 MM 与 7M)CN 是 局 部 微分 同 凸 ,但 从 大 范围 来 

看 ,对 与 7 不 一 定 同 胚 ,如 图 5.12 所 示 。 即 使 / 在 邓 上 为 内 淄 , 大 范围 也 不 一 定 辐 胚 。 

如 果 再 加 上 M 与 f(M) 是 一 对 一 的 条 件 ,大 范围 还 可 能 不 同 胚 .如 图 5.13 所 示 , 这 是 一 个 
非 紧 流 形 对 应 于 一 紧 流 形 , 故 不 同 及 。 

另外 ,也 可 能 存在 这 样 的 可 微 映 射 ,它们 是 整体 地 一 对 一 ,但 非 内 浸 ,比如 f ;:R 一 R,f(z) 
=mT.f= Drtz) 在 zx 一 0 非 单 射 , 即 了 在 z=0 非 内 漫 ,但 它 却 是 一 对 一 的 。 


A 图 5.13 


二 、 懂 人 与 子 流 形 


从 上 面 的 分 析 可 以 看 到 ,如 果 f:MM 一 NN 为 内 漫 , 则 它 在 整体 上 不 一 定 为 单 射 ,即使 是 单 
射 ,M 与 AMYCN( 具 有 NN 的 相对 拓扑 ) 也 不 一 定 同 胚 。 当 为 单 射 时 ,可 以 通过 f 把 MM 的 微 
分 构造 “ 搬 到 ”A(2M4) 上 来 :1(M) 上 的 开 集 , 即 M 的 开 集 口 的 象 ,FCM) 的 坐标 图 即 M 上 的 坐标 
图 (U ,9) 与 复合 而 得 CACU) ,ps 广 ?)。 从 而 AMD) 成 为 微分 流 形 , 但 其 拓扑 与 六 赋 于 它 的 相 
对 拓扑 一 般 并 不 一 致 ,这 时 我 们 把 A(M) 称 为 的 内 浸 子 流 形 。 

定义 5 如 果 /:M>N 的 内 漫 , 且 在 整体 上 是 一 个 单 射 , 义 如 果 当 fC) CN 被 赋 雇 N 
的 相对 拓扑 时 ,了 是 一 个 同 胚 , 则 称 了 为 嵌入 (imbedding)。 如 图 5.14 所 示 的 情形 ,了 是 内 浸 ， 
而 了 不 是 同 胚 ,所 以 地 不 是 嵌入 。 

定义 6 如 果 f:24->N 是 嵌入 , 则 称 Fl 为 N 的 震 入 子 流 形 ， 或 正则 子 流 形 。 

对 于 嵌入 子 流 形 ,VY CJACMD) 为 开 集 当 且 仅 当 存在 NN 中 的 一 个 开 集 钨 ,使 VY=WN ACM)， 
由 了 的 连续 性 ,V 在 M 中 的 原 象 仍然 为 开 集 C7, 但 是 ,Y 一 .AZ7? 即 使 在 内 浸 子 流 形 的 情况 下 也 
是 Fa) 的 开 集 ,只 不 过 在 内 浸 情 癌 下 ,7C) 还 可 能 有 不 是 形 如 三 门 JCM) 的 开 集 。 因 此 ,内 浸 
子 流 形 的 拓扑 一 般 应 “ 细 于 ”(finer than) 锐 入 子 流 形 的 折 扑 。 以 下 我 们 讲 到 的 子 流 形 ,都 是 嵌 

111 


和 信子 流 形 ,或 者 正则 子 流 形 ,为 直观 起 见 , 我 们 将 上 述 内 浸 . 嵌 入 . 子 流 形 等 概念 . 作 如 图 5. 14 
所 示 , 其 中 i:R—R: 是 可 微 映射 ,i 二 1,2,3。 下 面 先 看 R” 的 子 流 形 ， 


EE Tl 


内 闹 五 内 淄 恬 入 


因为 fi 非 单 射 故 f) 非 散 入 习 为 产 不 同 胚 故 fs 非 腾 入 上 LCR? 为 子 流 形 
图 5. 14 


定义 7 设 MCR*, 如 果 对 一 切 xE MM 均 可 找到 它 在 R' 中 的 开 邻 域 攀 ,以 及 一 个 微分 同 
胚 9 使 KW 们 M) 为 R' 的 一 个 mm 维 线性 子 空间 上 的 开 集 , 则 称 MM 是 R" 的 m 维 子 流 形 。 
由 此 定义 可 以 看 出 :包含 映射 ,MM 一 R" 是 一 个 栓 入 ,所 以 这 里 的 子 流 形 是 帐 入 子 流 形 。 
例 1 3 是 玉 中 的 ( 谨 入 ) 子 流 形 , 其 中 微分 同 凸 就 是 球 极 投影 。 
例 2 如 果 f:R">R" 是 可 微 映射 ,其 图 象 " 一 {(zx,f(z)}CR"XR" 是 R"XR' 中 的 mr 维 


子 流 形 , 其 中 上 述 的 微分 同 胚 p 就 是 映射 :Cz,y) 一 Cz,y 一 f(z)), 它 将 厂 映 成 mm 维 子 空间 R”. 


Xx {0} CR™ XR", 

再 看 一 般 的 n 维 微分 流 形 N 的 子 流 形 好 的 定义 。 

定义 8 设 为 一 个 ” 维 微分 流 形 ,MCN, 如 果 任 一 点 EM 都 有 N 的 坐标 图 (U ,9)， 
使 KM 站 MN) 是 R" 的 m 维 子 流 形 , 则 称 好 为 NN 的 mm 维 子 流 形 。 

由 此 定义 ,我 们 可 以 在 N 中 选择 一 个 pE€ MCN 附近 的 局 部 华 标 zx 二 (zy,…,z,) ;使 

MMNU= {rEUIrn = r= 0} 

将 9 限制 在 MNMU 上 可 得 到 一 个 坐标 图 ,从 而 可 以 得 到 M 的 一 个 坐标 图 集 使 其 成 为 微分 流 
形 ,而 且 , 这 社 得 到 的 太 的 一 个 拓扑 也 就 是 NN 所 赋予 的 相对 拓扑 ，。 由 此 可 知 ,这 样 定义 的 子 流 
形 正 是 由 包含 映射 iiM>N 所 得 到 的 嵌入 子 流 形 。 

附注 :任何 一 个 症 维 微分 流 形 都 可 嵌入 在 维 数 魏 2zm 十 1 的 Euclid 空间 中 ， da 
流 形 , 这 就 是 着 名 Whitney 定理 ,其 证 明 可 和 参看 微分 拓扑 的 专著 。 

例 3 一 个 微分 流 形 MM 的 开 集 吕 是 M 的 子 流 形 ,这 时 UU 又 称 为 MM 的 开 子 流 形 ,显然 , 开 
子 流 形 的 维 数 与 M 的 维 数 相同 。 

定义 9 如 果 f;M-*N, 且 下 在 点 pPEM 为 外 如, 则 点 称 为 f 的 正则 点 Cregular point)， 
否则 称 闵 临界 点 tcritical point)。 又 如 果 gEN, 且 产 1bq}) 中 的 一 切 点 都 为 了 的 正则 点 , 则 4g 称 
为 了 的 正则 人 Gregular value) ,否则 ,9 称 为 临界 值 (critical value) 。 如 果 六 1Cq9)= 儿 , 则 9 也 称 
为 正则 值 。 

例 4 设 F:R 一 尺 是 可 微 函 数 ,Fz) 一 yzE 忆 或 ?一 Fearzs)。 若 /在 zx 点 为 外 悍 ， 


即 了 Tf 二 DACz) 1R">R 为 满 射 , 亦 即 DA(Cz? 的 秩 等 于 1, 国 此 ,| 类,…, 六 | 二 gradf 关 0。 而 使 
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丸 ==…= 钼 一 0 的 点 z; 又 叫 了 的 临界 点 ， 因此 ， 


Qi 局 
流 形 上 的 临界 点 的 概念 与 古典 分 析 中 临界 点 的 人 
概念 是 一 致 的 。 Ys 


如 果 f: R* 习 R 是 可 微 映 射 如 图 5. 15 所 
未 ，y 一 了 Xx: ,zo): pl、p2、 记 3 为 临界 值 ，y; 为 正 a 
则 值 ， 可 以 证 明 , 临界 值 之 截 口 ; 六 ?《y)、 三 
《3a)、. 广 :3?4) 不 是 微分 流沙 ， 而 正则 值 的 袖口 : 
三 以 3y2) 是 微分 流 形 。 ei 

定理 4 如 果 /:M~>N 是 可 徽 映射 , 且 9E 
六 是 和 的 正则 值 ,网 广 ?(q) 是 的 子 流 形 。 

证 明 设 p€f"1Cq), 则 pp 是 了 的 正则 点 ,根据 正则 点 的 定义 , 即 知 T 了 sf 为 满 革 ,根据 定理 
3, 必 有 分 别 包 含 户 点 与 9 点 [y= 二 A(p)] 的 坐标 图 :CU ,gymm2) 与 (V yg,n) ,月 有 (UD)CV,m 之 n， 
使 得 站 。f。Y ':R"*R" 为 投影 映射 

Cr Lm) FY 《Tty tn) 

并 且 we)==0E R',glp) 一 0E R". 因 此 ,对 广 ?(q) 中 在 户 点 附近 的 点 x, 即 对 xzE 了 Cg} 由 UU 
有 


ni 


图 5.15 


PLT) = {0,.,0, ot)"” >)E R" 
因此 ,如 果 令 5 收 = 广 : (q) 站 UV, 则 U! 是 六 ee 再 令 :8 王 po 则 !5 ,9))} 便 是 
f(gq) 上 的 坐标 图 集 , 即 广 ?(q) 是 微分 流 形 , 且 是 m 一 n 维 的 子 流 形 。 
将 定理 4 与 古典 的 隐 冰 数 定理 比较 ,不 难看 出 , 它 就 是 隐 函 数 定理 。 
例 5 ， 阶 正 交底 阵 的 集合 O(n) 是 维 数 为 半 n(n 一 1) 的 微分 ( 子 ) 流 形 。 
事实 上 ,如 果 记 一 切 盖 阶 矩 阵 的 集合 为 M(z? ,因为 Mln) 同 构 于 本 , 故 Mm) 为 n? 维 的 
微分 流 形 ,而 
‘Olt) = {AIAAT = 1,A € M(n)} 
如 果 记 S(w) 是 一 切 a 阶 对 称 方 阵 的 集合 , 则 易 知 S(n) 司 构 于 Re 一 立 nGn 十 1), 即 SCn) 
为 Mtn}) 的 子 流 形 。 我 们 注意 到 447 为 对 称 方 阵 , 所 以 ,如 果 令 f; M4) 一 5(n) ,使 (AD 二 
447 ,由 /是 可 微 映射 ,而且 O(O0) = 三 :CD)。 所 以 ,为 了 证 明 O(a) 是 微分 流 形 , 痕 据 定理 4, 只 
需 证 明了 是 的 一 个 正则 伸 , 即 要 证 明了 在 Ot Taf 为 满 射 。 
事实 上 ,因为 Taf 一 d7(4) ,但 是 ， 
f(A+B)— fA)= (4+ HA+B) — AAT 
一 B47 + ABT + BBT 
所 以 ,df(4)= 二 B47 十 A487, 要 证 明 i 只 要 证 明 对 任何 CESCn), 方 程 ,B47 十 AB”7 
=C 都 有 解 。 这 是 不 难 证 明 的 ,只 要 到 B—3CA, 综 上 述 得 知 ,DOtn) 是 邓 ( 们 的 一 个 子 流 形 ,其 


维 数 为 一 n(n 二 1) 二 证 nn 一 ,Om) 又 岂 阶 正 交 群 。 
例 6 球面 5S"CR"!/(0}CR"' 是 R" 的 对流 形 , 其 实 ， 令 
Rs DD 
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则 5S"= 了 "0), 要 让 明 5* 蚌 R""' 的 子 流 形 , 只 党 证 明 在 广 !(1) 的 每 一 点 , Tf 一 df (zr) 
为 满 射 , 即 证 1 为 的 正则 值 , 而 djimR=1, 故 只 需 证 明 在 广 '(1) 的 每 一 点 有 f(z) 了 0, 但 
df(7) 二 《2x 12Tr+1)， 对 一 切 在 广 '(1) 上 的 点 有 df(z) 关 0, 所 以 ,S" 为 R11 的 子 流 形 ,但 
其 维 数 二 n 十 1 一 1 二 nn。 


三 ` 横 裁 性 
上 面 介绍 的 嵌入 是 一 个 整体 性 的 概念 ,下 面 介绍 另 一 个 重要 的 整体 性 梳 念 一 横 蕉 性 


(tranversality }。 

前 面 我 们 已 经 讨论 过 , 如 果 f; MN 是 可 微 映 射 ,xz 各 y 是 /的 正则 值 , 则 方程 y= 
f(zf) ,TE 时 的 解 集 广 !(y) 是 MM 的 一 个 微分 子 流 形 。 现 在 考虑 函数 值 yYEN 满足 一 光滑 笨 件 
《而 不 是 一 个 定 值 ? 时 ,例如 >EZ, 而 Z 是 六 的 一 个 子 流 形 时 , 广 :(2Z) 是 否 还 是 的 子 流 形 ? 
这 就 要 由 了 的 所 谓 横 截 性 来 解决 。 

定义 10 设 FMH-*N 是 可 微 映射 , 且 ZCN 是 子 流 形 ,如 果 广 !1(2Z)= 久 ,或 者 对 每 一 个 
IEf-'(2Z), 有 

Ty(2) + Im(T.f) = T,(N) (5. 5.1) 
其 中 , y= 二 f(x)EZCN, 则 称 于 横 截 于 六 的 子 流 形 Z, 记 为 ApZ。 式 (5. 5.1) 中 称 为 横 截 性 
条 件 。 

定理 5 如 果 f,M->N 是 可 微 映射 , 且 了 横 蕉 于 子 流 形 ?CN, 则 原 象 广 !(7) 是 M 的 子 
流 形 , 且 广 :(Z) 在 M 中 的 余 维 数 等 于 Z 在 入 中 的 余 维 数 。 

证 明 任 取 xE 广 !1(2Z), 并 取 包 含 z 的 适当 小 的 邻 域 避 ,只 需 证 明 广 1CZ) 站 FE 为 子 流 形 。 
设 y=f(zx)EZ, 其 中 zxEf"1(2) 门 U, 令 2Z 在 NN 中 的 余 维 数 是 1({=dimN 一 dim2Z)。 首 先 ,我 
们 设法 化 ZCN 为 一 点 的 情况 。 为 此 , 作 可 微 映射 g:N 一 R', 使 在 yEZ 点 附近 ,有 

ZZ=2ZNY, = g-'(0) 
且 使 
T,g:T,(N)—R 
为 满 射 ,其 中 yEZNV,,V, 是 包含 y 的 某 一 邻 域 。 

如 果 这 样 的 映射 g 已 经 作出 (作法 放 在 后 面 ) , 则 当 zxE .7'(Z) NU 时 , 原 铺 广 :(Z) 是 机 
射 g。f:MR! 的 零点 集 , 如 图 5. 16 所 示 。 因此 ,要 证 明 产 !(2) 门 7 为 子 流 形 ,由 定理 4 就 只 
要 求 0ER' 是 g。f 的 正则 值 。 


图 5.16 


其 次 ,我 们 证 明神 截 性 条 件 式 (5. 5. 1) 所 示 , 就 是 0€ R' 是 g。j 的 正则 信条 件 。 
事实 上 , 若 工 ,(N) 二 T,(Z) 十 Im(T; 放 , 则 由 切 映射 的 链 法 则 有 
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T.(g: f=T,geT,f 

而 由 g 的 作法 可 知 , Tyg:T, CN) 一 R' 为 满 射 ,其 核 
Ker《T,g)==T,(Z)CT,CN), 因 此 ,T,g 把 Im(《T, 放 映 成 整 
个 已 ,这 就 说 明了 了 .Cg5。 门 是 满 射 。 由 于 zxE C2) 的 任意 
性 ,知道 0E R' 是 映射 8。 地 的 正则 值 。 

最 后 , 证 明 具有 上 述 性 质 的 映射 g 是 可 以 找到 的 。 仿 
《V ,sn) 是 入 中 包含 y 的 一 个 坐标 图 , 如 图 5. 17 所 示 ， 
要 使 g(Z) 二 0, 或 者 ZF=g-'(0), 即 要 Ly(Z)] 一 0, 要 使 
Tg: 了,(N) 一 R' 为 满 射 , 即 要 dg (0) 为 满 射 (其 中 , 设 y 
(y) 二 0€ R*,yE2)。 于是, 我们 作 可 微 上 映射 各 = ( 衣 ，…'， 
Br):R">R', 使 (2)CR" 是 名 的 公共 零点 集 , 即 使 g:[y 图 5.1? 
(2Z)] 一 0 一 1 之 。 进 而 ,要 使 dB(0) 为 满 射 , 必 有 需要 d 六 
《0) 之 秩 为 六 , 即 需 ?个 恩 数 :d 加 (0)，…,d 名 (0) 是 线性 无 关 的 ,或 者 说 民 个 子 数 mg 在 0E 
R" 是 线性 无 关 的 ,这样 的 多 不 难 作出 ,再 令 g 二 所 。yV!;N 一 R' 便 是 所 求 的 抉 射 。 

由 定理 4 可 知 ,f*(2) 的 维 数 等 于 一 1, 即 "1(Z) 在 M 中 的 余 维 数 为 7。 

例 7 如 果 ZCR 的 每 一 点 都 是 f 的 正则 值 , 则 /8@2Z, 这 是 因为 :TfCT,CM)) 二 T,CN) 对 
… 切 Er 广 !CZ) 成 立 , 其 中 > 一 /zxz)。 

例 8 设 M=R:,N=R'、.Z==R’ 中 的 (xz,y) 平 面 ,a€P 了 ,定义 映射 /,:M->N ,使 

zs 一 (yy 十 四 

则 /DZea 天 0, 如 图 5.18 所 示 。 


图 5, 18 


此 例 直 观 地 表明 ,如 果 一 个 映射 不 机 截 于 一 个 子 流 形 , 可 以 稍微 摄 动 -下 而 成 为 模 截 的 
有 映射。 


例 9 如 果 .f:M 一 N 是 包 合 映 射 i, 因 为 fA(M)=MCN, 且 MM 为 N 的 子 流 形 , 如 果 再 考 
虑 一 个 子 流 形 ZCN , 则 f 与 Z 的 横 截 性 条 件 变 成 


TM)+TAZ)=T(N) 
这 是 由 于 Tf[TAM)]= 了 TCM) 。 这 时 ,如 果 f@Z, 也 叫做 MM 横 截 于 Z, 记 为 MODZ， 
为 直观 起 见 , 我 们 图 示 两 个 流 形 是 否 模 截 的 情形 ,如 图 5. 19 所 示 。 
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图 5.19 _ 
(a) R=N 中 的 曲线 1(6) R? 二 NN 中 的 项 而 与 曲线 ,《c) 外 一 N 中 的 曲面 


35.6 向 量 从 


本 节 讨 论 向 量 丛 的 概念 , 它 不 仅 在 微分 几何 、 偏 微分 方程 等 学 科 有 重要 的 应 用 ,而 且 与 力 
学 也 有 密切 联系 。 

在 正式 讨论 切 共 之 前 , 先 考 虑 一 个 力学 问题 : 在 三 维 Euclid 空间 中 ,一 质点 的 髓 由 运动 
应 该 由 什么 样 性 质 的 集合 来 描述 ?我 们 知道 , 一 个 质点 的 运动 是 由 状态 所 在 的 空间 位 置 x 
以 及 相应 的 运动 速度 wv 决定 的 。 设 rz 一 rz 人 一 (zlt)yzaG)y mm) , 则 w==v0) 二 C(t) zz， 
Xa)) (zil) 表 示 x; 对 1 的 导数 )。 因 此 ,要 措 述 质点 在 三 维 间 的 运动 状态 ,应 该 是 空间 

Rx R= {ro |r €E Ri,v € R') 
也 就 是 说 在 三 维 空间 的 每 一 点 再 设置 一 个 三 维 补 间 ,这 时 ,一 个 质点 的 运动 有 3 十 3==6 个 自由 
度 。 若 是 考虑 质点 组 的 运动 ,类 似 于 一 个 质点 的 情形 ,只 是 自由 度 更 高 些 , 比 如 说 有 :个 质点 的 
自由 运动 , 措 述 它们 的 运动 状态 的 空间 是 
及 和 一 R* x RY” 
这 样 的 空间 在 力学 上 叫做 相 空 间 。 

如 果 考 虑 有 约束 的 质点 运动 ,其 相 空间 又 如 何 ? 比 
如 , 若 质点 沿 空 间 某 一 光滑 曲线 工 运动 , 设 zx€ 上 ,相应 
的 速度 vET.(Z) ,这 时 相 空 间 应 该 是 

E = WT) 
EE 就 称 为 曲线 工 的 切 从 , 切 从 是 研究 力学 的 极 好 的 框 
架 


-r=T,.(M) 


一 


设 MM 为 一 个 维 微分 流 形 ,考虑 M 上 所 有 点 的 切 
空间 的 并 En 
E 一 以 IC) 一 【Crye-)} 
其 中 ,TEMM,E(E©T,(2M) ,如 图 5. 20 所 示 。 
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引进 投影 峡 射 
rEM 
使 | (Te) x 
而 x ';MM>EE, 有 
x x) = TAM) 一 从- 
下 面 我 们 讨论 如 何 由 M 的 微分 构造 , 赋 以 一 个 微分 构造 ,使 之 成 为 微分 流 形 。 
设 {(U.,8)}) 是 MM 的 -个 坐标 图 集 , 且 设 V=x7(U6), 才 令 
| BesVer HU ) XR CR 
使 
palTs) = (H(z) TRE )) 

则 是 VCE 到 R” 中 的 开 集 NU,)XR" 的 一 对 一 瑞 射 (注意: &%: D.CM>R", TR=id。 
dGid。 忽 。 儿 -名 人)) (起 ) -1 二 (在 ) :是 同 构 上 映射) 。 苦 规定 r 1CU,) 一 V。 是 E 中 的 开 集 ， 
则 加 是 连续 映射 , 即 几 为 同 凸 映射 , 亦 即 (V9.) 为 EE 中 的 坐标 图 ,如 图 5. 21 所 示 。 


CA 


图 5.21 


下 面 证 明太 中 坐标 图 的 相 容 人 性。 如果 (Va,yp) 是 EE 中 包含 (zx,6:) 的 另 一 坐标 图 ,我 们 只 要 
证 明 
pe peEC™ 
因为 TE) = (PT) ,TR EY) 
所 以 | 
Ct) Tg ll)) = (x6,) 
ps ° WE RETY I TREN = prt) 
= (gy(1) ,T(E)) 
={ Gp° Hr RCR), TG CTR) IT pe ))) 
= {gp WG) Tgp KINT REN) 
={g° Fp) ,dg RG) (To p(t))} 
这 里 用 到 了 切 映 射 的 链 法 则 ,以 及 人 TT:% 二 (入 ) dg 六 (RX) 二 (8) 《类 ?一 了 多。 
(TQ 1 二 T,(gp， 辣 !)。 由 于 斩 ?G1IEC”d(gy: 91)EC™, 歼 有 Jp。 各 1EC™, 即 (Vs) 与 
(Vpsp) 在 E 中 相 容 ,于 是 {(V。,#.)} 便 是 五 中 的 一 个 坐标 图 集 , 亦 中 记 是 一 个 微分 流 形 。 
定理 1 如 果 M 是 x 维 微分 流 形 , 则 = UT 了 TCM) 有 以 下 的 向 量 欠 构造 : 
《1) 五 是 微分 流 形 ,x:E->M 为 投影 映射 
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《2)%:r Uo) 一 go(U) x R'" 是 微分 间 胚 ,此 性 质 是 说 EE 局 部 与 飞 积 空间 同 豚 ,又 称 到 的 
局 部 平凡 性 ， 

(3) 对 每 个 TEM,r (z= 二 T,(MD 和 RR"; 

《4) 在 TT CM) 入 R" 上 的 结构 群 G=GLCn,R), 即 dgr ED)(g(z))EG 为 nn 阶 满 秩 ( 实 》 
线性 群 , 其 中 dCygp。ge (9.Cx)) 又 叫 转 移 矩 阵 。 

定义 1 设计 为 n 维 微分 流 形 ,EE= 以 TCD ,nr;E 一 为 投影 映射 , 则 到 是 微分 流 形 
(当然 ,首先 给 刁 赋 于 适当 的 哲 扑 结构 , 维 数 一 2p) ,五 就 称 为 M 的 切 从 , 常 记 为 TCM)。 其 中 
叫做 底 空 间 , 殖 = 了 Ca 叫做 全 室 间 。x 一 (z) 一 T (对 ?叫做 在 xE 邓 点 的 纤维 ,因此 , 切 欠 的 每 
个 纤维 都 是 线性 空间 。 

定义 2 ”如果 财 中 只 有 一 个 华 标 图 (1 网, 则 了 (CD 一 红 M)X 尼 ,这 时 了 (CAM) 称 为 平凡 切 
蕉 。 特 别 地 , 当 几 ==R" 时 ,TCR”)=R"XR", 

定义 3 如 果 UCM 为 开 集 , 且 有 可 微观 射 

fiU -GD CTCD) 

使 x。f=i 设 ,即使 任何 rEU, 有 nr。f(x) 二 zx; 则 映射 
i 叫做 切 从 TCM) 的 一 个 局 部 切口 (local cross- 
section)。 若 二 用 , 则 f 称 为 切 从 的 整体 切口 《global 
cross-section}。 如 图 5. 22 所 示 。 

由 于 了 的 定义 ,x。 f(z)=x,Y xwEU,f 的 这 一 
性 质 ,又 称 为 了 是 保持 纤维 的 。 

， 当 UCHM 落 到 一 个 坐标 邻 域 时 ,对 每 -点 zEU， 

f(x} 二 (zx,6.) ,相应 有 一 个 切 向 量 纪 E7-CM) ,而 且 ， 


7M) 


时 5.22 


当 z 在 U 中 变化 时 ,有 


ft = {2, Dai) 去 | lz ED 
这 里 用 到 了 人 | 站 | ,| 起】} 是 (MD) 中 的 天麻 ,因此 , 切 欠 的 切 日 确定 了 U 上 的 一 个 
癌 量 场 。 
类 似 于 切 从 的 讨论 ,我 们 介绍 余 切 从 。 
设 MM 为 维 微分 流 形 , 作 M 上 所 有 点 的 余 切 空间 的 并 :了 DAUT: (M)=i(x, 
wr)} sw 了? (M)。 再 引进 投影 映射 +: 了 T' (M) 一 MM, 使 
{xyw) Hx 
而 :zx)=T?(M)=={w:}。 我 们 欲 证 T* (M) 也 可 以 成 为 2n 维 的 微分 流 形 。 
令 {(U。,%)} 是 邓 上 的 一 个 坐标 图 集 , 且 令 
V. = #1(U,) 
以 及 
PV UY XR'CR™ 
使 得 
WT) 一 Cr) TR )) 
其 中 ,RT2 CM)=R"( 一 R") 是 避 :R">T,(M) 的 对 侦 映 射 ,如 图 5. 23 所 示 。 
Tw 二 Vv' ER ,wsETI(M). 下 面 证 明 {(Ve Re)} 是 T* GCM) 的 一 个 坐标 图 集 。 注 意 
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到 ,图 5. 23) gs be g(r) vo" =x, 
WwW)= (g(r) 6 = (gp HRT)) 6"), 
但 是 


= (8) :，(( 戏 六 -Ce )) 
一 《( 知 )- 入) 人) 


好 本 
一 〔(( 入 ) 1 。 敌 )-D7 Co) 区 .| 
〈 切 从 结果 ) = [《d《gp og )CRCz)) " 2 
ji {J Ty-iCw") of 归 " 党! 


Ld (gp pg (rz)! 


中 ( 癌 )"。[( 起 )*] "是 J=d(gp* 1) (名 
(z+)) 的 道 步 矩阵 ,因此 ,ys 上册 ' EC”, 同 图 5.23 
理 %。J8'EC", 故 (V。,) 与 (Vs, 织 ) 是 相 容 的 ,从 而 得 到 TT" tM) 也 是 一 个 微分 流 形 。 
定理 2 如 果 哮 是 有 维 微分 流 形 , 则 了 T" (MD 二 岂 T' CM) 有 以 下 的 商 县 从 构造 : 
CDT" Gd) 是 微分 流 形 ,r:T" CM) 一 M 为 投影 喘 射 ; 
(2)Usr io- XR" 是 微分 同上 旺 ;， 
《3) 对 每 个 zE Mx-!(z) 一 T!: (MD 各 R"; 
(4) 在 T: 《af)? 上 的 转移 矩阵 是 了 一 d( 冲 ， 移 2)(&(z)) 的 道 步 矩 阵 , 即 /的 转 置 道 和 矩阵 。 
定义 4 设 对 为 = 维 微分 流 形 ,TCM 一 日 TCD sx;T* CM)>M 为 投影 映射 , 则 了 * 
(3M) 为 微分 流 形 ( 当 然 ,首先 给 荆 " (M) 赋 于 适当 的 拓扑 结构 , 维 数 =2n), T' (CM) 就 称 为 好 的 
余 切 礁 。 同样 ，M 叫做 底 空 间 ,x (zx)=T? CM)M 敌 在 zEM 点 的 纤维 ， 每 个 纤维 是 7 
(了 ) 衬 R" ,也 是 线性 空间 。 
定义 5 如 果 半 只 有 一 个 灶 标 图 CC, 只, 则 TCD) XR', 这 时 T* (MM) 称 为 平凡 的 
余 切 从 。 
定义 6 设 VCM 为 开 集 , 且 有 可 微 映 射 f.U 一 了 T" (0), 使 
pe 次 一 
即 对 任 一 个 xEU, 有 x。/(7) 二 7 ;, 则 六 称 为 余 切 妇 T; (az) 的 一 个 局 部 切口 ,如 果 忆 = 对, 则 
了 称 为 余 切 从 的 整体 切口 。 
显然 ,f 也 是 保持 纤维 的 映射 ,但 是 ,无 论 是 切 从 ,还 是 余 切 从 的 整体 切口 ， 都 不 一 定 存 在 ， 
如 果 上 述 UCM 落 到 个 坐标 邻 域内 , 则 对 每 一 个 zEUVU ,f(x)== (x,ws) ,相应 有 一 个 余 切 向 
其 w,;, 而 且 , 当 之 在 U 中 变化 时 ， 
f(U) 一 {{z, Palr) (dr) lr E U) } 
因此 , 余 切 蕉 的 转口 也 确定 了 如 上 的 一 个 向 量 场 ,有 时 就 称 切口 是 U 上 的 向 量 场 。 
例 1 R* 中 的 单位 图 51 的 切 从 TS!。 设 5 有 四 个 坐标 图 ; {OF , 钙 ) |i 二 1.2), 其 中 
= ir€ES|+tz>0} 
即 
UT = {X12) € Sr > 0) 
UT = {(T172) Er 0) 
Us = {XT2) EN ,Te > 0} 
Us = {TX2) € Sir < 0} 
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然而 

HU 1,1) CR,G rx) = ro; 

HUT (— 1,1) CR rt) = Za! 

Ut (11) TR g(r) = rs 

giUr > 1,1) CCR, zz) = Zs 
我 们 具体 作出 了 3: 一 {((zaza) (v02)) ERIXR? Zz 十 本 二 1 《zi1z2) 《wwv2) 二 0} 的 一 个 
坐标 图 集 :{z 一 (eza)ESo= (v1,vi) E49)) 

pt :Tv Ee GH EY) = CH CTY TR C0)) 


r 


因为 Tg (1) = dg (7x) ‘v= 00.D) = vw 
\Va 


所 以 PE ZIT) = Carva) pt TU > (—1,1)XR 
其 余 三 个 坐标 图 可 同样 作出 。 例 如 
pa To0) = (KX) TR CV) 一 (zisw) 
当 (z1 ,x2)EUTINUF 时 ,有 即 当 民 E00,1),z2EE (一 1,0) 时 ,有 
po PT TG ND= GE BT) 
= [Vi—#,— zm/ VIA) 

其 中 ,十 本 = 十 vz 二 0。 所 以 ， (TT 六 好) i 二 1，2;3,4} 就 是 TIS! 上 的 一 个 坐标 图 集 ， 

定义 了 设 用 ,5 是 微分 流 形 , 且 投 影 映射 <:E 一 M 为 满 射 ,也 是 可 微 映射 。 又 设 M 有 一 
个 开 复 羔 {U.} ,以 及 了 微分 同 肛 族 p= !%) ,使 得 

(D871 (Uo)>U.XR' 是 微分 同 肝 ， 

(2) 对 任何 zE 对 ,x (7z) 一 五 - 是 线性 空间 , 且 g.-:r ICz) 一 五 一 {z)XR 是 线性 同 构 ， 

(3) 如 果 U 站 U3 关 促 ; 则 gg， iL UN 人 0 一 gL :UTU 门 Up)j 是 xzEU. 门 Us 的 
C 函 歼 , 且 

BpT) 一 hs (ps)! E GL(n,R) 

我 们 把 全 ,Mz} 叫 做 微分 向 量 从 或 简称 向 量 检 。 其 中 下 叫 全 空间 , 呈 叫座 空间 ,E,=x-!1(z) 
称 为 在 zE M 的 纤维 ,geo(x) 一 Bp,:。 (J,z:) 叫做 向 量 从 的 转移 晓 数 。 

命题 1 gg gm | 

证 明 因为 gr 一 Pi gp! qr ov ,所 以 gn 一 gp “Ba 

命题 2 8 一 了 

证 明 令 a 二 8, 出 &a 的 定义 立即 可 得 。 

命题 3 gp 一 (go) 

证 明 令 命 题 1 中 的 r=a, 再 由 命题 2 便 得 。. 

例 2 如 果 导 是 x 维 微 分 流 形 , 则 ==MXR" 是 平凡 的 向 量 从 ,其 底 空 间 为 对 ,纤维 是 
R",r: E>M,rn(z,y)=x, 

必须 指出 , 切 众 TOW) , 余 切 从 了 0 都 是 向 量 从 设 {(06, 如 )} 是 M 上 的 一 个 坐标 图 集 ， 
令 x U6)->U。XR" ,使 6.) = 二 (xz,Tgp.(21)), 则 = {9} 满 足 各 量 从 的 条 件 。 类 似 地 , 余 
切 从 也 是 向 量 从 。 
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习 题 五 


1, 设 和 是 拓 朴 空间 而 4, 有 是 筷 的 子 集 ,证 明 ， 
(1}7ACA; 
(2)44 一 六 1 
(WIAUB=AUE, 
2. 设 久 是 实数 集 , 装 备 着 下 列 三 种 扳 扑 :r, 是 通常 拓扑 ie 是 可 列 补 拓扑 xc 是 所 有 含 0 
的 开 区 冶 以 及 空 集 组 成 的 拓扑 ， 再 设 Q 是 所 有 有 理 数组 成 的 集合 ; 问 所 分 别 在 (Xn),(X， 
rD),X,(r) 内 稍 密 吗 ? 
3, 设 (和 ,mm 和 / 交 7 作 多 证 月 对 条 全 何 昌 本 ， fCK) 是 
Y 中 的 紧 集 、 | 
4， 设 (X,) 是 岳 扑 空间 ,K 是 一 维 Euclid hh 训 et: 省 KK 是 的 一 个 和 人 证 
明子 在 天 上 有 最 大 值 和 最 小 信 。 
5. 证 明 Euclid 空间 满足 4; 公理 和 了 公理 。 
6. 证 明 在 Hausdorff 空间 中 ,如 果 ze 了 yy 则 w=yo 
7. 证 明 Hausdorff 空间 的 子 空间 是 Hausdorff 空间 ;上 反之, 如果 折 扩 空 间 的 每 二 点 有 一 个 | 
闭 邻 域 ,使 得 它 在 相对 拓扑 下 是 Hausdcrf 的 ,出 此 拓扑 空间 是 Hausdor 入 的 。 
8. 如 果 六 1 ,X。 为 Hausdorff 空间 ， 证 枫 它 们 的 梁 积 师 扑 空间 也 是 Hatsdorft 空间 。 
9- 证 明 直 线 区 间 和 国 是 不 同 胚 的 ， RR 和 R 是 不 同 胚 的 。 
10. 证 明 开 区 间 是 一 维 流 形 , 闲 区 间 不 是 一 维 流 形 。 | 
11. 证 明 上 半 锥 面 :=x? 十 y,x 沁 0 是 二 维 流 形 ,但 整个 锥 面 不 是 二 维 流 形 。 
12. 证 明 RR 中 的 抛物 面 、 马 战 面 . 椭 球面 , 双 划 面 , 柱 面 都 是 二 维 C™ 一 流 形 。 
.13, 设 / 是 从 R" 到 R" 的 连续 可 微 映 射 ,MM 一 {rER"|f(x) 一 0;, 叉 设 DF 在 点 rEM 的 秩 
是 类 < 证 明 MM 是 n 一 £ 维 微分 流 形 。 I 
14. 证 明 MM 二 { (zyy yas0) ER 十 yy 二 1 十 2 二 1 是 二 维 微分 流 形 。 
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第 六 章 ” 非 线性 系统 的 定性 分 析 方 法 


微分 方程 是 研究 自然 科学 和 工程 技术 的 数学 工具 之 一 , 它 几 乎 和 微 积分 同时 产生 ,在 相当 
长 的 一 段 时 间 内 ,人 们 设法 寻求 微分 方程 的 通 解 .直到 19 世纪 后 半 叶 , 存 天 体力 学 及 其 它 技术 
科学 所 提出 的 一 些 问题 中 ,需要 研究 较 复杂 的 微分 方程 解 的 局 部 和 全 局 的 性 质 : 但 出 于 绝 大 多 
数 的 这 种 方程 不 能 用 初等 凿 数 的 积分 了 予以 表示 通 解 ,因而 提出 了 直接 根据 微分 方程 的 结构 来 
研究 解 的 属性 ,或 探讨 由 微分 方 ON 从 而 促使 微分 方程 定性 理论 
或 几何 理论 的 发 展 。 

法 国 数学 家 H. Poincare 和 俄国 数学 家 A. M. Li iapunov 是 常 微分 方程 定 ; 让 论 的 共同 创 
始 人 。 前 者 为 了 研究 天 体力 学 和 宇宙 形成 埋 论 一 类 问题 ,从 188I 一 1886 年 连续 发 表 了 《微分 方 
程 所 确定 的 曲线 》 为 题 的 数 篇 论文 ,后 者 从 1882 年 一 1892 年 完成 了 在 理论 与 实用 上 具有 普 过 
意义 的 博士 沦 文 性 运动 稳定 性 的 一 般 问 题 3#. 但 在 以 后 一 个 时 期 ,除了 G. D, Birkhoff 继承 并 发 
展 了 Poincaré 的 工作 提炼 出 "动力 体系 ”理论 外 ,关于 微分 方程 定性 理论 的 研究 比较 沉寂 。 从 
本 世纪 30 年 代 起 ,由 于 新 的 物理 、 力 学 以 及 工程 技术 ,自动 调节 、 自 动 控制 等 间 题 的 推动 ,使 微 
分 方程 定性 理论 中 的 概念 、 间 题 和 方法 又 在 新 的 条 件 下 得 到 了 发 展 。- 

本 章 首先 扼要 阐述 线性 微分 方程 组 的 基本 理论 和 常 系数 线性 微分 方程 组 的 基本 解 矩 阵 的 

结构 及 解法 ,这 些 内 容 是 研究 非 线 性 系统 的 必要 基础 ! 然 后 ,对 一 般 定 性 理论 和 稳定 性 理论 恬 
初步 介绍 , 即 根 平面 . 奇 点 和 极限 环 的 基础 知识 ,以 及 和解 的 稳定 性 辑 念 和 稳定 性 理论 的 基本 
定理 。 : . 


§ 6.1 线性 微分 广 程 组 的 基本 理论 


本 节 主 要 阐述 线性 微分 方程 组 的 一 般 福 念 和 基本 理论 ,这 部 分 内 容 理 论 比 较 完 整 , 解 的 结 
构 比 较 简 单 ,同时 又 是 研究 非 线性 微分 方程 的 有 力 工具 。 
一 阶 线性 微分 方程 组 的 一 般 形 式 为 


= at) 二 Ql 十 十 am 人 te 十 万 (的 


d 
TT a > 十 aze CETs 十 加 十 art 十 a 


ce = an zr 十 Gasft)T 十 … 一 Canft)rn 十 | 


其 中 ,已 向 函数 absy 一 1 2 xz) 和 GOD 1 2 在 区 间 zE[e:8] 上 上 注 续 。 式 
(6. 1. 1) 的 矩阵 形式 次 
X' = A(NKR + FE) (6. 1. 2) 
其 中 ,X= (xyre pr) A = 00D F=f) fo ft) 
当下 寺 0G 二 1,2, 呈 01,N) 时 ,方程 组 (6. 1,2) 化 为 
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££ WT. 


ZX’ — AQ)K - 《6. 1. 3) 
则 式 (6. 1. 3) 称 为 齐 深 线 性 微分 方程 组 ;车 下 (#) 为 非 零 向 量 ， 则 式 (6. 1.2) 称 为 卡 齐 次 线性 微 
分 方程 组 ;如 果 (6.1.2) 和 (6. 1. 的 丙 下 由 4 (相同 , 则 称 式 (6.1. 3) 是 式 (6.1. 2) 的 对 应 齐 
次 方程 组 。 
现在 我 们 给 出 方程 组 (5. 1, 1 或 (6. 1. 2) 解 的 概念 。 若 一 组 孙 数 wa), “rz 人 zt) 使 得 
在 :ELa,9j 上 有 恒等式 
dz; 


三 = or + fi = 1,2,* 
成 立 , 则 称 zi) yza(t2，， "x (4) 是 方程 组 (6. 1. 1)? 或 (6. 1. 2) 在 [ae 中 上 的 一 个 解 ; 含 有 = 个 独 
立 的 任意 常数 cycs，… "yOn 的 解 

SR PIC Css? tn) | 


Xs CO UC)» ssn) 
0 (6. 1. 4 


Zs = Ws Crs sn) 
称 为 (6. 1. 1) 的 透 解 ;如 果 壬 x 个 未 就 x1 ,x2,… ,xz 解 出 的 关系 式 
BT Xa Latte sa) 一 0 
PB, (zx sXe asl Cas sn) =0 C8 1.5) 


DT Te Ta gl Cs" Co) 一 用 
能 和 确定 方程 组 (6. 1, 1) 的 通 解 , 则 式 (6. 1. 5) 称 为 方程 组 (6. 1. 1 的 通 积分 。 
车 令 久 = (zi 区 yz),… zs)7 则 碟 称 为 方程 组 (6.1.2) 的 解 向 量 ! 而 所 有 满 是 方程 
组 (6. 1. 2 的 解 向 量 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 方程 组 (6. 1. 2) 的 解 空间 ， 


一 、 齐 次 线性 微分 方程 组 的 基本 定理 


现在 主要 讨论 齐 次 线性 微分 方程 组 (6.: 1 . 3) 全 部 解 的 集合 的 代数 结构 问题 ， 我 们 假设 系数 
邱 姓 图 数 4G) 在 at 人 8 上 是 连续 的 , 它 的 元 素 st 可 以 取 复 数值 。 
1. 关于 解 的 基本 定理 | 
定义 1 设 有 汉 个 向 量 卫 数 X(t) ,Xa(2) ,XX。 人 在 [“， 人 上 连续 ， 如 果 存 在 一 组 不 全 
为 零 的 常数 0 ,cs,… “Cs ;使 
Kit) 十 caRialt) + + ennlt) = 0 € [a,B] 
则 称 向 量 函 数组 及 ， - ,yw Xi) 线性 相关 ,否则 称 它们 线性 元 关 。 


sin’:t—1 [cos 对 
0 | 0 四 
例如 ,向 量 函 数 | 0 | 与 | 0 | 在 任何 区 间 上 都 是 线性 相关 的 ,而 下 面 的 十 1 个 m 
0 . L 0 
维 咎 量 函 数 
几 £? 
0 0 0 0 
0 1|0 »I0 yy | 
LO 0 0 0 
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在 任何 区 辐 人 
事实 上 ,要 使 
奸 c 人 十 十 沪 十 cr 芷 三 0 
只 有 < 二 G2 二 "二 C441 二 0, 所 以 ,上 面 的 十 1 个 向 量 本 数 在 任何 区 同上 孝 尼 并 人 无 关 的 ， 
定义 2 设 在 区 间 [a,8] 上 给 定 个 # 维 向 量 函 数 . 


Xult) Xslt) Tx ty) 

. Xo (Ft) aatt i . 》 

KX (2) ws ee » Xslt) ms» Py 3 + = We 

0 Be le) 

称 行列 式 | | 

CLE) Tlf) me Za 人 zt) 
(2) ot) or ronlf 
Wi | | 
zat) all} nl) 


为 这 些 向 量 范 数 的 Wronski 行列 式 ， 5 

定理 1 车 X(t) 和 X;(t) 是 方程 组 (6. 1, 3 的 两 个 解 ,euyca 是 任意 常数 ， 则 它们 的 线性 组 
A 

| 本 十 -aXe 

也 是 (6. 1, 3) 的 解 。 A 

定理 2 : 如 果 向 量 郊 笋 Xi) :ts (0 在 区 则 Fe, 个 上 人 相关 由 它 人 的 Wron- 
ski 行列 式 丈 人 0) 王 0E [ep]。， 

证 明 自信 可 知 在 不 人 为 的 人 Gressen 使 得 

cx GD) Feo) + toXl) = 0 E [«,8] 

把 士 式 站 成 是 以 cu cs; *…， 6 为 未 知 量 的 齐 次 线性 代数 方程 组 , 而 它 的 系数 行列 式 就 是 
久 1(0) ,证 osXA) 的 Wronski 行列 式 WWG2)。 因 方程 组 有 非 熙 解 (cisco ycs), 故 其 系数 行 
列 式 应 为 零 ， 即 We ) 二 0'tE [a,Bj. 证 毕 。 


定理 2 的 道 定理 未 必 成 立 。 例 如 ,向 基 夯 数 | |， ei i 


i 下 
WQ) = 
0 0 


| 


但 它们 是 线性 无 关 的 。 
必须 指出 ， 这 个 定义 的 向 量 浮 数组 的 线性 相关 | 性 与 在 线性 代数 所 定义 的 向 量 组 的 线 住 
相关 性 并 不 是 完全 一 样 的 。 2 
定理 3 若 方 程 组 (6. 1.3) 的 解 吕 (Xi 人 线 性 无 关 , 则 它们 的 斑 tonski 行列 
式 儿 (天 0 [ep 。 
证 明 用 反 证 法 , 设 疹 存 在 ELa,B8j, 使 W(to) 二 0, 考 察 
Ci) 十 crto) 十 "十 ct) 二 0 
因为 三 人 to) 一 0, 所 以 必 有 zs， 5 存在 ,使 得 1 
RX) = ERI(E) 十 CaRalt) 十 … + caRalt) 
是 方程 组 (6. 1. 3? 的 解 ,上 且 X(t6)= 0。 
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但 是 , 当 #t€ ca,8j 时 ， 恒 等 于 零 的 向 量 函 数 0 也 是 方程 组 (6 1. 3) 注 足 初 坟 条 件 (070 

的 解 。 由 和 解 的 唯一 性 知 卫 (4) 寺 0,tE -ay0], 即 
OK) + GX) + Xt) 0,t E [a,B] 、 

因为 站 sf sn 不 全 为 零 ,这 与 XE Xatt) se ,Xu(f) 线 性 无 闫 的 假设 矛盾 。 渤 理 得 证 。 

推论 方程 组 (6.1. 3) 的 个 解 关 (1) , 交 ;(#),"… ,及 人 成 的 和 Wednald 行列 式 WD 在 : 
ELa,8J 上 ,或 者 恒 为 零 或 者 民 不 为 零 。 

定理 4 车 六 1(1) ,s(t),*… 人 二 训 和 得 人 1.3) 的 有 Mh 旭 它 们 的 won fra 
满足 下 列 关系 式 

Wit) = Wt)ek, Let) Md 1 tde 
证 明 由 Wronski 行列 式 求 得 公式 得 


z EY Kalb) tt) | zult) za) vs zu ty | 
dW Talt) Tali) xo) za wall) ra] 
Le i wr 和 a 机 十 "十 “a ne 人 六 (6. 1 6) 
Tn lt) Tn) rmt) | rkt) cll) a rt) 


由 于 六 C0) ,X(t) ，… ,Xtz) 痢 是 方程 组 (6.1. 3) 的 解 ,所 以 式 (6. 1. 6) 右 端的 第 -- 项 等 于 
| Da Da … Sa (rn 


7 


nl Tn2 Ey 证 am 


ja CO Hue ee Antz 


= a: i 
al Tus Tan | 
天 = an OW Cf£) . 
其 它 的 每 一 个 行 于 列 式 都 作 类 似 的 处 理 ， 于 是 短 到 - 


= [ed + ost + “+ a WO) 


积分 得 : 
W(E) = W(t)exp 小 [a, C7) sh Quatt) 十 … 十 元 全 出让 

从 上 式 可 以 看 出 ， 方程 组 (5.1.3}) 的 n 个 解 所 构成 的 Wronski 行列 起 对 某 一 点 也 已. [as8] 
来 说 , 著 友 人) 一 向 则 多 的 振 0; 车 佬 (天 0, 则 到 人 天 DotE [a,8]。 


定理 5 方程 组 (6. 1, 3) 一 定 存在 = 个 线性 无 关 的 解 XC2) ,X35) ys) 。 
证 明 任 取 aE[La, 了 ,由 解 的 存在 唯一 性 定理 ,方程 组 6. 1, 3) 分 别 满足 初始 条 件 


区 
te Xi = Xa lto) | ] Xi) 一 | ， 


Lo 0: 
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一 一 一 -一 一 一 


的 个 解 六 《2)， 尺 04) ,+… ,XX 一 定 存 在 。 又 因为 这 个 解 的 到 ronski 行列 式 克 人 ?一 1 天 0， 
故 久 1(2) , 议 ,2) ，,… ,XX.(2) 是 线性 无 关 的 。 讶 毕 ，。 
| 定理 6 若 关 (1) ,Xlt),…,X, (1) 是 方程 组 (6.1.3) 的 n 个 线性 无 关 解 , 则 方程 组 
(6.1.3) 任 一 解 叉 () 均 可 表 为 
. . X(t) = c.X Ct) Vo ne 
其 中 ,eiyc2，** “Cn 是 相应 的 确定 常数 。 

证 明 取 一 组 常数 ccsy…cc* 对 于 任 取 E [LapB], 令 X(to) 二 cyX1 (80) 十 coXs(to) 十 十 
ceX(to)， 把 它 看 成 是 以 c1， cz，…， cs 为 未 知 量 的 方程 组 , 则 方程 组 的 系数 行列 式 就 是 W 
(to)。 因为,(t), 叉 ,(t) ,"*，X.《t) 线 性 无 关 , 于 是 Wtto) 关 0, 所 以 方程 组 有 唯一 解 ci cs，*…… yc,。 
以 这 组 确定 的 c. ,co，*…,es 构成 的 向 量 函 数 cuXi (4) 十 coX2C2) 十 … 十 coXn (的 也 是 方程 组 
(6.1. 3) 的 解 。 于 是 方程 组 (6. 1. 3) 的 两 个 解 关 (2 和 ci (2) 十 cs 叉 Ct) 十 十 c.X.《z) 且 有 相同 
的 初始 条 件 , 即 | 

和 KE0) = ci 和 (t) 十 caXoltn) + … 十 eX) 
由 解 的 唯一 性 ,得 到 
天 过 ) = CIK) 十 Cop (tf) 十 十 让) 
证 毕 。 

由 定理 5 和 定理 6 可 知 ,方程 组 (6. 1. 3) 的 解 集合 的 最 大 线性 无 关 组 的 个 数 等 于 *。 我 们 
称 方程 组 (6.1. 3) 的 任意 个 线性 无 关 解 XX (4 ,和 ，…，X( 的 为 方程 组 (6. 1. 3) 的 一 个 基本 
解 组 。 显 然 ,(6. 1. 3 的 基本 解 组 不 是 唯一 的 ， 但 是 知道 (6. 1. 3) 的 一 个 基本 解 组 就 知道 了 它 的 
全 部 解 ,因此 

X GD) 一 人 


是 方程 组 (6. 1. 3) 的 通 解 。 . 

方程 组 (6. 1. 3) 的 解 空 间 的 维 数 是 *, 即 方程 组 (6. 1. 3) 所 有 解 的 集合 构成 一 个 x 维 线性 
空间 ， 

2， 基本 解 和 矩阵 

定义 3 车 一 个 nx 的 和 矩阵 的 每 列 都 是 方程 组 (6. 1.3) 的 解 , 则 称 这 个 矩阵 为 方程 组 
《6.1. 3) 的 解 矩 阵 , 若 个 解 在 [a， 站 下 全 作乱 关 的 | 则 称 解 矩 阵 为 方程 组 (6.1. 3) 在 [a,8] 
士 的 基本 解 矩阵 。 

我 们 用 Ge) 表示 由 方程 组 (6. 1.3) 的 ”个 线性 无 关 的 解 更 (2) ,B02) ,… ,多 ,(4) 作 为 列 构 
成 的 基本 解 抢 阵 , 即 

G0) = (0) ,B,D CE)) 

于 是 ,下 以 把 定理 5 和 定理 6 以 及 定理 2 条 定理 :3 简要 地 表达 为 以 下 两 个 定理 。 

定理 7 方程 组 (6. 1. 人 对 方程 组 (6. 1. 3) 的 任 一 解 殉 (#) ,一 
定 存在 *” 维 常数 向 量 C 使 

Vt) = GC 

定理 8 方程 组 (6. 3) 的 一 个 解 矩阵 G(z 是 基本 解 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 detG(#) 关 0， 
t€E [ap], 而 且 如 果 对 某 一 个 各 E [ayp],detG(to) 天 0, 则 detG(bD 天 0 会 [cy 扑 。 

必须 指出 ,定理 8 的 结论 ,只 是 对 方程 组 (6, 1. 3)? 的 解 向 量 斯 构成 的 解 矩阵 才 成 立 。 一 般 的 
函数 惩 阵 在 其 列 向 量 线性 无 关 时 ,其 对 应 的 行列 式 是 可 以 为 零 的 。 例 如 ,矩阵 
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t 2 
a 1 tt 
0 0 0 


的 行列 式 在 任何 区 间 上 恒 等 于 零 , 但 它 的 列 向 量 都 是 线性 无 关 的 。 由 定理 8 可 知 ,这 个 矩阵 不 
是 能 是 任何 一 个 齐 次 线性 微分 方程 组 的 解 矩 阵 。 

推论 1 若 G(4) 是 方程 组 C6.1.3) 在 [a,8] 上 的 基本 解 矩 阵 ,B 是 非 奇 异 的 nXn 常数 矩 
性 , 则 Gt)B 也 是 方程 组 (6. 1. 3) 在 [x,8] 上 的 基本 解 矩阵 。 


证 明 
CGO) 一 [8 i 
| bl bs St bi 
| Bs bon 
= BB DD | 1 
bl bn a bn 


兰 (SbaB), ba 0, bn Bl)) 
由 上 式 可 以 看 出 ,G(t) - B 的 每 一 列 ,都 是 十 必 ) ,BB,(t) ,…; 狗 .(t) 的 线性 组 合 , 所 以 G2)B 的 
每 一 列 也 是 解 ,因此 G(:)，B 是 区 问 Le,8] 上 的 解 算 阵 ; 义 因为 detG(z) 关 0, 且 B 是 非 奇 异 撼 
阵 , 所 以 det (G (1) ，B)=detC (1) * detB 元 0， t€E [ep]。 由 定理 8 知 ， Cw- 召 是 方程 组 
《6, ]， 3) 在 [a,8] 上 的 基本 解 矩 阵 。 | 
显然 ,推论 1 的 逆 也 是 对 的 。 
事实 上 ,因为 C(i)“" 召 是 基本 解 矩阵 , 则 有 det (G(s》。 et 由 此 得 eh 即 B 是 非 
奇异 矩阵 ,于 是 B81! 存在 ,再 由 推论 1 得 
(G0) » B) » B-! = Gu) 
也 是 基本 解 矩 阵 。 | 
推论 2 着 GiC 和 G2() 是 方程 组 (6.1.3) 在 [a,8] 上 的 两 个 基本 解 矩 阵 , 则 必 存 在 一 个 
X 的 非 奇异 矩阵 B, 使 得 在 [a,8] 上 ,Gstt)==G1(t)，B。 
证 明 设 GzQ)==( 玫 人 ,于 Cy 轩 ,()) 玉 :(4) 是 Gs(#) 的 第 j 列 ,由 定理 7 可知 
W(t) = G1) 1 Bjsj = 1120n 
其 中 B; 是 适当 选取 的 常数 列 向 景 。 
令 8B 二 (8,,B;,…,B.) ,可 得 
Gt} = BtE lap]: 
又 因为 detGs(2)=detG1(t) * detB, 而 detGs( 天 0,detrGi (1) 0,t€E Le,8], 所 以 得 到 det8 关 
0, 即 BB 为 非 奇异 阵 ， 证 毕 。 | 


二 、 非 痢 次 线性 微分 方程 组 的 基本 定理 
本 段 讨论 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (6. 1. 1) 或 (6. 1. 2) 的 解 的 结构 。 
定理 9 若 多 C) 是 方程 组 (6, 1 2) 的 解 ,而 到 (0 是 方程 组 (6. 1. 2) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
(6.1.3) 的 解 , 则 Bt) 十 于 以 ) 是 方程 组 (6. 1,2) 的 解 。 
证 明 直接 令 呈 = 多 (二 炎 (2) 代 入 式 (6. 1. 2) 验 证 即 可 。 
定理 10 ”如果 (1),,(t) 是 方程 组 (6.1.2) 的 两 个 解 , 则 $(2) 一 Btz) 蚌 与 方程 组 
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《6. 1.2) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 C6. 1. 3) 的 解 。 

证 明 因为 

D2) = A BE) + FH) Bs) = A DA) + Fe) 
隆 是 有 
[@ 0) — Bla) = ACTD DN — ,tt)] 

所 以 ,B,(t) 一 (2) 是 方程 组 (6. 1. 3) 的 解 。 | 

定理 11 设 G() 是 方程 组 (6. 1. 3) 的 基本 解 矩 阵 , 争 ' (是 方程 组 (6. 1.2) 的 一 人 解 则 方 
程 组 (6.1, 2) 的 任 一 解 (zt) 都 可 表 为 

GD) = GC + $B: 0) 

其 中 ,C 是 任 一 常数 列 向 量 。 
证 明 .由 定理 10 知 ,Bt) 一 B"(#) 是 方程 组 (6.1.3) 的 解 , 再 由 定理 7 知 , 存在 常数 向 量 


C 使 
$$) — BGC) = GC 
即 本 i 
| ‘$0) = GC 十 由 人 
证 毕 。 | 


定理 11 给 出 了 方程 组 (6. 1. 2) 的 解 的 结构 。 在 已 知 方程 组 (6. 1 3) 的 基本 解 矩 阵 的 情况 
下 ,我 们 可 以 仿照 解 一 阶 线性 方程 的 作法 ,用 常数 变易 法 求 方程 组 (6. 1， 2) 的 一 个 解 。 
车 Gtt) 是 (6,1.3) 的 基本 解 吞 阵 , 则 GC 也 蚌 (6.1.3) 的 解 ,其 中 CC 为 常数 列 向 量 , 为 了 
求 得 (6. 1,2) 的 解 ; 我 们 将 C 改 为 :的 函数 向 量 CO)。， | 
现 设 方程 (6, 1.2) 有 形 如 BC) 二 G(E) XCG) 的 解 ， 这 里 CO) 一 人 c (1) iezGp cxtt))7 是 
待定 的 函数 向 基 ,将 到 (t) 一 GDC 人 代入 式 (6. 1, 2》, 得 
GC + GC HY = ACWGOCG) + FOU) 
因为 GC 是 方程 组 (6..1, 3) 的 基本 解 和 矩阵 ,因而 
CC = GIOPO 
CO = CE 十 | GdF Yds to € [ef] 
令 Cdo 一 0, 因 此 人 
C= | GHP Gs € Ce,8] 
苦 方 程 组 (6. 1:2) 有 形 如 ss | 
BC) = GCOE) 
的 解 , 则 解 中 的 函数 向 量 Cg@) 将 册 二 式 确 定 * 这 样 , (6:1.2) 鹏 解 的 公式 可 写成 
BO GW OMFG tat ELA .1D 


io 


反之 , 式 t6. 1.7) 确 定 的 函数 向 量 儿 (2) 必 是 方程 组 (6. 1. 的 解 。 
事实 上 ,对 式 (6.1,.7) 丙 端 求 导 得 到 


PUG of G1 (GSP Usdds 十 GdDG-IG)FG = ALU 于 F(ty 
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好 多 (? 满 足 方 程 组 46. 1.2), 青 有 更 (to) 一 0。 
定理 12 若 Gtt) 是 方程 组 C6.1.3) 的 基本 人 解 和 矩阵 , 则 


Ci) = Go)| G-1C)F (Cs)ds 


是 方程 组 (6. 1. 2) 的 解 , 朋 满足 初始 条 件 gto) 一 0， 
根据 定理 11 和 定理 12 可 以 看 出 , 求 方程 组 (6. 1. 2) 满 足 初 始 条 件 多 (0) 二 7? 的 解 ， 只 和解 在 
公式 
DD) ~ GDC + GE GVF ds 


中 适当 选取 CC, 即 可 得 到 。 
令 二 bt 则 区) 一 GttoC。 因 ，. detGdw0， 故 有 
C= OP) 一 人 (了 
因此 ,方程 组 (6. 1.2) 满 足 初始 条 件 下 (to) 一 ? 的 求解 公式 


和 0 = GU)G-' (4) 十 cof G-1(SF (sds (6.1.8) 


令 , 瑟 = GCG)G-' (ts)3， 它 就 是 式 (6.1.3) 满 足 初始 条 件 Sy 的 解 公式 (6.1.7) 和 
《6. 1, 8) 称 为 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (6. 1. 2) 的 常数 变易 公式 。 


例 已 知 方程 组 | , 

dz 1 

rt 

了 :> 0 (6. 1,9) 

rE 

的 对 应 齐 次 方程 组 

dz 1 ， ] 
| (6. 1. 10) 
d 1 2 2 
| 


求 方 程 组 (6. 1. 9) 的 通 解 。 
… 解 首先 求 (6. 1.10) 通 解 。 引 进 新 的 未 知 函 数 z 二 zriy, 于 是 


dz _ 1 2 .2 
下 二 一 yTy 十 引证 机 2 让 一 人 


解 得 z= 二 ft。 从 而 = 一 至 - 约 * 代 入 (6.1.10? 的 第 一 个 弃 程 得 ,y=tlmnt:z=t 人 (1 一 laty。 于 是 


《6.1, 10) 的 两 个 解 为 
sw [0]- [A 


[zt | 站 Se 
Su yt) zlnt de 


且 Wronski 行列 式 
£2 (1 — lney 


WO 一 
”并 nz 


一 电 关 0 (>0) 


从 而 得 到 (6. 1. 10) 的 菇 本 解答 阵 
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cn -~ [ i (= | 


we tn¢ 
经 计算 得 
中 1 ”lnr zlnz 一 "| 
G-1(r) = 二 | 
(7) = 
又 
a 
FU a 
于 是 
，、_ 1finr 一 rnr 十 加 
Gn 
为 简单 起 见 , 取 思 一 1, 则 有 
去 In 一 Slne 十 了 一 冯 
| cpreod 一 
' z:_ 了 上 
ln 3 pu 3 


最 后 , 方 释 组 (6. 1. 9) 的 通 解 为 。 


工 > ee 2 ee 
slne B+ a 了 


远志 “|]- [ E72 ed E 
Ly 一 站 tlnt CL 3 3 


[2 2 J 2 
zine 2 tlnt a 十 at 


836.2 常 系 数 线性 微分 方程 组 


本 节 应 用 § 6. 1 的 理论 ,具体 地 求解 常 系数 线性 微分 方程 组 的 问题 ,主要 讨论 齐 次 线性 微 
分 方程 组 
KX' 一 AX A (6. 2.1) 
的 基本 解 算 阵 的 结构 ,其 中 ,处 二 Ceszos…… yz) ;二 (qj) 是 nxXn 的 常数 算 阵 ,我 们 将 通过 
代数 的 方法 探求 (6. 2. 1) 的 基本 解 矩阵 。 E 
.. 一 、 和 矩阵 指数 e*^( 或 expA) 的 定义 和 性 质 
定义 1 设 4 是 ”>Xn 惩 阵 , 扼 阵 指数 。* 定义 为 
会 了 入 一 了 + 有 4 二 直入 十 十 直人 十 … (C6. 2. 2) 
2—1 
其 中 ,7 为 w 阶 单位 矩阵 ;A" 是 矩阵 和 4 的 # 议 蛤 、 规定 4'==1,01 =1。 式 (6.2.2) 右 绒 的 级 数 
对 于 任意 4 都 是 收 黎 的 ,因而 e* 是 一 个 确定 的 矩阵 ， 
事实 上 ,由 范 数 的 性 质 易 知 ,对 一 切 正 整数 下 ,有 
.开外 4 
| 而 | 丢 亲 


义 因 对 于 任 一 移 话 4, ‖ 4 | 是 一 个 确定 的 正 实数 ,所 以 数 项 级 数 
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1 十 141 + .A + 


是 收敛 的 ,其 和 为 > 一 1Te'  。 
必须 指出 ,如 果 一 个 矩阵 级 数 的 每 一 项 的 范 数 都 小 于 一 个 收敛 的 数 信 级 数 的 对 应 项 , 则 这 


个 矩阵 级 数 是 收 敏 的 ,因而 式 (6. 2.2) 对 于 一 切 定 阵 4 都 是 收 全 的 。 
定义 2 定义 级 数 
Se 


式 (6. 2. 3) 在 上 的 任何 有 限 区 间 都 是 一 致 收 敏 的 。 


矩阵 指数 e 的 性 质 : 


-ea+3 一 ede 


事实 上 ,由 二 项 式 定理 及 4B=B4, 得 
> (A 十 B): = 忆 [ 语 Ya 4 于 ] 


《6, 2, 3) 


8 


ea 一 


而 
_ [富有 4[ 守 3 


所 以 | 
2. 对 于 任何 Xn 矩阵 4, 则 (e*) 一 存在 , 且 有 


(Ce4)-! 已 一 4 


事实 上 ,因为 4 与 一 4 是 可 交换 的 , 令 5 一 一 4, 由 性 质 1 ,得 
ees 一 e+- 一 e0 一 了 


所 以 e 是 可 道 的 , 且 (e*) :一 e <。 

3. 车 8 为 非 奇异 矩阵 , 则 
了 4A8 = B-lespB 
事实 上 ,由 盾 阵 指数 定义 为 | 
es 14B = 了 十 人 


A=1 
4. pol 


于 是 
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GD 一 0+A4 二 一 


本 CC 人 ws 
RH + i + 各 一 1)1 下 
一 Ae”* 
定理 1 和 矩阵 6(4)==e*' 是 (6. 2. 1) 的 基本 解答 阵 ， 月 GC0) = 了 ,反之 ， 满足 GC0) = 了 的 基本 


解 算 阵 就 是 e^。 

证 明 由 于 Gt0) 二 J,G'(#) 二 AG(t) ,所 以 Gtt) = 二 ee 是 方程 组 (6.2.1) 的 解 矩 阵 ,又 因为 
detrG(0) = 二 detT 二 1, 因 此 G0) 是 方程 组 (6. 2.1) 的 基本 解 矩阵 。 , 
友之 , 若 GG 是 46. 2,1) 的 基本 解 矩 阵 , 且 G(0) 一 7， 由 方程 组 解 的 鸣 - 性 , 即 得 GC) = 


At 


和 

根据 定理 1 可 知 ,(6. 2.1)? 的 任 一 解 B(z) 都 可 以 写 战 

B12) = eC 

其 中 ,C 是 常数 向 量 。 

例 1 试 求 X 一 | ， | 的 基本 解 矩阵。 

2 | 2 01] 0 11 2 [出 0 1 
钥 因为 4 一 | 2 辣 |, ol]? 网 :jc- [。 |. 且 有 BC=CB, 于 是 
er = et 一 emer 


ll le el se 
le ooh ee 
二 、 基本 解 矩阵 的 计算 公式 


本 眉 利 用 线性 代数 的 基本 知识 ,讨论 exp(At) 的 计算 方法 ,从 而 解决 常 系数 线性 微分 方程 
组 的 基本 和 解 甜 阵 的 具体 计算 问题 。 

1. 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 

类 似 于 解 n 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 方法 ， 设 方程 组 (6. 2 1) 有形 如 
$B) = eC, CF 0) 


的 解 , 代 入 式 (6. 2. 1), 得 
Ae*O = Ae*C 
于 是 | - l 
QAIC=0 
因此 ,eC 是 (6. 2， 1 的 解 的 充分 出 要 条 件 是 满足 加 
det(M — A)=0 
设 4 是 一 人 
RN 一 det 一 人 4) 
是 4 的 关于 4 的 次 特征 多 项 式 ， 而 
Fa = NU- A|l=0 (6. 2. 4) 
称 为 4 的 特征 方程 ,也 称 为 式 (6- 2. 1) 的 特征 方程 。 满足 式 (6. 2. 4) 的 4 叫做 4 的 特征 值 (或 特 
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根 )。 对 于 4 的 任 一 特征 值 4, 方 程 组 
(一 4C=0 
的 非 零 解 向 量 C, 叫 做 4 的 对 应 十 特征 向 量 。 
根据 雇 上 的 讨论 , 泊 4 是 4 的 特征 值 ,C 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 时 ,ec 就 是 式 (8. 2,1) 的 
-个 解 。 
若 1 一 % 是 特征 方程 的 单 根 , 则 称 是 简单 的 竺 征 根 ; 若 = 为 是 特征 方程 的 上 重 根 , 则 称 


入 是 上 & 重 特征 根 。 
例 2 解 方程 组 
一 第 4 
区 -| 下 
1 一 1 
解 
二 4 
| 2 -| 
: 1 .= 
的 特征 方程 为 


det(Hf ~ A)=0Q— DG 3)U+2)=0 
4 的 特征 根 4 二 1,3, 一 2。 它 们 对 应 的 特征 向 量 依次 为 


| 


ns 


4 e+re! 1 se * 
1 Ll oe 

2. 当 和 矩阵 4 的 具有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 时 基本 解 窍 阵 的 计算 

从 线性 代数 可 知 ,不 同 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 必 然 是 线性 无 关 的 * 但 一 个 上 重 的 特征 
根 却 不 一 定 其 有 天 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,对 应 于 不 重 根 , 矩 阵 邓 一 4 的 秩 必 然 是 大 于 或 等 于 

2 一 上 因此 ,= 阶 窍 阵 4 具有 人 名作 寺 关 的 特征 向 量 包 括 以 下 两 种 情况 : 

(1)4 上 共有 ?个 不 同 的 特征 值 : - 

(2)4 的 每 一 重 特征 入， 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 与 特征 值 的 重 数 相间 。 

下 面 给 出 当 de 微分 方程 组 (6. 2. 蕊 的 基本 解 矩 阵 的 计 
算 方 法 。 

定理 2 若 卸 阵 4 具 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 TD yo .它们 对 应 的 特征 值 分 别 
为 (可 能 有 相同 的 ), 则 方程 组 (6. 2. 1) 的 基本 解 矩 阵 是 

GU) 一 (euYi sev, ,ewy,) .. i 
证 明 由 上 面 关 于 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 可 知 ,每 一 向 匣 涵 数 … 
erV; (f= 1,2,,n) 

都 是 (6. 2. 1) 的 一 个 解 。 内 此 矩阵 : 
GE) = CesV, eV, ,CHV,) 


因此 方程 组 的 通 解 为 ; 
—1 [1 


X(t) = 


是 式 (6， 2, 了 的 一 个 解 矩 阵 , 叉 因为 向 量 TY 线性 无 关 , 所 以 
detG(0) = det(Vi ,77 天 0 


为 起 ,G( 纪 是 (6. 2,1) 的 一 个 基本 解 先 阵 。 证 毕 。 


例 3 求 方程 组 

1 | 

大 一 | 1 0:1lx 

1 1 虽 
的 一 个 基本 解 和 矩阵 
和 解 由 特征 方程 

1 一 1 一 1 
det( 邓 一 4 三 | 一 1 A apa- 


解 得 A 二 2, 轴 二 轴 二 一 1 
对 应 风 =2 的 特征 向 量 为 
U = a(1,1,1)7 
对 应 为 二 加 = 一 1 的 特征 向 量 为 
V= B00,1, — 1 ,W =7(,0, 一 1 六 
取 a=8=7Y=1, 则 得 基本 解 矩 阵 : . 
ee” 0 所 
GG) 一 e 一 0 | 


HW et et 


3. 当 和 矩阵 4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 小 于 ”时 ,基本 解 矩 阵 的 计算 

车 特征 方程 duet(M 一 4) 一 0 具有 重 特 征 根 时 , 则 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 有 可 能 小 于 
n, 这 样 , 就 不 能 用 定理 2 求 基本 解 矩 阵 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 设法 直接 求 满足 初始 条 件 
(0)= 二 #7 的 解 

BU) = erp, E 

这 种 问题 的 二 要 困难 在 于 :ev 是 一 个 泡 穷 矩阵 级 数 , 它 不 使 于 计算 。 如 果 能 使 e7 变 成 有 限 项 
的 和 , 那 未 这 -- 困 难 就 可 以 克服 。 为 此 ,需要 引述 线性 代数 的 有 关 结 论 , 作 为 预备 知识 。 

设 a 是 . -个 nXn 的 害 阵 ,入 ,Ass 是 及 的 不 同 的 特征 值 , 它 的 重 数 分 别 为 nso 》 
nes 十 nz 十 … 十 一 x, 吕 以 证 明 对 应 于 每 一 个 Ps 的 重 特 征 值 为 处 , 线 福 方 程 组 

A ~ AMU = 0,7=1,2,1k 
具有 个 线性 无 关 的 解 。 因此 这 一 方程 组 的 解 的 集合 构成 一 个 六 维 的 子 空间 GeiG 一 1,2，， 
&) ,利用 这 些 于 空间 ,我 们 可 以 对 维 的 每 一 个 向 量 进行 分 解 。 即 对 =” 维 空间 的 任 一 向 量 
万 ,存在 唯一 的 一 组 向 基 六 2 ,其 中 UE G=1,2,." ,8) ,使 得 
U=U +U + 二 加, 
上 面 所 述 分 解 理论 的 两 个 特殊 情形 ， 
41) 着 4 具有 个 相 异 的 特征 根 即 z 二 1,: 一 1,2,…n, 则 任 一 向 量 U; 可 表 为 
U=U, 二 Us 二 UU， 
=cV: FcV s+ +e, 
其 中 ,Vi,V4,…,V 是 入 的 一 组 线性 无 关 的 特征 向 量 ;c.《i 一 1,2,…n) 是 某 些 租 数 。 
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C2) 若 4 只 有 -个 特征 值 ( 即 x 重 特征 和 值 ), 这 时 不 必 对 n Ns 并 且 易 于 求 出 
基本 解 怎 阵 o。 
我 们 可 求 方程 组 (6. 2. 1) 满 足 初 始 条 件 6(0) 二 7 的 解 
Bt) = er. 
首先 将 = 维 向 量 # 在 各 于 空间 多 ; 上 进行 分 解 , 设 
y= + UU ED C=1,2,k) 
且 
CA — AYiC, — 0,7 = 1,2," 8k. 
当 ?zx 时 (为 正 整 数 ), 显 然 有 
QT AAU = 07 = 1,2,0 


注意 到 | | 
i 
DU) = er 一 etl + t+ + Ui) 一 Dyert, 
及 
, HAN, TA 
er OA 一 人 十 (7 一 全 一 + 
因为 当 zu 时 ,CI 一 4)07 一 0。 
根据 怎 阵 指数 性 质 ( 一 4 与 ! 可 交换 ), 有 
eA 一 ee “而 Bb 
因而 得 
全 "477 = ee 
"| Cl ay LT mk 
jb Woh “中 Ga 一 1)! 所 
于 是 
i 
这 A 2 《一 4 ,— LI7, 
00) ~ De (T+ 一 at ee | 
或 写成 
天 全 i . 
Gt) = Per > | 一 如 (6. 2. 5) 
1 一 1】 了 = 一 0Y" 


公式 (6. 2. 5) 就 是 方程 组 (6. 2. 1) 满 足 初始 条 件 画 (0) 一 ? 的 解 。 

公式 (6. 2. 5) 表 上 明 , 常 系数 线性 微分 方程 组 (5.2.1) 的 任 一 解 ,都 可 以 道 过 有 限 次 代数 运算 
求 出 来 。 同 时 ,从 公式 (6. 2.5) 还 可 以 得 到 基本 解 矩 阵 e#。 

然后 再 来 考虑 ,4 只 有 一 个 = 重 的 特征 值 的 情形 。 这 时 线性 方程 组 

(hl — AMU=0 
必 有 ?= 个 线性 无 关 解 方程 的 解 集合 构成 一 个 " 维 线性 空间 ,于 是 任 一 “ 维 向 量 都 是 方程 组 的 
解 。 因 此 ， 
(hf 一 A 

必 为 零 矩 阵 。 于 是 可 以 直接 得 到 e*, 而 


一 出 “ht 《7 一 加 


es 一 ee 一 上 (6,2.6) 


根据 公式 (6. 2.5), 可 以 直接 得 到 下 面 的 一 个 定理 “这个 定理 在 肖 币 分 上 各 的 理论 和 应 有 
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上 都 是 非常 恒 贺 的 。 

定理 3 对 于 给 定 的 常 系数 线性 微分 方程 组 (6. 2. 1) ,有 

(1) 若 4 的 特征 值 的 实 部 都 是 负 的 ; 则 《6. 2.1) 的 任 一 解 , 当 i-* 十 2 时 都 趋 于 零 ; 

(2) 若 4 的 特征 直 的 实 部 都 是 非 正 的 , 旦 实 部 为 等 的 特征 值 的 重 数 与 所 对 应 的 线性 无 关 
.的 特征 向 量 的 个 数 相同 , 则 方程 组 (6. 2. 1 的 任 一 解 当 上 > 十 ce 时 ,部 保持 有 界 ， 

(3) 苦 4 的 特征 值 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 则 (6. 2. 1) 至 少 有 一 解 当 : 一 合 c 时 ， 趋 于 
无 穷 。 

证 明 根据 公式 (6. 2,5) 易 知 ,方程 组 (6. 2.1? 的 任 一 解 都 可 表示 为 上 的 指数 函数 与 上 的 
等 函数 的 线性 组 合 , 即 可 得 (1) 和 (2) 的 结论 。 | 

设 4=a 二 i 诊 是 4 的 特征 根 ; 且 a>0, 取 7 为 委 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 则 向 量 观 数 

BD) = er = e*™Py 
是 (6,. 2, 1) 的 一 个 解 。 于 是 , 当 上 > 十 co 时 ,有 
让 人 人》 和 一 es 7 ~ 十 co 

这 就 证 明了 定理 中 的 (3)。 : 

例 4 求 方程 组 忆 ' 一 4X ,其 中 太一 (zzyy2z3) 并 


3 一 1 1 
4 一 0 1 
. -1 2] 
满足 初始 条 件 名 (0) 二 #7 二 《Hh, 加 ,加 》 的 解 甸 (2) ,并 求 e*。 
解 4 的 特征 方程 为 
det( — A) 一 (一 1 一 2)2 一 


特征 入 为 为 ==1 ,为 = 罗 二 2, 其 中 久 的 重 数 为 四 一 1 的 恒 数 二 2。 解 下 面 方 程 组 
I A=0 和 27 — A = 0 


[一 2 十 1 -Hh 亲 
dA -2 +1 = ul= (0 
ti +1 -ub a 


.fo 》 丰 
a 上 ,其 中 为 任意 常数 


首先 讨论 


此 方程 组 的 解 为 


于 是 子 空间 Bi 是 由 向 量 Ui 所 张 成 的 。 


其 次 讨论 . 
En fo 0 op ro 
(1 AYU = | 1 | 叶 - | 
1 -1 oll] hn 
此 方程 组 的 解 为 
P|, ; . 
U,= 9 
7 
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了 空间 急 ? 是 由 各 量 已: 所 张 成 的 。 
现在 讨论 向 量 ?一 (7 ,及 ,0507 在 于 空 旬 名 .ao 上 分 解 。 令 
7 三 UU, 十 UU € WU Us € Hl,, 


及 一 久 
| 十 如 二 六 
4 十 了 二 
解 得 s 一 六 一 六 ,有 一 及 ,一 六 一 多 十 六 ,于 是 5 
-hh 
| ;| z 
| 下 一 加 十 六 


基 而 


Y 和 


0 
| 一 站 
7 


根据 公式 (6. 2.5) ,我 们 得 到 满足 (0) 一 7 的 解 为 “ 
Gt) = elU ~— elf + (217 — AYt}U, 
| 0 - ， 十 藕 办 一 轴 十 为) 
一 人 | 防 一作 | 十 eg ， 十 基 一 ' 训 十 轴 ) 
Yr 一 7- :一 十 六 
邻 7 依 次 为 
ee 
中 时 
0J [Lo LU 
代入 上 式 , 即 得 到 三 个 线性 无 关 解 ,以 这 些 解 为 列 ,就 得 到 基本 解 甜 阵 
| : . 《1 十 ze | 一 te* te” 
加 一 | 一 着 十 人 于 De eter terl| 
| | 一 人 十 ez 一 EL es 
= 下 直 天 人 和 分 方 入 的 ' 娄 人 式 
设 非 齐 次 线性 微分 方程 组 为 。 I 
i (6. 2.7) 


其 中 ,4 是 mXz 的 常数 矩阵 :P(t) 蚌 已 知 的 连续 向 量 函 数 ， 因为 (6， 2. 7) 对 应 的 齐 次 线性 微分 
方程 组 (6. 2. 1) 的 基本 解 矩 阵 为 GG) 一 e+ 这 样 8 6， 1 中 前 常数 变易 公式 (6; 1; 8) 在 形式 上 变 
得 特别 简单 ,其 中 
G1(s) = Ce) 1 ~ e- 
| GG lt) 二 ee- 的 二 eco a 
人 4y, 这 样 方程 组 (6, 2. 7) 满 足 810) 一 了 的 解 为 


~ 更 CD = 和 + eR)ds (6. 2. 8) 


公式 (6. 2- 8) 就 是 党 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 常数 变易 公 Re 
例 5 解 Cauchy 问题 
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0， #0 
y (1)= 
J 1， >0. | 
. ”0 6 A —é6 I Ee 四 
一 : < 一 -1 一 
解 ”已 知人 ea oar | | A RAt6l x :从 
而 求 得 


网 下 > Ge “Ge ] 
a 一 ， 
ee — 2e ?3e-* 
再 由 式 (6. 2. 8) 得 原 方程 组 的 解 - ; 


XW) = erX, +[e er 了 a 


Ge-— 20—0) _ en 
wi 
. eX, + Ze 一 2 人 一 7 je” St ,| 
Ea wn De 6e :一 fe * | | 一 3e 革 十 
一 ez 十 ea 一 2 十 3e-3 


二 
a e ' 


§ 6.3 线性 周期 条 统 的 Floquet 理论 


本 节 考 虑 周期 系数 线性 微分 方程 组 ， . 
a RAGYX., . (6.3.1) 
其 中 ， Pa che bl T(T>0) 为 周期 的 连续 的 xXn 矩阵 函数 ， 
BAG+T)= A ,R= Ciyrrrr st )" 研究 方程 组 (6. 3. 1) 解 的 性 质 ,Floguet 理论 和 Lia- 
punov 可 化 组 的 情形 。 


-一 矩阵 的 对 数 隐 数 logX ， 


引 理 设 4 是 任 一 非 奇 异 的 ax 矩阵 则 必 存 在 ”Xz 矩阵 吾 使 二 一 
必须 指出 , 引 理 中 所 出 现 的 窍 阵 B 并 不 是 唯 -… 的 。 例 如 3 
es = ee = ett k= 0, 十 1, 士 2,… 
定义 1 设 克 为 非 奇 异 答 降 ， 如 果 存 在 了 矩阵 使 得 
er=X 

则 称 矩 阵 了 为 定 阵 的 对 数 函 数 , 记 作 Y 了 二 logXX。 昂 然 ,这 个 函数 是 多 值 的 。 

还 可 以 指出 ,一 个 实 的 非 奇 异 征 竹 C 的 对 数 不 . ' 定 是 实 的 , 即 不 一 定 就 存在 一 个 实 的 矩 
阵 屯 ,使 时 一 C; 如 单行 单列 矩阵 C= 一 1 就 是 一 例 。 但 可 以 证 明 : 若 C 是 一 实 矩阵 , 则 必 存 在 - 
个 实 矩阵 B, 使 Ce8。 LR 3 


二 、 周期 系数 线性 微分 方程 组 解 的 基本 性 质 


定理 1 若 Go 是 方程 组 (6. 3.1) 的 基本 和 解 秆 阵 ; 则 GCT) 也 是 方程 组 (6 3. 1) 的 基本 
解 矩 阵 : 从 而 存在 一 个 非 奇 异常 数 矩 阵 C, 使 
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WT 


AT 


Ge 十 T) = GC 
此 处 C 称 为 方程 组 (6. 3. 1) 的 关于 解 Cdt) 的 根本 矩阵 。 
事实 上 ,由 det GC1) 关 0 (一 oo<it 之 二 00), 得 
det GG 二 7) 关 0 (一 oo < tC 二 oo0) 
此 处 ,由 于 
#6 +T)=AG+TIGG+T) = AWGUE 十 了 ) 
故 CGG 十 7T) 也 是 方程 组 (6. 3. 1) 的 一 个 基本 解 矩 阵 ， 
可 以 证 明 ,方程 组 (6, 3,1) 的 所 有 根本 和 矩阵 都 是 彼此 相似 的 。 


定理 2《Floquet 定理 ) 对 方程 组 (6. 3. 1) 的 任 一 基本 解 夫 隆 G()， 必 存 在 -个 可 微 的 , 周 
期 为 了 的 非 奇 异 矩 阵 函 数 PCz) 和 一 个 常数 逢 阵 B, 使 


G00) = 已 (De& C6. 3.2) 
证 明 四 定理 1, 必 存在 一 个 非 奇 异常 数 矩 阵 C, 使 
Gu 二 Ty = GC (6. 3.3) 
又 恨 据 引 理 , 必 存 在 一 个 非 奇异 常数 短 阵 月 ,使 
C= 二 e? 或 8 二 未 logC -06.3.4) 
如 令 , 
PO) = Gye * (6. 3.5) 
则 


GU) = Plt)es 
其 中 ,P() 是 可 微 的 ,并 且 是 周期 为 42 的 非 奇 异 的 周期 西数 ， 因为 由 式 (6. 3. 5)、(6. 3. 3)、 
(6. 3. 4), 有 
PU +T) = GG + Te tn 
= G(f)e re He- — Ge = PO) 
detP(t) = derG{t) ,dete -2 天 0 

定理 2 指出 ,如 果 已 知 GG) 在 区 间 0<szi<7T 上 的 值 , 则 它 在 一 co<t< +ee 上 的 值 就 被 完 

全 确定 .事实 上 ,由 式 (6. 3.2) 得 
G(0) = 已 (0) ,GT) = P(T)e® = P(0)e™ 
从 而 有 
em = G10)GT) (6. 3.6》 

由 此 可 以 确定 8, 这 样 ,根据 式 C6. 3.6), 由 Gt) 在 0&tST 上 的 值 就 确定 了 P 人 的 值 ;从 而 再 
根据 PL) 的 周期 性 ,由 式 (6. 3. 2) 便 确定 了 COGD 在 整个 一 < 十 == 上 的 值 。 

定理 3CLiapunov 定理 ) 在 变换 X= Pt)Y 之 下 ,方程 组 (6. 3.1) 可 化 为 常 系数 线性 微分 
方 可 组 TN 


dz _ 
TT BY 


其 中 , 逢 阵 8 和 PG) 分 别 由 式 (6. 3.4) 和 式 (6. 3.5) 确 定 。 
证 明 ”在 等 式 久 =P(CtY 两 端 对 :微分 ,得 
AQYPOYY 一 恶人 + POOY 
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从 而 
= [PA:(WAWPG) — PP- WP' (YY 
由 武 (6. 3. 2) 和 式 (6. 3.5), 有 
PilCOYACGYIPGE) — PHP'G)=B 
故 
Y'= BY 

如 上 所 述 , 对 方程 组 (6. 3.1) 的 任 一 基本 解 矩 阵 G Cz) ,总 存在 唯一 的 非 奇 异常 数 和 矩阵 忆 ， 
使 Gt 十 T)=GQ)C; 而 对 应 丁 这 个 C, 又 至 少 存在 一 个 常数 矩阵 8, 使 C=e”。 

必须 指出 ,矩阵 C 的 特征 值 丸 ,为 ,…, 是 由 式 (6. 3. 1) 唯 一 确定 的 ,我 们 称 它 为 方程 组 
(6. 3. 1) 的 特征 信 。 相 应 地 , 称 矩 阵 B 的 特征 值 cyp:，…m 为 方程 组 (6. 3. 1) 的 特征 指数 , 但 
是 特征 指数 却 不 是 由 方程 组 C6， 3. 1) 唯 一 确定 的 ;因为 由 人 C 所 确定 的 B 不 蚌 叭 一 的 ,并 对 不 同 
的 吾 它们 的 特征 值 之 间 总 相差 2 的 束 数 倍 ， 又 在 方程 组 (6. 3. 1) 的 特征 值 和 (j= 二 1,2,… 1n) 与 
特征 指数 pj(j 二 1,2,…,n) 之 间 满 足 关系 

A= en 7 = 1 2 7 
例 1 如 果 Rer;<<0 或 宛 |<1,7=1,2,…,m; 则 由 式 C6.3.2) 得 
lim Gt)=0 

从 而 当 t 一 十 ce 时 ,方程 组 (6. 3. 1) 的 所 有 解 六 (一 0。 

例 2 由 式 (6. 3.2) 不 难看 出 ,要 使 方程 组 (6. 3.1) 存 在 有 周期 为 了 的 非 零 解 的 充 要 条 件 
是 存在 一 个 非 零 的 = 维 州 向 量 忆 ,使 

(e3 一 有 CC- 0 是 天 尖 闻 单位 阵 ) 

这 个 条 件 相当 于 C=e" 以 1 为 其 特征 值 ,或 妃 以 0| mod 季 ;| 为 其 特征 值 。 

下 面 给 出 一 个 基本 结果 ,由 式 (6. 3. 6) 看 出 ,G(T) 二 G(0)e 下 ,所 以 ,j= 二 1,2,… 2 也 是 矩 
阵 G71(0)GCT) 的 特征 值 ,特别 当 GC40)=I 时 , 则 ee” 二 G(T), 而 入 ,j 二 1,2,… sn 便 是 G(T) 的 
特征 值 。 于 是 根据 Liouville 公式 有 


TE% = derGT) = exp| trAtsds (6. 3.7) 
j=1 a 
从 而 
1 (7 oi 
pe = 去 jacod mod 地 | 《6, 3.8) 


因此 ,如 果 已 知 方程 组 (6. 3. 1) 的 7 一 1 个 特征 值 或 特征 指数 ,就 可 以 由 式 (6. 3.7) 和 式 (6. 3. 8) 
袍 定 它 的 第 .” 个 特征 秆 或 特征 指数 。 


三 ,可 化 组 


我 们 知道 ,在 线性 微分 方程 组 理论 中 最 简单 的 与 讨论 得 最 多 的 是 常 系 数 微分 方程 组 ,所 
以 ,我 们 对 于 可 以 利用 某 种 变换 化 为 常 系 数 方程 组 的 这 种 方程 组 最 为 关心 ,Liapunov 称 这 种 
方程 组 为 可 化 组 。 
定义 2 ”如果 存 在 一 个 非 奇异 的 mxz 和 窍 阵 聊 数 S04), 它 具有 以 下 性 质 : 
《Sb 与 9 人) 都 在 2z 上 连续 ; 
(235 (六 与 SG) 都 在 tzr 有 界 , 即 存在 好 >>0, 使 
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ISO s 3 委 对 : 当 上 六 开 财 ; 
(3) 在 变换 X= StDY 之 下 ,方程 给 56. 3. 1) 化 成 
Y=BY (6. 3. 9) 
其 中 ,B 是 一 nXxn 常数 和 矩阵, 则 称 方程 组 (6. 3, 1 是 可 化 组 。 共 有 工 述 性 质 的 算 阵 S (7 称 为 
Liapunov 矩阵 ,变换 了 及 二 SC0Y 称 为 Liapunov 变换 。 

根据 定理 3 可 知 , 几 是 有 周期 系数 的 线性 方程 组 C6. 3.1) 都 是 可 化 组 。 下 商 我 们 给 出 可 化 
组 所 具有 的 一 般 特 征 。 

定理 4(Luking 定理 ) 方程 组 (6, 3, 1) 为 可 化 组 的 充分 必要 条 件 是 它 有 一 个 基本 解答 阵 
GI 可 写成 

(Gt) = S(t)es s 
的 形式 ,其 中 SC) 和 S' 9 都 是 定义 在 上 22r 上 的 有 界 的 nx 和 窒 阵 函数 ,而 B 尾 nXn 常数 矩 
阵 。 

证 明 必要 性 : 设 方程 组 (6. 3. 1) 蚌 可 化 的 。 于 是 必 存 在 满足 上 述 条 件 (1)~{3) 的 矩阵 S 
G) ,从 而 在 变换 和 =SGD)7 之 下 ,方程 组 (6. 3. 1) 将 化 成 方程 组 (6. 3.9) ,但 已 知 es* 是 方 梦 组 
《6. 3. 9 的 一 基本 解 御 阵 ,因此 G(D) 二 S (1)e? 便 是 方程 组 (6, 3. 1) 的 一 基本 和 解 和 矩阵 。 并 且 SO) 
满足 定理 所 要 求 的 条 件 。 

充分 性 ” 设 方程 组 (6. 3.1) 具 有 形 如 G(2t) 一 S(t)e* 的 基本 解答 阵 ,其 中 Str)、B 满足 定理 
所 述 条 件 。 

令 作 变换 和 X 一 GCC)e-sY, 则 

X' = Oe my + GU Be- + Ge-™Y 
= 4GC)e -7 | 
国 为 CD 一 4AGGD 所 以 
7' = BY 
因此 ,方程 组 (6. 3.1) 是 可 化 的 。 证 毕 。 

定理 5 ” 若 方 程 组 (6, 3, 1) 的 所 有 解 才 是 有 界 的 ,并 对 所 有 的 :>r, | 4tody > 4 > 一 
oo; 则 方程 组 (6. 3. 1? 是 可 化 的 ,并 可 化 成 方程 组 了 =0 

证 明 设 GoG)= (zjitb) 是 方程 组 (6, 3.1) 的 一 个 基本 解 矩 阵 , 则 根据 它 是 有 和 愉 的 。 又 因 
Go (GD 一 (GdetGod)) ,其 中 Gi(8) 是 Go(e) 中 元 素 z+, 所 对 应 的 代数 余子 式 ,并 且 

detGolt) = detGo Ct)els 0 > detG,(r)e! > 0 
因此 detGo1 (也 是 有 界 的 ,从 而 Ge(2) 是 Liapunov 扼 阵 。 

作 变 换 巨 Ga)Y, 则 有 . 
| 和 = GY + GADY' = 4GCO7 | 
困 为 Co 一 4GoGD) 所 以 Gol2)Y' =0, 叉 因为 G6lt) 是 非 奇 异 的 , 故 Y'==0。 证 毕 。 

推论 着 方程 组 (6. 3. 1) 的 系数 矩阵 4) 满足 条 件 ” | 


十 ce 
| 1Ats) 1ds <+ co 


则 方程 组 (6. 3. 1 是 可 化 的 。 
证 明 留 给 读者 完成 。 
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》6.4 相 平 面 和 可 点 


一 、 相 平面 
设 二 维 自治 系统 
加 4 《6. 4, 1) 
坚 - gr,y) 
其 中 f(x,y) 和 gl(z,y) 是 ,yy 的 连续 可 微 函数 。 
当 给 定 zx。、yo 后 ,方程 (6.4. 1) 存 在 唯一 的 解 
过 的 sy 二 (ED 《6, 4, 2) 


满足 条 件 
~ HK0) = zo,p(0) = Yo 

显然 + 二 qlt 一 a)， y= 二 $1 一 a) 也 是 方程 组 (6.4.1) 的 解 , 其 中 a 是 常数 ,这 时 gt 一 4);,-, 二 zo， 
pla) := yo, 

把 z=gl?) ,yy 二 J(2) 视 为 (rt,y) 平 面 上 曲 绕 的 参数 方程 , 那 未 它 在 点 (gt1)， XD) 处 的 切 向 
量 是 

Cf gl) 0 人 tt) g GL) pCE))) 

即 该 曲线 在 点 (z,y) 妊 的 其 向 昌 是 (f(x),y) ,g(r,y)) ,在 zy 空间 中 的 曲线 (teCty ,Ci 是 
微分 方程 组 (6. 4. 1) 的 积分 曲线 ,而 它 在 (zx,y) 平 面 上 的 投影 就 是 以 f 二 g(t) ,y= 二 V(t) 为 参数 
方程 的 曲线 , 称 为 方程 组 (6, 4. 1? 的 相 曲 线 ,而 (zy) 平 面 称 为 自治 系统 的 相 平 面 。 

微分 方程 组 的 积分 曲线 是 不 相交 的 ,它们 在 Cz,y) 平 面 上 的 投影 ( 相 轨 线 ) 是 否 相 交 呢 ? 如 
果 f= 二 x (1),y 二 vt) 是 方程 组 (6.4.1) 的 另 一 和 解 , 它 在 (zr,y) 平 面 上 的 图 形 相 轨 线 与 相 轨 
线 (6. 4. 2) 相 交 于 某 一 点 , 即 存在 志和 +s, 使 得 

PE:) = ult) PE) = wt) 
那 末 , 因 为 z=w(t 十 ty 一 妇 ) ,y= 二 v(t 十 ts 一 而 ) 也 是 (6.4.1) 的 解 ,满足 
u(t 二 is CO— #1) li = alts) = Ht) 
VE FT) ea = v(t) 一 pt) 
从 而 由 初 值 问题 解 的 唯一 性 得 到 
ut to) vi mt) Gt) 

即 Tz 二 w(t 一 fp 一 ty 二 v(t 十 f6 一 向 ) 和 z= 二 qt) ,y= 二 g(t) 完 全 一 致 , 从 而 =xw(2),y 二 v(t) 在 
(x，y) 平 面 上 表示 的 曲线 与 +=g(t) ,y==y(z) 表 示 的 曲线 完全 “ 致 。 因 此 , 相 轨 线 或 者 重合 或 
者 不 相交 。 

定义 ” 当 g(t) 三 a,p02) 寺 6 时 , 相 轨 线 退 化 为 (z,y) 平 面 上 的 一 个 点 ,这 时 

flasb) = 0,g(a,b) 一 0 《6. 4. 3) 

反之 , 若 (a 纪 适合 式 (6. 4. 3) , 那 术 x=a,y 二 5 是 方程 组 (6. 4.1) 的 解 , 相 轨 线 退化 为 一 点 (a， 
5), 称 Cz,8) 为 自治 系统 式 (6.4. 1) 的 奇 点 ,也 称 为 式 (6. 4. dt | 

例如 ,具有 阻尼 的 单 押 运动 方程 是 
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+inp= 0 《6. 4. 4) 


dt 
其 中 ,gp 是 摆 角 ;i 是 摆 长 沙 是 阻尼 系数 是 重力 加 速度 , 若 令 
一 一 dp 
郑 末 式 (6.4. 4) 本 化 为 微分 方程 组 
dz 
Uy 
ay 二 - $sinz 一 by 


显然 ,x 一 hr,y 二 0 是 它 的 平 交 位置 ,其 中 久 为 整数 。 这 也 表明 ,一 个 二 阶 自治 系统 的 奇 点 可 能 
不 止 一 个 ， 但 是 ,我 们 总 是 对 各 个 奇 点 逐一 进行 讨论 。 
如 时 Ce, 的 是 系统 (6.4. 1) 的 奇 点 , 令 售 =zay=y6, 屠 宋 式 (6. 4.1) 恋 为 


入 f(a 十 的 


| 至 = a 
它 仍 是 自治 系统 ,并 且 (0,0) 是 它 的 奇 点 。 因此 ， 我 们 可 以 假设 奇 点 为 (0， 0) ,而 不 会 妨碍 讨论 的 
一 般 性 。 
设 (0， 0) 是 方程 组 (6 4.1) 的 奇 点 , 那 林 | 
~ ff00,0) = 0,g8(0,0) =0 


车 记 
a U0 A D0 
00) 、_ B00) 
那 未 在 (0,0) 附 近 成 立 着 


xy = ar By XR(r,y) 
BTIY) = ryt YY 
其 中 ， XCzyy)， YCzxsy) 在 (0， 0) 隐 近 连 续 可 微 ， 并 且 


| 
TN Vr g 
Et (6. 4. 5) 
lim Ke 一 0 


zy Vr y 
方程 组 (6, 4， bi 


罕 =cz 二 py 十 Xee)] 

3 (6. 4. 6) 

| 
其 中 尺 ,Y 满足 条 件 (6. 4, 5)。 1 4 站 | 

二 、 二 阶 线性 系统 的 i 


为 讨论 自 治 系统 (6. 4. 6) 在 奇 点 C0,0) 附 近 相 执 线 的 性 状 , 先 讨论 它 的 一 次 近似 方程 组 的 
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相 筑 线 的 性 状 , 然 后 借助 于 一 次 近似 讨论 (6.4. 6) 。 方 程 组 (6. 4. 6) 的 一 次 近似 是 二 阶 系统 


Es 一 ez 十 有 y 
(6. 4,7) 
党 一 yz 十 3y 
该 方程 组 的 系数 矩阵 为 . 
a BB 
0 1 赔 
当 和 4 的 行列 式 
ad — A 0. 


时 ， 方程 组 (6. 4. .7) 有 唯一 的 奇 点 (0,0); 当 有 的 行列 式 为 0 时 ， 妨 果 qsB;Y 和 和 6 不 全 为 0, 鲍 如 
es 天 0, 那 末 «zBy=0 上 的 点 都 是 奇 点 ， 当 4 的 元 素 全 为 0 时 , 相 平面 上 每 一 点 都 是 奇 点 。 下 
和 窗 主 要 讨论 8 一 好 关 0 的 情形 。 

对 于 方程 组 C6. 4. 7? 的 相 轨 线 的 性 状 , 可 以 借助 于 它 的 解 的 表达 式 来 进行 。 从 对 常 系数 线 
性 微分 方程 组 的 讨论 知道 , 它 取决 于 系数 下 阵 4 的 特征 值 的 情况 。4 的 特征 方程 是 

和 | 

村: = 一 
1. 当 (a+6)? 一 4Ca8 一 BY) 一 a 一 6) 十 48Y>0 时 ,4 有 两 个 不 同 的 实 特征 值 丸 和 各。 如果 


4 相应 于 为 入 的 特征 向 量 为 i 和 | ,| , 导 来 它们 是 线性 无 关 的 ， 方程 组 (6.4.7) 的 通 角 


(a da+ tad — BY}=0 


“ 工 二 Chuer 十 0 (6- 4. 8) 


y 2 cheh' 十 cohzae’s 
由 表达 式 (6. 4. 8) 得 到 : : 
当 ci 一 C 一 0 时 , 它 是 奇 点 (0,0); 
当 ci 天 0:cs 一 0 时 , 它 是 
z= Cihne yy = cihae 
这 从 (0,0}) 出 发 而 不 会 (0,0) 的 半 直 线 。 当 <0 时 ,该 半 直 线 上 的 点 当 上 一 十 co 时 趋 于 40,0); 
而 车 发 >>0, 那 末 当 :一 一 “时 鸥 于 (0， 0), 即 当 z 增加 时 ， 雪线 的 点 远离 奇 点 (0,0), 半 直 线 是 
直线 
jaz 一 hy =0 《6. 4. 9) 
的 一 部 分 ee 
当 ci 一 0,cs 天 0 时 ,(6.4.7) 的 解 是 
工 一 《3 下 21eia 9 = Che 
也 是 半 直 线 , 即 是 直线 | 
. het CC— hyny=0 . (6. 4, 10) 
除去 (0,0) 后 的 两 条 半 直线 。 
问题 在 于 这 两 象 直 线 式 (6. 4. 9) 和 式 (6. 4. 10) 能 否 直接 由 方程 组 (6. 4. ?) 来 决定 ? 由 于 这 
两 条 直线 都 过 原点 , 设 它 们 的 斜率 为 夫 , 这 时 :y(DAz(t) 一 上 ,从 而 天 应 当 适 合 
3 十 抱 


zt) aa 十 职 
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即 
Bh + (a— Ok—Y=0 : (6.4.11) 

当 (e 一 3) 十 48y>0 时 , 它 有 两 个 实 根 如 和 &。 也 就 是 说 ,直线 (6. 4. 9) 和 (6. 4 10? 的 斜率 
是 由 方程 (6. 4. 11) 决 定 的 。 所 以 ,并 不 需要 求 出 4 的 特征 问 量 。 其实, 由 (6. 4. 11) 能 决定 特征 
向量 。 

为 进一步 讨论 ,对 为 的 不 同情 形 仔 细 分 析 : . 

《1) 久之 加 之 0, 这 时 ,(6. 4.7) 的 每 一 相 轨 线 当 t-> 十 co 时 趋 于 碍 点 (040), 江 且 当 ca 天 0vcz 
关 0 时 


tert X(t} -i tr che 十 Coho ho 


即 是 直线 (6.4.10) 的 儒 率 。 它 表 绢 ， 所 有 和 分 的 相机 生产 次 的 0)， 且 在 (9070) 处 与 直线 
《6. 4. 40) 相 切 。 

同样 , 当 :一 一 oo 时， 《z(t) ,y(t)) 趋 于 无 穷 远 ， 且 它 的 渐 近 线 的 侧 率 为 At， 即 渐 近 线 与 
(6. 4. 9) 平 行 ,这 时 , 奇 点 称 为 稳定 结 点 。 

《2) 0 之 丸 之 加 ,这 时 , 当 1-* 一 oo 时 , (6.4.7) 的 每 一 相 轨 线 的 于 (0; “ 即 相 雪线 远离 (0， 
09), 情形 与 (6. 4. 1) 相 似 。 这 时 , 奇 点 (0， 0) 称 为 不 稳定 结 点 。 

《3) 为 之 0 之 为 ;这 时 , 当 关 0,cz 隆 0, 相 轨 线 当 tr 十 oo 时 或 二 > 一 oo 时 都 趋 于 无穷 远 ,并 且 
它 的 渐 近 线 的 斜率 分 别 为 玉 和 各 , 即 屋 直线 (6.4.9) 和 (6.4, 10)7 的 疼 率 。 进 而 可 以 证 明 ， 
(6. 4. 9) 和 (6. 4. 10) 是 相 轨 线 的 渐 近 线 。 这 时 , 奇 点 称 为 鞍点 。 因 此 , 当 因 天 4 时 , 相 轨 续 的 大 
致 形式 已 经 决定 , 剩 下 的 问题 是 , 当 咨 点 是 结 点 时 , 相 轨 线 趋 于 (0,0) 的 直 绥 的 斜率 是 方程 
(6. 4. 11) 的 包 一 个 根 。 为 此 ,我 们 看 一 些 例题 。 


yt) li Cih.ses! + cahae _ 


例 1 设 二 阶 系统 是 
学 ==3r— 2%y 
d 
dy 

这 时 ,特征 方程 


入 十 34 十 2 一 (4 十 1 十 2) 一 0 
有 两 个 负 根 , 从 而 (0,0)? 是 稳定 结 点 。 而 趋 于 (0， CE 由 
1 一 
决定 ， 所 以 加 二 一 十 ， 天 一 一 ] 。 


Pt ep 0) 时 公 切 线 的 负 率 ,我 们 取 点 (0,1) ,拉线 在 (0,1) 处 的 切线 指向 
是 向 量 ( 一 2,0)， 由 于 栖 轨 线 是 不 相交 的 ， 从 (0， 让 册 学 的 相 相 缚 才 0 0)，, 4 
应 与 ?一 一 z 相 切 (图 6.1)， 


例 2 设 二 阶 系统 是 
学 一 3z 一 23 
dy _ 
dz = 

特征 方程 


1#5 


入 一 3 十 2 一 人 一 1)(A 一 2 一 0 
有 两 个 正 根 1 和 2 ,方程 (6, 4.11) 是 
2 一 哆 十 1 一 ( 跳 二 JJ 他 一 1 一 0 


所 以 页 一 二 ,=1。 

为 决定 当 :一 一 so 时 相 轨 线 的 公 切 线 斜 宰 , 取 点 (0,1) ,过 (0,1) 的 相 轨 线 的 切线 指向 与 向 
量 ( 一 2,0)-- 致 ,从 而 相 轨 线 的 切线 指向 与 向 基 ( 一 2,0) 一 致 ,从 而 相 罗 线 在 二 一 c2 时 的 公 导 
线 斜率 为 1{ 图 6.2) 


例 3 设 二 阶 系统 是 
dz 
qt2y 
dy 。 > 
dr 
特征 方程 是 


驴 一 4 一 2 一 从 一 2)0 十 1) 一 0 
它 有 两 个 根 一 1 和 2, 所 以 奇 点 是 鞍点 。 
方程 (6. 4. 11) 成 为 
0 
所 以 为 一 到 ,一 一 1 。 


ER 过 0 所 以 相 轨 
线性 状 如 图 6. 3 所 示 。 

2, 当 (e 一 3? 二 457 一 o 时 ,4 有 两 个 相同 的 特征 值 1， 
这 时 (6. 4.7) 的 解 的 表达 式 有 两 种 可 能 的 情形 ， 

(1) 如 果 4 相应 于 i 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 


La 
le ‘jal |， 那 来 (6. 4. 7) 的 通 解 是 图 5.3 


T= (ch czhn)e” 
2 一 《cgs 十 Czaz Ye™ 
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当 cf 二 ci 二 0 时 ,它们 都 是 趋 于 或 远离 (0,0) 的 半 直 线 都 是 方程 组 (6.4. 7) 的 直 轨 线 。 
当 4<0 时 , 相 轨 线 都 趋 于 (0,0)》 ,称奇 点 (0,0) 是 稳定 的 临界 结 点 (图 6.4)} 当 2>0 时 ， 相 
轨 线 都 远离 (0,0) ,称奇 点 (0,0) 为 不 稳定 的 临界 结 点 (图 6.5) 。 


图 6.4 UU Ee 图 6.5 


显然 ,系统 


是 这 种 情形 。 


(2) 如 果 人 相应 于 从 有 一 个 特征 向 量 | ， -] ,这 时 《6.4 97 的 通 解 具有 形状 
工 一 Clipiey + colht +t giye* | 
三 cfse* 十 cathzt 十 £2)eY 


La &1 
间 网 
是 4 相应 十 六 的 循环 向 量 系 数 多 项 式 , 如 果 <0, 那 末 , 当 (> 十 ce 时 , 相 轨 线 趋 于 (0,0) 。 
当 ci 天 0,cs 一 0 时 , 相 轨 线 是 半 直 线 本 
二 capae 1 一 Ca 由 ss . 《6. 4.12) 


其 中 


当 c: 天 0 时 ,如 果 二 十 cc, 那 术 
3E)》 chs +t cothst + gs) > hs 
ZH) ht chit ee) . 
即 相 轨 线 以 半 直 线 式 (6.4.12) 为 公 切线 ， ne lh 
《6.4. 12) 的 方向 。 
半 直 线 式 (6. 4， 12) 的 斜率 下 可 由 方程 (6， 4. 11) 决 定 。 
例 4 设 二 阶 系 统 
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这 时 ,特征 方程 
居 十 拒 十 4 一 ( 信 十 2)* 一 0 
有 两 个 相同 的 根 一 2, 方 程 (6. 4. 31) 是 - 
一 4 起 一 鲍 一 1 一 -- (2 十 1)* 一 0 


相 轨 线 分 布 如 图 6.6 所 示 , 奇 点 (0,0) 称 为 稳定 的 退 
化 结 点 。 

当 4>0 时 ,C0,0) 是 不 稳定 的 退化 结 点 。 

怎样 区 分 临界 结 点 和 退化 结 点 呢 ? 我 们 知道 ,在 退化 
结 点 时 , 仅 有 两 条 趋 于 (0,9} 的 半 直 线 是 相 轨 线 ,而 在 临 
界 结 点 时 有 无 穷 多 条 ,所 以 ,只 要 从 方程 (6.4, 11) 有 儿 个 
根来 决定 就 可 以 了 。 如 累 方程 (6,4.11)? 仅 有 一 个 根 , 那 末 (0,0) 是 退化 结 点 ! 如果 方程 
《6.4. 11) 退 化 为 不 定 方程 , 即 a 一 86,8 二 7 一 0, 那 末 (6,0) 是 临界 结 点 。 

3. 当 (e 一 6): 十 48y<0 时 ,4 有 两 个 互 为 共 三 复数 的 特征 值 4=p 十 了 和 X= -iv(v>0)。 


大 ; 点 1 
设 4 相应 于 特征 值 ,的 特征 向 量 为 上 十 让, 这 时 一 | ”| 和 一 | | 是 实 向 晤 , 即 
2 2 
Ah 十 i 二 投 一 此 一 iCuh 十 4 愉 ) 


从 而 本 
AR = ph Oo— ok, AR =vh 二 ek 


Tx 
ep 


工 二 如 十 和 Fy 一 有 十 和 3 《6.4.13) 
dz de i 
hh 十 他 二 党 4h 十 录 ) 
因此 3 
4 至 +4 衬 = Ch Eh 
二 二 如 十 二 和 十 (一 虐 十 p34 
由 于 入 各 是 线性 无 关 的 ,所 以 
| 膏 = 挨 二 电量 -一 二 十 语 | (6. 4. 14) 
从 而 
所 以 
F282) + FE = eer . (6. 4. 15) 
其 中 < 为 任意 常数 ,又 : 
orctg ZS 一 一 也 
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所 以 


arctg 双全 = 一 ww . (6. 4.16) 
其 中 品 为 另 一 常数 。 
在 人 过 ,7 了) 平面 引进 极 坐 标 
天 一 Fcosd,3 一 rsing 


那 末 由 (6.4, 15) 和 (6, 4, 16) 得 到 

FF= Fer = 
其 中 7 二 c; 从 而 相 轨 线 在 (,y) 平 面 上 的 极 坐标 方程 是 

7 一 Foexp| 一 £0 —) 
它 蚌 末 绕 坐标 原点 已 的 螺 线 。 
设 了 是 过, 刀 ) 平 面 上 过 原点 万 的 直线 
了 了 二. 阮 开 
相 轨 线 在 t=t 时 冯 与 7 相交 于 玛 ,, 经 时 间 志 后 ， 幅 第 如 减少 角度 x, 从 而 再 次 与 直线 7 相交 , 设 
交点 为 服 ,, 这 时 0 而 的 长 等 于 口 县 的 长 滁 以 e 和 ;如 果 2iM 和 2M 分 别 为 I 陪 , 和 下, 在 线性 
变换 (6. 4.13) 下 的 象 , 那 林 OM 的 长 的 平方 
| OMo|:= :+ y= hz + hy) + (hoz + Ry) 
一 【人 (天 十 mk ): 一 (he 十 rms ) 


1 


= {(h) 十 mk) + (hs 十 Za) Ta i + 
好 
OM. = PD MM | 
其 中 声 二 {十 而 和 ?一 (hs 十 而 )?}/ (1 十 mw 中 是 常 元 。 同 样 
en OM, = SO 
因此 ,我 们 得 到 
.OM = et.0M, : 
这 里 系数 “与 点 Mo 的 位 置 励 关 。 所 以 ' 相 雪线 绕 原 本 和 和 全 全 和 后 , 它 的 向 入 有 


e** 倍 。 于 是 得 到 ， 

《1) 如 果 pk<0， 那 末 相 轨 线 是 环绕 原点 O 的 螺旋 线 ， 县 当 !* 十 oo 时 趋 于 奇 点 (0， 0) , 称 这 
种 奇 点 为 稳定 焦点 。 

(2) 如 果 pi>0, 那 未 当 上 > 一 co 时 ,Cr(t)，y(t))-(00)， 坷 点 (0; 0j 是 不 稳定 焦点 。 . 

(3) 如 果 wx= 0, 那 末 由 式 (6. 4. 14) 得 到 天 十 奖 一 ci 十 避 是 你, 了 ) 平 获 上 的 圆周 ,在 线 竹 变 
换 (6, 4.13) 下 变 为 (z,y) 平 面 上 的 精 圆 , 即 相 轨 线 是 以 (0,0) 为 中 心 的 椭圆 , 奇 点 称 为 中 心 。 

它们 相 较 线 的 性 状 如 图 6.7. 图 6.8. 图 6.9 所 示 。 

综 上 所 述 ,我 们 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 1 对 于 二 阶 线性 系统 (6. 4. 7), 假 设 系数 窍 阵 4 的 特征 信 为 丸和 入 , 那 末 奇 点 (0， 
0) 的 类 型 由 义 和 决定 , 即 

() 当 大安 <0 时 , 它 是 稳定 的 结 点 ; 
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人 2) 当 为 过 0 过 如 时 , 它 是 鞍点 ; 
(3) 当 0<< 委 扩 时 , 它 是 不 稳定 结 点 ; 


» - > 


| 不 稳定 率 点 中 心 
图 6.7 图 6.8 图 6.9 


《4) 当 太一 匹 一 g Hip 天 0 天 0 时 , 它 是 焦点 ; 
(5) 当 页 一 一 殉 一 动 ) 它 是 中 心 。 


三 、 关 于 非 线 性 系统 的 Perron 定理 


对 于 非 线 性 系统 式 (6.4. 6) ,有 下 述 的 Perron 定理 : 
定理 2 ”对 于 非 线 性 系统 式 (6.4: 6) 
po y) 


z+ Oy YC,y) 


假设 a6 一 B87 关 0,4 的 特征 值 为 为 和 如 , 且 当 (z,y) 一 (0,0) 时 
Xz;y) 十 Ye) 一 Of(e 十 Pr 

其 中 se>>0 是 常数 , 那 末 

(了 ) 当 为 考 入 之 0 了 时 ,00,0) 是 式 (6.4.6) 的 稳定 结 点 ， 即 在 奇 点 请 近 相 轨 线 都 趋 于 奇 点 ， 它 
们 在 (0,0) 有 公 切 线 (可 能 有 两 条 轨 线 例外 )， 

(2) 当 久之 0 之 入 时 ,00,0) 时 式 (6.4. 6) 的 鞍点 , 即 除 两 条 趋 于 540.0) 和 两 条 远离 (0,0) 的 相 
轴线 外 ,其 余 相 轨 线 者 不 趋 于 奇 点 (0,0)， 

(3) 当 大 一 殉 一 4 十 ip 天 0 天 0 村,(0,0) 是 式 (6. 4， 6) 的 焦点 ， 即 相 轨 线 是 盘旋 趋 于 或 远 
离奇 点 (0,0) 。 

这 就 是 说 , 当 4 的 特征 值 不 具有 零 实 部 时 ， 方程 组 (6. 4. 5 的 相 轨 线性 关上 它 的 一 次 近似 
决定 ,该 定理 的 证 明 比 较 复杂 ,因而 从 略 。 

例 5 考虑 具有 阻尼 的 单 押运 动 方程 

本 十 5 时 十 生 ee 0 


令 z=9,y 一 至, 它 等 价 于 方程 组 


(6.4.17) 


RH 人 | 全 


二 一 sinz 一 by 
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它 是 一 个 非 线性 系统 ,我 们 来 考察 该 系统 的 相 图 。 
首先 ,讨论 点 人 0， 0) ' 这 时 ,一 次 近似 方程 是 


“dr_ 
> 


特征 方程 是 
叉 十 只 十 时 = 


当 6>0 充分 小 时 , 它 的 根 是 一 对 共 驾 复数 ,Rei 一 一 人 F< 从 而 (0， 0) 是 稳定 焦点 。 
其 次 ,讨论 奇 点 (r,0), 置 


那 末 
dz _ 一 
一 > 
字 一 一 和 sin(E 二 人) 一 后 一 邱 sint 一 本 
它 的 一 次 近似 方程 是 
了 ps 
ey 
| 时 -和 -5 
特征 方程 是 


2 ee 
六 二 A ’ 


有 共有 两 个 异 号 的 实 根 ,所 以 奇 点 是 鞍点 < 人 我 们 称 它 
的 st le 由 下 式 决 定 :. 
sinzti 56) -及 


一 和 
i xz) too yt | 天 


即 满足 方 和 
如 十 絮 一 各 =0 


它 具 有 两 个 异 号 的 实 根 ， 因此 ，(x,0) 是 系统 C6.4.17) 的 鞍点 ， 它 的 分 界线 的 切线 射 率 避 适合 
十 式 % 

同样 ,( 一 x,0) 也 是 式 (6. 4.17) 的 鞍点 ,分 界线 的 切线 斜率 也 适合 上 式 ,而 (C6,0)、 (27， 
0)、《 一 2x10) 稳 定 焦点 ,一 般 地 , (2jr,0) 是 稳定 焦点 ,((2; 十 2)7, 人 是 散 点 ,其 中 j= 二 0; 土 1， 
士 2,…。 从 而 系统 式 (6. 4. 17) 的 由 图 如 图 6. 10。 

从 上 硬 的 相 图 看 出 ,如 果 单 摆 的 初始 动能 和 轨 能 都 较 小 , 即 初始 速度 和 摆 角 较 小 , 郁 末 单 
摆 只 能 在 平衡 位 置 附近 来 网 摆动 ,并 且 出 于 阻尼 的 作用 而 最 后 趋 于 静止 ;如 果 单 摆 的 初始 能 量 
适当 , 它 将 趋 于 新 的 平衡 位 置 x, 且 需要 无 限 的 时 间 ; 如 某 初 始 能 量 再 大 , 它 将 挠 过 平衡 位 置 x， 
而 走向 平衡 位 置 2x, 且 在 2x 附近 摆动 (相应 于 单 杰 绕 一 周 而 在 平衡 位 置 附近 摆动 ) 如 果 初 始 
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能 量 更 大 , 它 将 绕 过 m、2x, 以 至 趋 于 3r, 或 绕 过 3x 而 在 4x 附近 摆动 等 等 ,总 之 ,由 相 图 可 以 看 
出 单 摆 运 动 的 种 种 可 能 的 情形 


图 6. 10 


836.5 极 限 环 


这 一 ` 节 进一步 讨论 二 阶 非 线 性 自治 系统 
F=f(z,y) 
1 . (86, 5.1) 
他 =g(z,y) 
的 胡 轨 线 的 分 布 状 况 ,主要 是 讨论 系统 有 周期 解 时 的 几何 图 象 、 设 x 二 Ft) ,y 一 y(t) 是 自治 系 
统 式 (6. 5. 1) 的 周期 解 , 即 存在 的 常数 了 使 得 

t+ TD ppt + TT) = pt) 
那 末 该 周期 解 的 相 图 是 相 平 面 上 的 一 条 闭 曲 线 , 称 为 系统 式 (6. 5. 1) 的 闭 轨 线 。 在 线性 系统 中 ， 
奇 点 是 中 心 时 , 它 附 近 的 每 一 轴线 坚 闭 轨 线 ,其 余 情 形 系统 没有 闭 轨 线 。 在 二 阶 非 线性 自治 系 
统 中 ,有 一 类 重要 的 由 孤立 闲 轨 线 表述 的 运动 ,不 仅 对 微分 方程 理论 本 身 ,而 且 在 工程 技术 应 
用 上 也 起 着 重要 的 作用 ,这 类 孤立 的 闭 轨 线 称 为 极限 环 。 在 无 线 电 技术 中 ,广泛 使 用 的 三 极 管 
振 蓝 回路 ,是 极限 环 理论 的 重要 应 用 ,这 是 不 能 用 线性 化 来 表征 的 物理 现象 ,我 们 在 下 面 将 说 
朋 这 一 点 。 


一 .简单 例题 

我 们 从 考察 以 下 的 例子 开始 
” 例 1 .考察 系统 ee , 
党 =y+zl— ey 


d 


. : (6. 5, 2) 
分 = 一 z 十 c1 一 2 一 2) 
ae > 学 


引用 要 坐标 + 一 rcosg,y 一 rsing ' 即 = 十 > ,9 二 tg”! 之 , 那 末 方 程 组 化 为 


TT 
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"a + 学 ty "(7) 
dy dr (6. 5. 3) 
.Ey 
出 好 十 形 
由 式 (6.5, 3) ,得 ==) 
即 r=0,7=1 
1 
以 et 
V 于 ce 
当 c=0 时 , 它 是 r==1, 即 单位 圆周 症 
+=1 


当 c>o 时 , 它 是 位 于 单位 图 周 下 内 的 媒 旋 线 , 当 9- 二 
c= 时 , 它 趋 于 奇 点 (0,0); 当 b-> -co 时, 它 盘旋 通 近 于 单位 加 
周 忆 ,如 图 6. 11 所 示 。 

当 c<0 时 , 它 位 于 单位 圆周 一 的 外 部 : 当 6 一 co 时 , 它 
盘旋 汤 近 于 单位 萝 周 匡 ; 当 9 二 In( 一 c) 时 ,十 oo。 图 6 

该 例题 表明 ,单位 圆周 Piz* 十 一 1 是 一 条 闭 轨 线 ,而 在 它 的 充分 小 的 邻 域 中 ,系统 的 其 
余 轨 线 都 量 旋 趋 于 它 , 于 是 奇 点 (0,0) 是 它 的 不 稳定 焦点 ,春玉 是 系统 的 极限 环 ， 

例 2 ;考察 二 阶 系统 


dz a _ Tn 

十 一 一 十 zz 十 yD)sin 

外 (6. 5,.4) 
dy 5, 
家 二 Zz 十 yz 十 yDsin 三 


规定 右 端 函数 当 z= 二 y= 二 0 时 取 值 0。 
引用 极 坐 标 , 该 方程 组 (6. 5:4)? 化 为 


所 以 ,每 个 再 局 


WW 1 + HY , 
3 T 到 一 12 时 ， 下 < 
1 

当 z Ti 2 一 12， 时 ， 0 


因此 ,位 于 两 条 闭 轨 线 和 +, 之 间 的 每 条 负 线 是 ( 正 向 或 负 向 ) 盘 旋 有 逼 近 于 Tf 或 的。 
这 样 ,系统 有 无 穷 多 条 孤立 的 闭 轨 线 ,都 对 应 于 方程 组 (6. 5.4) 的 周期 解 。 
在 奇 点 (0,0) 的 每 一 邻 域 中 含有 无 限 多 条 闭 曲 线 , 我 们 也 称 具 有 这 种 性 质 的 奇 点 为 "中心 
焦点 ”。 
以 上 两 个 例子 只 是 解 姑 二 阶 非 线性 自治 系统 可 能 出 现 闭 轨 线 的 情况 .下面 ,我 们 分 析 无 线 
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中 电子 学 中 的 一 个 问题 , 即 三 极 管 振荡 回路 。 
二 、 电子 管 振荡 器 的 工作 原理 


电子 管 振荡 器 是 由 电子 管 (成 晶体 管 ) .电容 . 自 感 线 图 .电阻 .互感 线圈 及 直流 电源 组 成 的 
振荡 器 。 它 具有 不 衰减 的 振 划 周 期 ,是 无 线 电 技 术 中 最 简单 的 振 划 器 ,有 着 广 证 的 技术 应 用 。 它 
的 工作 原理 正定 二 阶 非 线 性 自治 系统 的 极限 环 理论 的 重要 应 用 ,这 里 解释 它 的 工作 原理 。 

三 极 管 是 一 种 电子 管 , 它 具 有 三 个 极 一 一 板 极 4、 栅 极 s 和 并 极 。 在 栅 极 和 阴极 之 间 有 电 
势 差 D， ' 称 为 糊 压 ， 但 没有 电流 ,而 从 板 极 到 阴极 之 间 有 电流 i,, 它 受 烽 压 ,控制 , 即 

i = fU,) 
其 中 ， 了 是 三 极 管 的 特性 函数 ， 它 是 单调 增加 的 函数 , 当 es co 时 , 它 趋 于 0,77. 一 十 co 时 它 
趋 于 有 限 值 Ju。 
电子 管 振荡 丹 的 振荡 回路 如 图 6. 12 所 示 。 因 此 
[和 
在 LRC 回路 中 应 用 Kirchheff 定律 ,得 
LE+ Ri 二 去 fc —i)dt=0 


两 边 对 1 求 导 得 | 
di pd 1. 1._1 
Li 十 呈 字 i= i = VU,) 
根据 互感 好 得 
di 图 人.12 
U=ME 
所 以 i 适合 方程 
LR+RE+E = /M9 3 (6. 5. 5) 
这 就 是 描述 电子 管 振荡 器 工作 的 非 线性 微分 方程 。 令 
=i— f(0) 
_ dz 
> 一 二 
那 末 式 C6. 5. 5) 可 化 为 二 阶 非 线性 自治 方程 组 
dz _ 
8 《6.5.6) 
和 -一 去 z 一 全 y 十 去 {FO0My) -Fo)) 
车 引进 记号 | 
= 产 , 弛 = = 于 F809) 一 wfMy) — FO0)} 
那 末 方 程 组 (6. 5， 6) 化 为 | 
dz _ 
oe (6. 5.7) 
i 5, 


二 wr— 267 十 BC3) 
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由 于 上 是 单调 增加 的 ,所 以 了 也是? 的 单调 增加 函数 ,并 且 S(0) 一 0, 困 此 ,(0,0? 是 方程 
组 (6, 5.7) 的 唯一 奇 点 。 
特别 简单 的 情形 是 裔 数 FU.) 呈 如 下 形状 (图 6,13)， 
Tu, 


当 U,>0 时 上 
(0) 一 1 二 Ix， 当 吕 ,=0 时 
0， 当 PT7.<0 时 Ty 
4 
这 时 8 - ww 
5b， 当 y>0 时 
co 下 当 3 二 9 时 
一 o2p， 当 y<0 时 
其 中 ,6=1w/2。 Es 
因此 , 当 y>>0 时 , 式 (6. 5.7) 旦 形状 
de » 
3 - (6. 5.8) 
= 26yt . 
当 y<0 时 , 式 (6. 5.7) 星 形状 
dc - | 
dd > 
(6. 5.9) 
=— w(x) — 26y 


如 果 在 装 个 相 平 面 上 讨论 式 (6. 5. 8), 那 末 (5,0) 是 
式 (6.5.8) 的 稳定 焦点 。 当 部 所 wr 时 ,系数 阵 的 特征 信和 是 
一 对 具有 人 负 实 部 的 共 e 复 数 ,从 而 奇 点 是 稳定 个 点 。 同 
样 ,( 一 6,0) 是 式 (6. 5.9) 的 稳定 焦点 (图 6. 14)。 

为 完整 地 讨论 式 (6.5.7? 的 相 轨 线 ,应 当 把 式 
(6. 5.8) 和 式 (6. 5.9) 的 相 轨 线 在 ?一 0 处 连接 起 来 。 

当 y= 二 0,z=# 时 ,因为 g(0)=0, 所 以 相 胃 线 的 切 向 
量 应 当 是 (0, 一 w?8)。 当 >>0 时 , 它 指向 半 平 面 y<0; 当 
#<0 时 , 它 指向 半 平 面 y>0。 因 此 , 当 全 >0 时 , 相 软 线 按 
{6, 5,9) 在 半 平 面 y<0 上 以 顺 时 针 方 向 绕 ( 一 ,0) 旋 转 ， 
. 直到 与 xz 轴 相 交 于 点 (一 3,0) ,79>6。 并 且 , 由 于 (一 5,0) 
图 6.14 是 稳定 焦点 ,所 以 点 (一 9,0) 与 奇 点 (一 6， 0) 的 距离 ?一 b 


是 点 (,0) 与 (一 4,0) 的 距离 $$ 十 5 的 上 倍 , 而 < 过 1, 所 以 
7=5 二 Ek(E+ 5) 《6. 5. 10) 


当 相 加 线 到 达 点 (一 7,0) 时 , 它 是 指向 半 平 面 y>0。 所 以 , 相 轨 线 接着 按 式 (6. 5.8) 在 半 平 
面 y>0 上 以 顺 时 针 方向 绕 他 ,0 旋转 ,直到 与 x 轴 相 交 于 点 (4.,0)。 由 于 式 (6. 5.8) 的 系数 矩 
阵 和 式 (6. 5. 9) 的 完全 一 样 ,所 以 (和 ,0) 与 奇 点 (6 0 的 距离 与 一 上 也 是 (一 9,0) 与 他 ,0) 的 距离 
7 十 6 的 & 倍 。 因 此 
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=6 kW =5 + hb + k(E + D)) 
三 如 十 2hb 十 局 6 十 不 只 
因此 点 (8,0) 沿 系统 (6. 5, 7) 的 相 轨 线 绕 (0,0? 顺 时 针 旋 转角 度 2x 后 到 达 点 (后 ,0), 当 各 
= 一 时 得 到 (6. 5. 7) 的 一 条 闭 轨 线 , 即 当 


— hk? | 
EC) 过 十 中 ke) 1 十 天 


1 一 让 1 一 上 
时 避 一 6 一 5 所 以 (fy,0) 出 发 的 相 罗 线 是 闭 轨 线 卫 。 ， 
当 “过 和 时 , 相 轨 线 绕 (0,0) 顺 时 针 旋 转角 度 2r 后 到 达 点 (名 ,0) ,而 
= (Lk)é, 十 大 
所 以 
和 一 各 二 大 (一 咎 ) 
显然 ,如 果 6> 名 , 那 末 各 > 名 ,并 且 所 一 名 <6 一 名 (由 于 0<&<1), 妙 相 轨 线 盟 旋 逼 近 于 闭 
轨 线 忆 如 果 5< 名 , 那 末 扎 <t 且 名 一 6 二 如 (6 一 和 , 相 轨 线 也 盘旋 道 近 于 闭 轨 线 工 ， 
这 说 明 闭 轨 线 本 是 系统 式 (6. 5, 7) 的 极限 环 ,并 且 系 统 式 (6. 5.7) 的 其 余 的 相 轨 线 都 趋 于 
它 。 我 们 称 卫 是 稳定 的 极限 坏 。 它 表明 系统 式 (6. 5.7) 当 g(y) 满 足 式 (6. 5.8) 于 有 一 个 周期 解 ， 
而 其 余 的 解 的 相 轩 线 都 新 于 闭 轨 线 , 即 电子 管 振荡 器 具有 不 衰减 的 周期 振荡 ,这 是 非 线 性 系统 
才 具 有 的 符 性 , 它 不 能 用 线性 化 来 解释 。 


三 、 闭 轨 线 存在 与 否 的 判别 法 


极限 环 是 二 阶 非 线性 自治 系统 的 一 类 重要 的 轨 线 ,判断 一 个 系统 是 否 存 在 极限 环 是 一 个 
十 分 重要 和 困难 的 问题 。 


定理 1(Bendixson 否定 判 据 》 没 /4 在 单 适 区 境内 尖 综 可 和 ,并 有 2 76 十 
2 和 2230, 那 末 系统 (6.5. 1) 在 刀 内 不 存在 闭 罗 级 。 


证 ”我们 利用 Green 公式 由 反 证 法 来 证 明定 理 ， 
如 果 系 统 式 (6, 5， 1 存在 周期 为 了 的 现 期 解 二 9" 一 ps, 的 相 儿 是 各 线 ， 也 所 
围 的 区 域 记 为 G。 那 末 由 Green 公式， 


下 Cgdx 一 fdy) =— 必 壮 十 $day 7 


如 果 3 £+38>0 , 那 末 上 式 右 映 是 负 的 ;而 
Je 至 ~- Pa 
. | = 『 er- feydt=0 
得 到 矛盾 ,所 以 式 (6, 5. 1) 无 闭 雪线 位 在 D 内 。 2 
例 3 En 
dip i 
令 z=9,y 二 ,得 


d d 、 
此 - y+ 如 = es $sinz by 
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所 以 


根据 定理 1 该 方程 组 不 存在 周期 解 。 

判断 闭 较 线 的 存在 人 性 ,有 下 面 环 域 定理 。 

定理 2 如果 在 式 (6. 5.1) 的 定义 区 域 D 内 存在 一 个 环 域 G,G 内 不 含有 式 (6. 5.1) 的 奇 
点 ,并 且 在 G 的 边界 处 相 轨 线 的 切线 都 指向 G 内 (或 都 指向 G 外 ), 那 末 在 环 域 G 中 至 少 存在 
式 (6. 5, 1) 的 一 条 闭 轨 线 。 

证 明 参 看 $8. 3 定理 4。 

关于 二 阶 非 线 性 妄 治 系统 的 极限 环 个 数 和 位 置 的 讨论 ,是 一 个 没有 完全 解 岂 的 问题 。 特 
别 , 当 .Fr,g 是 二 次 多 项 式 时 , 称 系 统 式 (6, 5. 1) 是 二 次 微分 系统 ,我 国学 者 已 经 证 明 存 在 二 次 
微分 系统 具有 四 个 极限 环 。 

联系 非 线性 经 动 时 讨论 方程 


镀 十 /(z) 刺 +g(z) 一 6 
是 否 存 在 周期 解 的 问题 ,是 一 个 重要 的 问题 ,并 且 已 有 许多 精细 的 结果 。 


6.6 解 的 稳定 性 的 定义 


我 们 已 经 讨论 了 二 阶 自治 系统 的 奇 点 和 极限 环 ,并 曾 讨 论 奇 点 的 稳定 性 。 现 在 ,我 们 给 出 
一 阶 常 微分 方程 组 的 解 的 稳定 性 的 定义 ,并 且 讨 论 解 的 稳定 性 的 基本 方法 ， 

设 一 阶 常 微分 方程 给 是 
frlty rts Tas ya) (天 = 1,2,° sn) . (6， 6-1) 
其 中 ,f(zyscase oz (k=1,2, "nn) 在 变量 z 的 区 辣 0<t 忆 二 co 中 和 变量 (Cry “Tv ) 空 间 
的 某 区 域 G 内 是 (eziyeyzs 于 为 方便 起 网， 我 们 常 把 (6. 6， 1 写成 向 量 形式 


= Jsz) (6. 6. 2》 


其 中 T= (Ty.T2 yz) a son) ‘sf (tx vy Dr 如 果 当 i 
| Ya =0 ‘(0Kt<+ mm) 

FAT 那 未 = 一。 是 方程 组 (6.t 6.2) 的 解 ， 
我 们 称 z 一 a 是 方程 组 (6. 6, 1) 的 平衡 位 置 . 当 /与 变量 上 无关, 即 (cz) 一 0， Wi 称 系统 
(6. 6. 2) 是 自治 系统 ,自治 系统 的 平衡 位 置 x 二 a 也 称 为 奇 点 。 

在 $6.4 讨 论 厅 点 附近 相 轨 线性 状 时 , 曾 指 出 : 把 奇 点 视 为 坐标 原点 是 不 会 妨碍 讨论 的 一 
般 性 。 对 于 方程 组 (6. 6. 2) ,假设 < 是 它 的 平衡 位 置 , 作 杰 量 的 平移 

=a 
那 末 方程 组 (6. 6. 2) 变 为 
学 一 .Ge 区 十 cc) 《6. 6. 3) 


而 +=0 是 方程 组 (6, 6. 37 前 平衡 位 置 ， 所 以 ,假设 方程 组 (6,.6.2) 的 平衡 位 置 x=0 不 会 妨 组 
讨论 的 一 般 性 。 
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今后 我 们 以 x 二 glz ;16,xo) 表 示 方 程 组 (6. 6. 2) 的 以 (yzo) 为 初 值 的 解 , 即 设 
ste = fsghE sto. To)) 
glfostos ro) = Xo 
关于 方程 组 (6. 6. 2) 的 平衡 位 置 z=0 的 稳定 性 ,我 们 引用 俄国 数学 家 A. M. Liapunov 的 
定义 。 
定义 1 如 时 对 于 之 0 和 任意 给 定 s>0, 存 在 93>>0, 使 得 当 | mm | <6 时 ,方程 组 
《6, 6.2) 的 z 一 多 tityzo) 在 区 间 xstc 十 co 中 存在 ,并 且 在 区 间 ms:< 十 co 中 成 立 不 等 式 
| Geszszo | < (6, 6. 4) 
那 末 称 方程 组 (6. 6. 2) 的 平衡 位 置 x=0 是 稳定 的 。 
该 定义 表明 ,如 果 zx= 一 0 是 稳定 的 , 那 末 当初 值 mm 趋 于 0 时 ,Ptipyzo) 在 区 间 委 1 所 十 co 
中 一 致 地 趋 于 0。 
定义 2 如 果 存 在 正 数 & 和 to 对 于 任意 5>0, 存 在 初 值 zo 和 时 天 二 >>b， 使 得 以 (tyzo) 
为 初 值 的 解 += gLt;to,xo) 满 足 
| glo3tos x0) 中 = | Tl < 
Fistozol| 完 
即 不 满足 稳定 性 的 定义 , 那 末 称 x=0 是 不 稳定 的 。 
定义 3 如 果 方 程 组 (6, 6. 2) 的 平衡 位 置 x 一 0 是 稳定 的 ,并 且 存 在 正 数 o>0, 使 得 当 上 zx。 
上 之 a 时 方程 组 (6. 6. 2) 以 (G6.zTo) 为 初 从 的 解 X=FKtsto ,Zo0) 在 区 间 #% 委 上 十 ce 中 存在 ,并 且 
成 立 着 
lim (tytoyzo》 一 0 (6.6.5) 
那 末 称 xz 一 0 是 渐 近 稳定 的 。 
由 上 述 定义 看 出 ,z=0 的 稳定 性 是 指 
9 torto) 一 0 《6. 6. 6) 


在 ie< 十 ce 中 一 至 地 成 立 。 显然 ， 我 们 不 能 由 式 (6. 6. 5) 的 成 立 推 知 式 (6. 6. 56) 成立, 所 以 在 
渐 近 稳定 性 定义 中 必须 是 式 (6. 6. 5)、(6. 6. 6) 同 时 成 立 。 

必须 指出 ,在 稳定 往 的 讨论 中 ,区 间 # 委 :< 十 co 是 无 界 的 。 如 果 在 有 界 闭 区 间 所 SSSt 十 
了 上 讨论 ,由 于 二 0 是 方程 组 (6. 6.2) 的 解 ,f 满足 解 对 初 值 的 连续 性 定理 的 条 件 , 那 末 存 在 
6ltor 了 ) >0, 使 得 当 | To | < 时 z=Wtiteyzo) 在 tnt<to 十 TT 上 存在 ,并 且 

limgltstos zo) 一 0 

在 St 和 x+7 一 致 地 成 立 ， 所 以 当 区 间 有 界 时 ， 问题 较为 简单 。 因此 ， 解 的 稳定 性 与 解 对 初 值 
的 连续 性 是 有 本 质 区 别 的 。 


例 1 讨论 方程 组 
dz 
dd sd 
d 
=—z 
的 平衡 位 置 的 稳定 履 。 


所 给 方程 组 仅 有 一 个 平衡 位 置 工 一 3 一 0。 隐 (tyzna 1) 为 初 值 的 解 是 
T= XOS(t CO— 0) 十 yosin 人 一 加)》 
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入 一 一 Zesin 人 zt — ts) yocostt — to) 
所 以 十 二 十 和 
因此 ,对 于 :>0, 取 6=e, 那 末 当 民 十 交 << 训 时 ， 
2( 十 32 < 斌 
所 以 z=y==0 是 稳定 的 ,但 
iD 十 天 的 一 允 十 小 天 0 
所 以 平衡 平 置 不 是 渐 近 稳定 的 。 


例 2 讨论 方程 组 
dx 
dz 二 之 1 
dy 
dy 
的 平衡 位 置 的 稳定 性 。 


它 的 唯 -- 的 平衡 位 置 是 z=1,y=0。 作 变换 


茎 一 工 一 1 了 = 一》 


则 得 
dz 
de 
4 
了 一 一 了 
以 (ZE 加 ?为 初 值 解 是 
二 Te ,Ty 下 Woe 
它 在 一 co<z< 十 co 内 存在 ,但 是 对 于 &= 二 1 和 丈夫 0, 交 =0, 存 在 ，- 
2 
三 tn in 一 全- 
几 jz| 
使 得 {ze) | 一 [Zo le ~— 2>1 


所 以 到 = 7= 0 是 不 稳定 的 ,从 而 *= 1,y 一 0 是 原 方程 组 的 大 稳定 平衡 位 置 。 
例 3 讨论 无 阻尼 单 摆 的 运动 方程 | 
ue 十 fsinp= 0 


dt? 

的 零 解 y=0 的 稳定 性 。 

引进 相 坐 标 

i 

它 就 化 为 一 阶 方程 组 
i 
(6. 6.7) 
= 一 ssinz 


这 时 x 二 y= 二 0 是 它 的 平衡 位 置 ,为 讨论 它 的 平衡 位 置 的 稳定 性 ,寻求 它 的 首次 积分 , 由 方程 
组 得 
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于 二 一 Fsinz 
妈 3ydy 一 一 各 sinrdz 
所 以 
一 各 二 至 (oosz 一 cosro} 
= 他 sin’ 字 — sin? 2 
即 得 
3 十 秃 sin 字 ~ -= 所 二 把 Esin: 2 《6, 6. 8) 


这 是 相 轨 线 的 方程 , 当 x。,y。 Ro Re 
由 于 我 们 在 9 一 0 可 取 1|z| 魏 x, 从 而 


| | 扫 lsin 到 | 壕 
把 它 应 用 到 式 (6. 6. 8) 得 
y+ pn 委 关 十 二 


从 而 
A) THD Et 


所 以 式 (6. 6.7) 的 平衡 位 置 + 二 y=0 是 稳定 的 ,由 起 (6. 6.8) 知 它 不 是 渐 近 稳定 的 。 
例 4 讨论 常 系数 线性 微分 方程 组 
Az (6. 6. 9) 
的 平衡 位 置 x 二 0 的 稳定 性 。 = 
在 讨论 常 系数 线性 微分 方程 组 时 ,可 根据 方 阵 4 的 特征 信 的 情形 ， 对 方 程 组 (6. 6. 9) 的 解 
进行 估计 ,得 到 的 估计 式 是 讨论 (6. 6. 9) 的 平衡 位 置 z==0 稳定 性 的 基础 。 
1. 如 果 方 阵 4 的 特征 值 都 具有 仙 的 实 部 , 那 末 存在 + 之 0, 使 得 方程 组 (6. 6. 9) 的 每 一 解 z 
(t) 满 足 不 等 式 
raMlizle"r Ot oo0) (8. 6. 10》 
由 此 ,对 于 e>0, 取 8=e/M, 那 末 当 DOsH<c 十 co | zi<G 时 ,za 站 <WG=s。 所 以 =0 
是 稳定 的 ,并 且 由 式 (6. 6. 10) 得 
lim J zl =0 
于 是 , 当 4 的 特征 信者 有 仙 实 部 时 ,(6. 6. 9) 的 平衡 位 置 zx 一 0 是 浙 近 稳定 的 。 
2. 如 果 方 阵 4 有 一 个 特征 值 hn, 其 实 部 为 正 , 那 末 方程 组 (6. 6. 9) 存 在 形状 如 下 的 钥 
T= che (6.0.11) 
式 中 ,是 4 相应 于 的 特征 向 量 *c 为 任意 常数 ,并 且 
2f0) 一 cH 
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因此 ,车 取 zo 一 以 , 当 c 充分 小 时 , ez 充分 小 ,但 是 解 (6. 6. 11) 是 无 界 的 ,所 以 z=0 是 不 稳 
定 的 。 
3. 如 有 果 方 阵 4 的 特征 信和 的 实 部 都 不 是 下 的 .并且 实 部 等 于 0 的 特征 信 所 对 应 的 循环 向 量 
系数 多 项 式 都 是 零 次 的 , 那 末 存在 MM>0, 使 得 当 0 所 < 一 oo 时 
lz ro) 
所 以 方程 组 (6. 6. 9) 的 平衡 位 置 z=0 是 稳定 的 ,但 不 是 渐 近 稳定 的 。 
4. 如 果 方 阵 4 具有 实 部 为 0 的 特征 值 ,其 相应 的 循环 向 其 系数 多 项 式 p(t) 散 次 数 大 于 
0, 那 末 z* 一 0 是 不 稳定 的 。 这 是 因为 (6. 6. 9) 具 有 解 
x = cplt)es 
从 而 | 
lz = 一 1 ‘pa) | 
由 此 得 到 结论 。 
因此 ,方程 组 (6. 6. 9) 的 平衡 位 置 zx 一 0 是 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 为 方 阵 4 的 特征 值 的 实 部 
都 是 负 的 。 
现在 讨论 方程 组 (6. 6.2) 的 解 2 二 g(t) 的 稳定 性 问题 。 设 z=y( 人 0) 在 0 所 t 过 十 ~ 中 是 微分 
方程 组 (6..6; 2) 的 解 , 即 - : oe 六 


YD = de) (0Rt<+ 2) 

引进 变换 艺 一 位- ft) 

那 末 得 到 方程 组 
= fF BY ~ FE) = gE) (06. 6. 12) 


并 旦 三 0 是 方程 组 (6. 6.12) 的 半 稀 位置, 如果 (6. 6.12) 的 平衡 位 置 二 一 0 是 稳定 的 , 那 末 称 
方程 组 (6. 6. 2) 的 解 z= 二 #() 是 稳定 的 ;如 果 到 一 0 是 不 稳定 的 ,就 称 z= 二 y(t) 是 不 稳定 的 ;如 果 
z=0 是 渐 近 稳 定 的 ,就 称 zp(z) 是 渐 近 稳定 的 。 换 名 话说 ,如 果 对 于 so 之 0 和 正教 e, 存 在 正 
数 引 ,使 得 当中 zx. 一 Vt) 上 过 6 时 ,wire 在 zs 十 co 中 存在 ,并 于 成 立 眷 不等式 “ 
| ow) — gO Se Gt 
那 示 就 说 解 > 一 40 全 入 是 隐 ， 也 可 以 用 同样 的 方法 写 出 关于 z 一 %(2 渐 近 稳定 性 的 分 析 
定义 。 
例 5 讨论 微分 方程 


RC 生 + r= Ecoswt 


的 周期 解 的 稳定 性 , 式 中 R,C .EE 和 w 是 常数 。 它 的 周期 解 是 
T= Acos(wt + pF) 
式 中 
E 
+ wRCT 
好 一 一 arctg{(RCw) 


A= 


车 置 区 =z 一 Acos (ox 十 8), 那 末 
RC 衬 十 未 一 站 
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Me 


即 
dz RC 
因此 =0 是 渐 近 稳定 的 , 即 系 统 的 周期 解 
工 二 cos(cwt 十 有 ) 
是 浙 近 稳定 的 。 


$36.7 Liapunov 的 直接 方法 


在 讨论 微分 方程 的 解 的 稳定 性 时 ,Liapunov 直接 方法 占 重要 的 地 位 。 这 个 方法 的 特点 是 ， 
不 去 求 方 程 组 的 解 的 表达 式 , 而 是 作出 Liapunov 函数 (VY 函数 ) ,利用 方程 本 身 来 讨论 解 的 稳 
定性 。 它 对 于 那些 难于 求 出 解 的 表达 式 的 非 线 性 方程 不 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 上 都 是 有 效 的 。 
为 了 简单 起 见 ,我 们 只 就 自治 方程 组 


莹 =f(z) (C6. 7.1) 


的 平衡 位 置 x 一 0 的 稳定 性 问题 讲述 这 一 方法 .假设 方程 组 (6. 7. 1 的 右 庄 PCz) 的 分 显 所 (zt， 
0 在 空间 (ziyzo yzo? 的 某 一 含有 坐标 原点 的 区 域 G 中 是 连续 的 ,并 
县 有 连续 的 一 阶 全 导 糙 ,F(O) 一 0。 


一 .预备 知识 


假设 甫 数 V(z} 二 VCzriszt** 7T,) 在 原点 0 的 某 一 邻 域 中 是 连续 可 微 的 ;并且 V(0)==0。 
如 果 存 在 一 个 正 数 上 ,使 得 当 jz | 上 委 关 时 成 立 着 不 等 式 
Vlz) 之 0 或 二 0 | 
就 称 VC(z) 是 常 正 的 光 数 (或 常 负 的 务 数 ) , 常 正和 常 负 的 bt 
如 果 当 0< | z | 二 h 时 成 立 营 
V(xz) >0 或 之 0 
就 称 V(z) 是 定 正 ( 或 定 负 ) 记 数 , 定 正和 定 负 函 数 统称 为 定 号 孙 数 。 
如 果 Y(z) 在 原点 0 的 任 一 邻 绕 中 既 可 取 到 正 值 也 可 取 到 人 负 秆 ,就 称 V(z) 是 变 导 沙 数 。 
下 面 的 例子 对 于 了 解 上 述 定 义 是 有 益 的 . 
《DCzozsyzs) 一 好 十 好 十 好 是 定 正 的 
(2)7(Czyryvzi) 一 好 十 2zrizs 十 王 十 革 是 定 正 的 
(3)y(zy) 一 ca 好 十 28zy 十 co2 当 ao>0) 玉 一 ac<0 时 是 定 正 的 +; 当 ae<<0, 旦 一 ac<<0 时 是 定 
负 的 } 当 好 一 ac>0 时 是 变 号 的 ; 
(4)V (Cryy) 二 sintx 十 y:) 是 定 正 的 ; 
(SV Cz ?2 a3) 二 XZ? 十 X? 是 常 正 ;但 不 是 定 正 的 。 
对 于 二 次 型 


Vx) = ocunr {cu cx) 


代数 学 已 证 明 , 如 果 系 数 吞 阵 C= (cw).x, 的 主子 式 都 是 正 的 ， 
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Cl Cl2 Clin 


Cl C2 Ca C22 "Con 
cD, > 01， >0 
iC2 C22 | wi iol eve 
Cal Cry "Cm 
那 末 VC(z) 是 定 正 的 。 
如 果 Y(z) 不 是 二 次 型 ,我 们 怎样 判断 它 的 定 号 性 呢 ? 
引 理 1 设 


Yl) = Ux) + Wr) 
而 U(x 是 定 正 的 二 次 型 ,在 原点 0 的 邻 域 | z 二 有 中 成 立 着 Gp ， 
{Wiz)| AlzH:te 2 (6.7.2) 
式 中 有 A 和 #6 是正 的 常数 , 那 末 V(x) 是 定 正 的 。 : J es 
证 明 因为 Ux) 是 定 正 的 二 次 型 ,所 以 它 在 单位 球面 


1zl =1 
上 有 正 的 最 小 值 ww; 从 而 

Uy 0 Nel Er)= eliv| Er) ll 
由 此 , 当 x 上 志 有 时 ， > 

Vr) > mel — Alzl mh :和 


若 时 二 = | 芭 | , 那 末 当 1 1 <minG 和 ?时 
VD zl 


所 以 ,Y(z) 是 定 正 函 数 。 
同样 可 证 , 如 果 Utz) 的 变 号 的 二 次 函数 ， 于 末 当 WE 7.2) 时 , V Cz) =U (zx) 
十 WCz) 是 变 导 函数 ,请 读者 自行 证 明 。 : 
但 是 ,如 果 UU(z) 是 常 号 的 二 次 型 ， 我 们 不 能 由 式 (6. 1 7: .2) 扒 知 了 二 Ut+W 的 常 号 性 ， ,例如 
Ulz1y) = (r+ y)? >0. 


但 Vxsy) 一 (好 十 y2 一 人 
和 Vilz, Wh : 
分 别 是 变 号 函数 和 定 正 函数 。 


引 理 2 ”如 果 函 数 了 (z) 在 球 | zj sm 上 上 是 连续 的 ,Fo) 二 0， 于 末 对 任意 正 数 4>0， 存在 
2>0, 使 得 当 VCr) 守 7 时 成 立 着 ‖ z |‖ 之 we。 

证 明 因为 VY(z) 在 z=0 处 连续 ,V C0) 二 0, 所 以 对 于 [0， 存在 a>0, 使 得 当 It 工 | a 
时 |V(z)|<2。 因 此 ,如 上 时 成 立 善 VY(r) 半 ! 必 导 致 上 x 上 实 a。 

引 理 3 如 果断 数 V(z) 在 球 上 x 中 志 4 上 是 定 正 的 , 那 末 对 于 任 一 正 数 “<A, 函 数 Y(z) 
在 有 界 闭 区 域 < 所 | z 1 <<h 上 的 最 小 秆 吉大 于 0。 

下 面 讨论 定 正 函数 的 几何 意义 ( 设 "一 2) 。 

设 当 0 之 x 十 所有 时 ,VY (zyy) 之 0, 那 未 当 c>>0 充分 小 时 ， 

V(zyy) 一 5c 
所 确定 的 曲线 有 一 支 是 环绕 坐标 原点 O 的 闭 曲线 ,并 且 当 c 一 0 时 ,这 一 族 闭 曲线 收缩 到 坐标 
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源 点 O。 

事实 上 ，, 设 VCz,y) 在 圆周 空 十 光一 下 工 的 最 小 值 为 和 , 那 来 着 0 姑 果 0<ce<ma 设 疡 是 
圆周 不 十 y==h? 上 的 任 一 点 ,上 是 任 一 连结 OO、p 两 点 的 连续 曲线 。 由 于 站 在 坐标 原点 取 值 为 
0, 在 点 的 什 大 于 等 于 关 , 所 以 在 工 上 必 有 点 使 zy) 一, 这样 Y(zy)=c 的 确定 的 曲线 
必 有 一 支 是 环绕 坐标 原点 的 闭 曲 线 , 又 根据 引 理 2, 由 线 Vtz,y)==c 必 收 缩 于 坐标 原点 ,如 图 
5, 15 所 示 。 

再 看 变 号 函数 的 几何 意义 。 

设 Y(zy) 是 变 号 函数 , 那 末 Y(z,y) 一 0 确定 的 曲线 是 含有 坐标 原点 口 的 ,并 月 可 能 由 几 
个 分 支 组 成 ,例如 V(r,y) 二 z: 一 yy , 那 末 V(x,y) 二 0 是 过 原点 O 的 两 条 直线 , 简 V(x,y) =e， 
即 z: 一 y=c 是 以 上 述 两 条 直线 为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 对 于 一 般 的 变 号 沙 数 V(r,y) ,在 原点 品 
的 邻 域 中 , 必 有 使 V(x,y)>>0 的 区 域 ， 也 有 使 Vz) 0 四 而 V(rzry)=0 的 曲线 是 它 
们 的 边界 ,如 图 6. 16 所 示 。 


了 z= 


I 一 六 =¢ 基 仙 


Vlriy)=e 


图 6.18 


”二 、Lispunor 直接 方法 的 基本 定理 

”对 玫 方 各 组 (6.7. DD ,在 沽 家 丽 数 VG) 的 同时 ,还 考察 表 数 者 

OV {ri ras ts” 1 ) 

rr a 

它 在 坐标 原点 的 某 一 邻 域 中 是 连续 的 ,并 且 当 x 一 0 时 它 的 值 是 0, 因 此 也 可 以 讨论 它 的 定 导 

性 、 hte 由 于 它 是 由 V 联系 到 方程 组 (6. 7. 1) 得 到 的 ， mh 所 以 
我 们 认 它 为 字 : 

db 7. 1 以 (0,za) 为 初 值 的 滔 ， 即 PC0, z=, 屠 末 当 zo 臣 
定时 


-六 (zx [ry 9 际 .网 {6, 7. 3) 


| oo) 
是 变量 i 的 函数 ,并 且 
oe > 


el 


= 7 AOV pt30570)) fo (p03 070)) (6.7.4) 


| QT 


aV (pts ;0 ,TC0)) dg; 0 ,0》 
2 di 
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aV 
gf | 


EV (00700) 1- -一 3 
因此 ,导数 和 VCp(150,x6)) 在 1 一 0 处 的 信 就 是 函数 (6. 7. 3) 在 点 ms a 因此 ,我 们 称 汪 数 


(6.7. 3) 是 函数 VCx) 按 方程 组 (6.7.1) 对 时 间 + 的 全 导数 ， 并 记 为 中 和 


定理 1 如 果 对 于 方程 组 (6. 7. 1) ,存在 一 个 定 正 的 范 数 了 (xz)， 使 得 V 按 广 各 组 (6 7.1) 
对 时 间 的 全 导数 


dV AaViz," 
dz -> < 


是 常 负 的 , 那 末 z=0 是 稳定 的 ， 

证 明 ”在 证 明定 理 之 前 , 先 就 x=2 的 情形 进行 如 下 的 几何 解释 。 所 谓 一 0 是 稳定 的 ,就 
是 对 于 e>0, 存 在 49>0, 使 得 从 贺 | z | < 内 的 点 用 全 不 生生 人 了 上 z 上 <e 外 。 取 
<20 充分 小 ,使 得 由 


Sd f(s “we 
了] 


Vz) 一 [人 
决定 的 闭 曲 线 位 在 圆 1 xz 上 <s。 再 作 一 个 圆 站 zj < 使 得 
它 位 于 一 < 的 闭 曲线 内 部 ,对 于 zo, 若 ‖ zo 天 5, 我 们 加 
证 明 从 ze 出 发 的 相 轨 线 总 在 | xz‖<e 中 ,因为 由 (6.7.4) 


得 本 

是 Yi0vzo)3 < 0 本 和 
从 而 当 上 芝 0 时 > > ee 
所 以 g(t;0,zx0o) 在 V=c 的 内 部 ,从 而 pCt30,z6) 位 在 加 Ne 


VCPGO5 To EV POI0, x0)) = Vro) 
上 zl <s 中 ,如 图 5.17。 


现 给 出 该 定理 的 分 析 证 明 。 本 

没 VCz) 和 2 在 1 z1 < 上 是 定 正 的 和 常 负 的 ， .对 于 正 载 在 衣 界 闭 芝 坡 2 jz 
人 hh 上 水 数 V(z) 的 最 小 值 mx 是 正 的 ， . 

由 于 VC0) 二 0, 且 V 是 连续 的 ,所 以 存在 3>0(8<e), 使 得 当 上 x 上 <8 时 - 

OV Lm 

现在 证 明 , 当 上 x。 上 < 之 6 时 ,方程 组 (6.7. 网 愉 (evzn 为 多 钾 s= scr 在 条 
{< 十 > 中 存在 ,并 且 成 立 着 不 等 式 : 
Pitoyzo) | <e (tt). 5 


I? 


事实 上 , 当 #:=% 时 ,有 ， ey 
i Pio san 1 = .| Xo | <S<e : 
所 以 (6.7- 5) 当 t=ts 时 成 立 。 如 果 失 iityzo) 不 是 在 aa<t< 十 ce 中 存在 ， 成 者 式 (6. 2 5 不 万 
立 ， 那 末 必 存在 > 加 使 得 当 po<4<m 时 不 等 式 (6,7.5) 成 立 , 而 t= 时 不 成 立 ， 即 ， 
| Portoszo | =e 人 7 6) 
由 于 当 be 时 ,z= 二 Yiyto， 人 家 .1 的 解 ， 所 以 


$V (gle ,0 所 
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从 而 
V (glisto xO) 过 了 (toitszo)) = V(r) < m 
根据 m 的 定义 得 > 
| gitos ro) | < 

它 与 式 (6.7. 6) 夏 盾 。 因此 ,zx 二 glz;z012z0) 在 ep 目 不 等 式 (6 7. 5) 成 立 , 即 得 
证 zx 一 0 是 稳定 的 ” 

定理 2 如果 对 于 方程 组 (6. ?.1) 存 在 定 正 琴 数 了 5Cz) ,使 得 它 按 方程 组 (6. 7.1) 对 时 间 z 
的 全 导数 呈 是 定 负 的 , 那 来 方程 组 (6. 7. 1) 的 鹤 解 是 渐 近 稳定 的 。 

证 明 根据 定理 1, 方 程 组 (6. 7. 1) 的 解 人 需要 证 明 的 是 :存在 o>0， 使 得 当 
| Xo | Er 时 ， : . 

- lim 1 PE 10 To) = 一 0 二 《6. 7.7) 


设 V 和 一 字 寿 lz 所 A 上 是 定 正 的 ， 根据 定理 1, 对 于 ,存在 o>0， es | zol <o 
时 ,z= 二 Ytytorzo) 在 bt<<+oo 中 存在 :并且 
5 | Ft jto» zo) | 去 下 (to 所 < 十 mo) 
因此 , 当 Re | I 
, Ayes ;fo ,10)) 0 
从 而 were 是 4 的 音调 不 增 娄 ， 且 Y 六 0 所 以 当 上 十 ce 时 VCXisnyzo) 有 极限 a 之 
人 和。 一 ~ 
如 时 “>; 那 末 
Vlgltstos To)) 之 a>0 
根据 引 理 2 和 在。 0 使 得 
| gtstor To) 1 社 
得 学 是 定 负 的 ,所 以 根据 引 理 3 存在 正 数 ,使 得 
一 字 V glitz) 关 m 
从 而 . | 
D 和 Vlgltstos ro)) < V(ro) —m(tC— to) 
上 上 式 寿 端 当 *> 十 co 时 趋 于 一 ec, 这 与 六 的 定 下 性 矛盾 ,所 以 a>>0 不 成 立 , 即 =0, 因 此 
lim V (gtsto, x0)) 一 人 “(6.7.8) 
| 再 证 明 (6， ?7. 7?) 成 立 , 否 则 格 在 go>0 和 站 < 右 闻 十 co, 使 | ghtistos Zo) | 
产 5>>0。 和 由 引 理 3 得 Vyas0;T0)) 守 mo 之 0, 它 与 式 (6.7. 8) 牙 盾 , 因 此 ,等 式 (6. 7.7) 得 证 , 即 
x 二 0 是 浙 近 稳定 的 ， 
定理 3 如 果 对 于 方程 组 (6. ?9.1) 存 在 一 个 男 数 了, 它 按 方程 组 (6.7.1) 对 : 的 全 导数 电 让 
是 定 正 的 ， 且 在 坐标 原点 的 任 一 邻 域内 ,函数 Y 总 能 取 到 正 值 , 那 末 方程 组 (6. 7. 1) 的 零 解 zx 一 
0 是 不 稳定 的 。 
证 明 设 字 字 在 | z 1 < 上 是 定 正 的 ， 我 们 要 证 明 ， 对 任何 6>>0, 在 xz] <8 内 存在 >， 


使 得 z=gli;to， 不 能 总 在 于 | z | <4 内 ， 
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事实 上 , 取 Xo 满足 | Te | <6 且 V(r 0 ,如果 eftitoyzn) 在 | 隐 | < 让 内 ,由 于 
EV (gest0,20)) 之 0 


所 以 , 当 上 st< 十 co 时 

VgltstosTo)) V(r) 0 
根据 引 理 2, 存在 人 >0 时 ,使 得 

产 六 |‖ gltjtoszo) | 宇 4 记 0 
从 而 由 引 理 3, 存 在 普 >0, 使 得 


EV ptr)) 六 看 人 0 


因此 , 当 pm 和 :< 十 co 时 
VlgpGto To) mt Oo to) + Vro) 
上 式 右 端 当 上 > 十 co 时 趋 于 十 co ,这 与 上 gtsto,xo) | 所 A 矛盾 ,所 以 ,x 二 0 是 不 稳定 的 。 
定理 4 如 架 对 于 方程 组 C6.7.1), 存 在 一 个 函数 ,使 得 当 上 xz 所 hh 时 


dV 
Er 宇 AV 


其 中 ,4 是 正 的 常数 ,并 且 Y 在 原 点 的 任 一 邻 城内 总 能 取 到 正 值 ， 那 末 方程 组 (6 7.1) 的 零 解 
二 0 是 不 稳定 的 。 
证 明 对 任何 85>0, 取 x。 满足 
| ze 有 < 67YGzo >0 
我 们 要 证 z== p( to ao) 在 zst 民 十 ce 中 不 能 总 在 建 | = | < 之 内， 不 然 的 话 ， 由 于 
| Pt rtor zo) || < , 所 以 


dV gests20)) — NW (gltsn,2)) >0 


从 而 当 mst<< 十 co 时 
是 ferwy(gtityzo) 0 
因此 
e “VPstorwo)) — eh Vr) 0 
即 


Vg forT0)) 之 之 Co V(xo) 
上 式 右 端 当 ?十 oo 时 趋 对 十 oo, 它 与 上 gaszoszo) |‖ < 相 矛 盾 , 所 以 * 一 0 是 不 稳定 的 。 
例 1 讨论 方程 


学 ar+t+phr’ 
的 零 解 z=0 的 稳定 性 。 
取 Y(z) 一 好 , 它 是 定 正 的 ,而 


~ 2z(az + br!) = 2az 十 25 


(D 当 a<o 时 ,中 是 定 负 的 ,z 一 0 是 渐 近 稳定 的 : 
(2) 当 a>0 时 , 字 是 定 正 的 ,z~0 是 不 稳定 的 ; 
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(3) 当 a=0,5 天 0, 原 来 的 了 不 能 应 用 了 ,我 们 取 


下 (z) 一 了 
它 是 变 号 的 ,并 且 
9 一 br 
它 是 定 号 的 ,因此 x=0 是 不 稳定 的 。 
倒 2 讨论 无 阻尼 的 单 押运 动 方程 
| de - 
| di 
L 全 二 一 Ssinz 


的 零 解 + 二 y 二 0 的 稳定 性 。 
取 


VCGry = 十 sin: 也 


那 末 它 是 正定 的 ,并 且 
时 = 乞 sia 于 六 cos 了 > “yy 一 2y 二 sinz 一 0 
所 以 零 解 是 稳定 的 ,但 是 VY(zGt)yytD)) 一 (zyo), 所 以 零 解 不 是 渐 近 稳定 的 。 a , 
定理 1 至 定理 4 指出 ,如 果 具 有 其 种 性 质 的 函数 下 ,就 可 以 据 此 判断 方程 组 (6.7. 1) 的 零 
解 是 稳定 的 . 渐 近 稳定 的 或 不 稳定 的 ,但 具体 罗 造 出 Liapunov 函数 Y 是 一 个 国 准 问题 。 反 之 ， 
如 果 方 程 组 (6. 7, 1}) 的 零 解 具有 某 种 稳定 性 ,例如 是 渐 近 稳定 的 ,是 否 存在 满足 定理 2 条 件 的 
V 函数 呢 ? 这 是 所 谓 逆 定 理 ， 人 我 们 这 里 就 线性 常 系数 微分 方程 组 


dz 
二 = Az 《6. 7 了, 9) 


来 讨论 这 一 问题 。 
假设 4 的 特征 值 都 具有 负 的 实数 部 分 , 那 未 (6.7.9) 的 零 解 :一 0 是 渐 近 稳定 的 。 现 在 要 
证 明 ,存在 二 次 型 
V(r) 二 之 HBr,z 疡 二 了 >， hurez 


这 里 如 = chu) 是 对 称 定 阵 ,使 得 Y(z) 是 定 正 的 ,而 


TY 二 
是 定 负 的 。 
事实 上 , 令 
H= L “etsesds C6. 7. 10) 
那 末 二 满足 所 要 求 的 人 性质。 


首先 ,内 为 4 的 特征 值 的 实 部 都 小 于 0, 所 以 47 的 特征 值 的 实 部 都 小 卫 0, 并 且 存 在 常数 
MM>0,a>0, 使 得 
Te* 委 aMe (0s <+ co) 
Jes| Me (OKs<+o) 
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Y Dy 


如 


由 此 ,《6, 7.10) 的 右 端 的 积分 存在 ,并 且 
. H'= | eeeoras = 五 
即 吾 是 对 称 和 矩阵 ,又 对 于 z 尖 0, 有 
《五 工 ,zy? 一 | eerr,r > ds 


x + 
: = 上 |， <erzerz> 册 = 上 | Ie”*zHds > 0 
o 


所 以 洛 二 之 有 T,X 六 是 定 正 的 n 
其 次 , 式 (6.7.9) 以 (0,z,) 为 初 值 的 解 是 =e*zxo, 因 此 


V (evr) —< Hevro ,esr > 
至 | | ees | ?ds 
a 直 | eseroz F 2ds 
若 令 r=s 十 t, 那 末 由 上 式 得 
VY laxo) = | 上 ear | ‘dr 


所 以 (esao) 一 一 ‖ eazo | 


特别 当 :一 0 时 ,得 到 


Y= hal (6.7.1) 


即 95 是 定 负 的 。 
因此 , 当 4 的 特征 值 的 实 部 都 小 于 0, 即 方程 组 (6. 7. 1) 的 零 解 = 一 0 新 近 稳 定时 ,存在 了 
具有 性 质 ; 
Viz) =< Hrr >>0 (天 0 


dy 
0 《zz 天 0) 


即 存 在 正定 的 对 称 矩 阵 妃 满足 

47 百 十 娓 4 = 一 了 (6.7.12) 

这 里 了 是 = 汾 单位 矩阵 ， | 
式 (6.7. 12) 完 全 是 一 个 代数 问题 ， 它 应 当 有 一 个 代数 学 的 证 明 ， 
如 果 4 是 对 角 和 矩阵 


那 末 式 (6.9.12) 成 为 
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hi hz sos | shi 


. A fa 
Ro hse 1 四 如 0 | 4 0 
22 mn + 
nl hz hm 0 如 0 4 
fh [a * hi 0 
har hzz hzn 1 
x = 一 
hy hs 0 : 1 
因此 2 一 一 1 十 2)ps 二 0,f 机 十 入 hs 二 0 
2A, 让 ls Cds + A As = Os 2A = 1 
多 当天 天 ?时 ， 
从 而 ha = 
> 当天 一 了 时 
-工科 得 
即 V(r) =— 3 i 


如 果 罗 之 0 屠 =1,2,… 41n) ;那么 V (zx) 是 定 正 的 ,市 


一 
对 于 一 般 的 矩阵 4 ,我 们 有 下 述 Liapunov 定理 。 
定理 5 如 果 甜 阵 4 的 特征 信义 ,和 ,… ,加 和 远 合 要 求 
办 十 入 天 站 (g,1 = 1,2, ,7n) 
那 末 ,对 任意 阶 对 称 方 阵 也 ,存在 唯一 的 对 称 害 阵 召 满足 关系 
| ATH++HA=—D (6.7. 13) 
证 根据 线性 代数 的 Schur 定理 ,存在 洪 秩 矩阵 5, 使 得 S-'45 呈 三 角形 , 即 
思 bs bl 
0 A * br 
0 0 … A 
以 S 左 乘 ,S 右 乘 关 系 式 (6. 7, 13) 的 两 端 ,得 到 
S'HS .5-14S + (S51AS)TSTHS 一 一 37D5 
若 记 STHS= (gr) ,57 DS= {cu), 那 末 上 式 成 为 
Bll Ba Bo Bs bi Nh 0 % Offgn gz ** Ein 
B12 Bl: “* ks 0 和 by 十 ba 和 0 :gi R12 ''" Lz 


lm Bre ”Ba 0 0 入 bi [2 四 | Lg,. Bin ''" Bm 


(6. 7.14) 


Cl Cen Cm 
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把 它 虞 开 就 得 关于 Bl ESl2v 91n 8 Bz2n? ,8~ 共 去 n(n 十 1 个 来 知 量 的 线性 代数 方程 组 , 
(A + hg 一 一 6 . 
bizgu 十 Ch TA) gs Er C2 


bingu 十 bang12 十 下 十 DnB ln + 十 A)g 一 一 cn 
Bis 十 O12) 81s 十 《Ma Ma) gs =— Ce, 


Zblye + Dharlae 二 十 26 ge tn 十 (十 和 gm 二 一 Cm 

它 的 系数 行列 式 11 1 (4 十 本) 不 为 惟 , 所 以 由 上 式 可 唯一 地 确定 gu* 即 由 式 (5, 7, 14) 可 唯 
一 地 决定 G。 由 于 五 = 43 CS- ,所 以 对 任何 盖 阶 对 称 和 矩阵 厂 , 存 在 对 称 矩 阵 态 = thw) 满足 
关系 式 (6.7, 13)。 根 据 线性 代数 方程 组 的 理论 知 ,作为 二 sa(n 十 1) 个 未 知 最 iu 的 方程 组 
《6, 7. 13) 的 系数 行列 式 不 为 0, 从 而 存在 唯一 对 称 算 阵 五 满足 关系 式 (6.7.13) 。 | 

当 4 和 疙 都 是 实 算 阵 时 ,由 式 (6.7.13) 得 

HA+ATFH=—D 

所 以 所 = 五 , 即 五 是 实 对 称 矩阵 。 

特别 , 当 4 的 特征 值 都 具有 负 实 部 时 ,定理 的 条 件 成 立 ， 所 以 存在 对 称 短 阵 瑟 满足 关系 
式 

HA+ATH=—I (6. 7. 15) 
简 下 来 应 证 明 总 是 正定 矩阵 。 首 先 ,车 存在 z 使 得 
< Horo 人 > 所 站、 
邦 末 根据 定理 3, 方 程 组 (6.7. 9) 的 零 解 是 不 稳定 的 , 它 与 4 的 特征 值 都 其 负 实 部 相 矛 盾 。 因 此 
理 关 0。 其 次 ,车 存在 xo 关 0 使 得 (Hxo,xc 沁 ==0, 那 末 由 昌 实 0 知 
Ht pr)szo i pr > 0 
对 和 尾 何 及 实数 上 成立, 从 而 由 过 瑟 zo,z, 这 =0 得 
2£ < Hrorz>+ p< Hirt>0 
对 任意 实数 成立, 由 上 式 得 志 玉 zo17 沁 二 0, 特 别 当 z= 二 Hxo 时 得 <<Hzo,Hzo> 二 0， 好 Hr, 
二 0。 下 由 式 (6, 7. 15) 得 
TIHAzo + ATHY, =— wizo 一 一 xz 站 < 0 

但 上 式 左 端 因 Hx, 二 0 布 等 于 0, 得 到 了 矛盾。 因此 , 当 4 的 特征 值 都 具 负 实 部 时 ,满足 式 
(6.7. 15) 的 对 称 矩 阵 刀 必 是 正定 的 。 反 之 , 若 妃 适合 式 (6.7. 15) ,就 可 对 方程 组 (6.7. 9) 的 解 
进行 估计 。 

事实 上 ,假设 互 是 正定 的 , 那 末 存 在 常数 mm>0,M>0, 使 得 

mT rT Hrr PMArr> 

即 mlz Hr,r> 人 Mr: 

由 于 下 一 一 1 zs 和 一 工 一 Bzz>= 一 虐 r, 即 

i MM M 


EV etx,) <— DV ezo) 


所 以 
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{V(t} 0 


从 而 当 O<z< 十 co 时 ， 

Verzr)en — Vr) EO 
即 Vlerz) CV)e (OCt<+ mm) 
于 起 


m | etzxo ll ET Hero esz, > 
< Hror > eh Mzol!e 六 
著 当 0<x< 十 co 时 


1 geazo 有 = herzel SAE Hee 
因此 ,A 的 特征 信者 具有 负 实 部 。 


§ 6.8 一 次 近似 理论 


在 非 线性 微分 方程 


宇 = /zl (ro =0) (6. 8. 1) 


的 零 解 z==0 的 稳定 性 讨论 中 ,Liapunov 直接 方法 是 有 效 的 ,但 是 求 V 函数 是 十 分 困难 的 何 
题 。 因 此 ,人 们 往往 采 轩 一 次 近 候 方法 进行 讨论 。 | 
假设 了 在 坐标 原点 0 的 某 一 邻 域内 有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 那 末 


衬 = Az+ g(r) (6. 8. 2) 


v1 了 (8 
其 中 A | 0< 名 <1 ,显然 


gtz} | = Oc) 


我 们 称 线性 方程 组 
至 三 2 (6. 8. 3 
是 方程 组 (6,8, 2) 的 一 次 近似 方程 。 能 否 由 方程 组 (6. 8, 3) 的 零 解 的 稳定 性 讨论 非 线性 方程 组 
(6. 8.2) 的 零 解 的 稳定 性 呢 ? 一 次 近似 理论 就 是 回答 这 一 问题 的 。 
定理 1 如 果 线 性 方程 组 (6. 8. 3) 的 等 解 > 一 0 是 渐 近 稳定 的 , 那 来 (6, 8. 2) 的 零 解 也 是 渐 
近 稳 定 的 。 . 
证 明 内 于 (6. 8.3) 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,所 以 4 的 特征 值 都 具有 负 实 部 ,根据 86, 7 的 定 
理 5, 存 在 定 正 的 函数 
Vx) 一 性 Hr,r > 
而 V 按 方 程 组 (6. 8. 3? 对 上 的 全 导数 
dV 
EE (6.3.3) 
现 考虑 T 按 方程 组 (6. 8. 2) 对 时 间 上 的 全 导数 
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=< (ATH + HA)zr>=— |zxt’ 


dy Ys "aoV 
ce. 二 二 CY 
dz ee 5 包 EE 


由 于 3 二 是 的 线性 阴 数 ,gsCz) 一 OCz1 由 2 所 以 
- > 了 gz) = OC(z|’) 


大 要 6.7 的 引 划 1 各 到 于 | 是 定 负 的 ,所 以 方程 组 (6.8.2) 的 零 解 是 渐 近 和 


定 的 。 

定理 2 ”如果 线性 方程 组 (6. 8. 3) 的 系数 矩阵 4 的 特征 值 至 少 有 一 个 实 部 大 于 0, 那 末 方 
程 组 (6. 8. 2) 的 零 解 是 不 稳定 的 。 

证 明 ”我 们 仅 就 4 的 特征 值 都 不 具有 零 实 部 的 情形 进行 证 明 。 设 4 有 >r 个 实 部 大 于 0 的 
特征 信 为 ,入 ,-…, 罗 ;4 一 + 个 实 部 小 于 人 0 的 特征 值 入 +514， 入 4+:，… ,入 ,在 这 里 我 们 把 7 重 特征 悄 算 
为 个 特征 值 。 

根据 线性 代数 的 理论 ,存在 实 的 满 秩 矩阵 5S 使 得 

全 TA 0 
9 -145 = 站 pa 
其 中 ,4; 是 ~ 阶 方 阵 , 特 征 什 为 ,入 "入 ;Az 是 ”一 > 阶 方 阵 ， 特征 值 为 和 1 
对 系统 式 (6. 8. 2) 进 行 线性 变换 
T= Sy 
得 到 


P= 57ASy 十 Sig(Sy) 


即 


最 A yy 
(6. 8. 4) 
学 = Asy: 十 hy sy) 
其 中 ,y' :yy 分 别 为 也 维和 二 维 向 量 , 而 
_[» fh sy i 
ve dn | edly 
对 于 方 阵 一 41, 它 的 特征 值 一 4 ,一 入 ,一 的 实 部 全 是 负 的 ,所 以 根据 § 6,7 的 定理 5， 
存在 正定 的 > 阶 对 称 方 阵 1 ,满足 关系 
— ATH, 二 + H,(— A,) WD 五 
式 中 ,于 是 > 春 单 位 中 , 郧 


4TE 十 五 4 一 了 (6. 8.5》 
同样 ,存在 ”一 > 阶 正定 的 对 称 方 阵 召 ; ,满足 关系 . 
ATH, + H,A, = ~— 1 《6， 8.6). 


式 中 了 是 n 一 r 阶 单位 阵 。 
令 
Vly) =< Hyyy >—< Hy y > 
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它 在 y 的 坐标 原点 的 任 一 邻 域内 可 取 到 正 值 。 而 它 按 方程 组 (6. 8. 4) 对 + 的 全 导数 
dV 


看 一 H(A + hyly sy > 二 Hy dy + hy sy ) > 
—< HAsy t+ hy sy) Yy > ~ Hy Asy + hely 1y) > 
二 心 ATH, 十 H A)y sy 之 一 (CALH, 十 再 :4 天 3 
+ 过 Hy hy yD) > Hy yy > 
根据 等 式 (6. 8. 5) 和 和 (6. 8. 6) ,由 上 式 得 到 
< yy > y+ OC yh 
= |yl*+o(tlyl») 
根据 $6.7 定理 5 和 是 定 正 的 ， 因此 ， 方程 组 (6.8. 4 的 等 解 是 不 熏 定 的 ， 从 而 ， 方程 组 
(6: 8.2) 的 零 解 2 
例 1 讨论 具有 阻尼 的 单 捍 运 动 方 程 


+ b+ sing 0 


ee 


的 解 “一 0 和 yg=x 的 稳定 性 。 
令 z= 二 牧 , 得 到 


dt 2 
4 (6. 8.7》 
全 一 一 Esinz —by 
它 在 (0,0) 附 近 的 一 次 近似 方程 是 
dz - 
dd > 
而 系数 矩阵 的 特征 方程 是 
媳 十 雄二 于 一 0 
所 以 特征 值 具有 人 负 实 部 ,从 而 方程 组 (6. 8- 7) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 
为 考察 方程 组 (6. 8. 7) 的 平衡 位 置 > 一 一 xy 一 0 的 稳定 性 ,引进 变换 
工 一 实 一 9 一》 
得 到 
dz 一 
各 一 了 
5 (6, 8. 8) 
闻 = si ipz 一 by 
它 的 一 次 近似 的 特征 方程 是 | > 
丸 十 甩 一 疼 二 0 


i 
有 一 个 正 实 根 ,一 个 负 实 根 , 所 以 方程 组 (6. 8. 8) 的 零 解 是 不 稳定 的 , 即 方程 组 (6. 8. 7) 的 平衡 
位 置 zx 一 r,y 一 0 是 不 稳定 的 。 
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例 2 讨论 方程 组 


军 = 一 红 十 ?一 = 十 好 
d 

六 = 一 yxy 

dz 


Pi 十 y 一 Zz 十 2: 
的 零 解 z==y= 二 z=0 的 稳定 性 。 
该 方程 组 一 次 近似 的 特征 方程 是 
2 二 
一 ] AM+1 0 = 和 上 4 十 名 二 3=0 (8.8.9) 
一 1 一 1 14 十 于 
首先 , 当 20 时 ,A( 办 之 3>0, 所 以 式 (6, 8. 9) 没 有 非 负 的 实 根 。 
其 次 ,如 果 4=a 十 iB(8 关 0) 是 式 (6. 8.9) 的 复 根 , 那 末 
mB 3a 二 + de — Fr)+50+3=0 (6. 8. 10) 
amp— + 8a8+58=0 《6. 8. 11) 


A(A) 一 


生 有 天 04, 从 式 (6. 8. 11) 得 
床 一 3o 十 8 十 5 
代入 式 {6.8. 10) 得 
4 — 8 — 320 — 42a — 17=0 
当 a>0 时 ,上 式 不 可 能 成 立 , 所 以 <0。 | 

这 就 是 说 ,C6. 8. 9 的 根 都 在 左 半 平 夯 , 因 此 ,方程 组 的 淮 解 是 渐 近 稳定 的 。 

关于 判断 多 项 式 的 根 都 在 左 半 平面 的 关系 阿 题 ,是 一 个 重要 问题 .Routh 和 Hurwitz 给 出 
了 解决 该 问题 的 充分 必要 条 件 。 利 用 例 2 的 步 台 可 以 证 明 , 实 系数 三 次 多 项 式 

Qo 十 计 十 qk 十 a3 二 0 (oo > 0) 
的 根 全 在 左 半 平面 的 充分 必要 条 件 是 
2 > OG > Vu Oud > dvds 


例 3 讨论 方程 组 
竺 = 一 z 一 ?十 z 十 zs 
昔 =z 一 和 y 十 2 十 到 
衬 一 xz 十 2y 十 = 十 zz 
的 零 解 的 稳定 性 。 


该 方程 组 的 一 次 近似 方程 的 特征 方程 是 
AGOD 一 旦 十 2 一 5 一 9 一 0 
因为 A(0) 二 一 9<0,AC3) 二 21>0, 所 以 上 式 必 有 严 根 ,从 而 方程 组 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
悦 题 六 
1. 将 三 阶 方程 的 Cauchy 问题 
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| (fs 工区 ,之 ， 
T(to} 二 ,这 (加 )》 一 信和 全 (to) 一 六 
化 为 等 价 的 一 阶 方程 组 ,并 证 明 它 们 等 价 性 。 


2. 证 明 : 如 果 两 方程 组 


dz _ dz _. 
dr 一 TI, mn Bi) 


有 相同 的 基本 解 矩阵 , 则 AG)=B(t)。 这 里 4(z) 和 B() 是 两 个 阶 巡 续 答 阵 , 工 = (zj ,2 ， 
Tn) y= Cy sya" ys) 
3. 设 < 二 x1(t) ,x 一 nb) 是 3 十 2 一 0 之 满足 初始 条 件 
zi(0) = 0,£1(0) = 1 
sa 人 0) = 1,£(0) 一 0 
的 两 个 解 , 试 不 具体 求 出 zi (trt(b9 而 直接 证 明 
【1 一 Toz 芝 一 一 2 (tt 
(2) x77) rt) =1; 
(3)zs(t) 有 零点 。 


4 设 A() 为 乱 阵 ,f:(?) 是 向 量 ,x 一 (是 束 一 4(4)zx 十 /4) 的 解 (二 1,2,…m)， 证 明 z 


二 Dg() 是 盏 = Att)z 十 ft) 的 解 。 


Ss. 如 果 4 为 任意 Xna 的 常数 年 阵 , 而 如, 是 4 的 特征 粮 , 风 es ,e*，… ,e+ 是 e1 
的 全 部 特征 恰 。 . : : 
6. 利用 特征 根 法 求 一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 的 通 解 ,其 中 4 为 


RN 21 3 
CD4-|_， oo > 
7. 求 下 列 初 值 问题 的 解 


ep ro 

dz 一 1 0 1 zzrC0) 一 | 
dt ' 
1 —2 一 和 


8. 用 常数 变易 法 求 方程 的 通 解 


g-[ iJ] 


9. 判定 下 列 系数 的 奇 点 的 类 型 ,并 绘 出 奇 点 附近 的 相 图 。 


dz dz _ 
《1) 业 le- 
dy_ dy__ 
zy 至 = 一 2z 一 5y 十 3 
(3) (4) 上 
型 =z 一 3y 中 一 2z 十 29 
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10. 设 函数 F(z) 二 阶 连续 可 微 ,FC0) 一 0, 六 C0)<<0, 试 研究 系统 条 一 y 一 F(z), 皖 一 一 z 
的 可 点 类 型 。 
2 
11. 引入 变量 y 一 虹 , 将 方程 十 6 经 二 oz 一 0 化 为 方程 组 ,就 常数 6c 的 各 种 情况 , 计 


论 该 系统 的 奇 点 的 类 型 ( 设 0)。 
12- 试 证 明 下 列 系统 不 存在 极限 环 


dz 
证 三 2z3y 十 并 
(54 
ri 
dr_ 
dd > 
(2)4< 3 
带 一 一 z 一 2 十 阅 十 其 
13, 对 于 方程 组 


= y+ r(x! + Psin -一 二 一 
宇 y+ rr ysin 二 


学 二 十 y(r 二 sin 后 十 半天 0 | 


设 当 xz==y=0 时 右 端 为 零 , 则 
(1) 验 证 z= 二 costsy 一 十 sint 是 它 的 解 ， 


C2) 证明 极 限 环 z* 十 y: 一 十 是 稳定 的 。 

14. 证 明 下 列 系 统 存在 极限 环 (周期 解 )。 
到 一 z 十 3 一 zCz 十 9y) 

G) 


= 一 z 十 27 一 ?Cr 十 992) 


(3) 十 (x! 一 D 蛇 一 0 
15. 研究 下 列 系 统 的 零 解 的 稳定 性 


yt 
(1) 


d 
这 一 z 十 ?一 2 


人 
(2) 


zy+ 2 


dz _ 
亚 二 2 十 233 十 z 十 Te 


16. 利用 Liapunov 第 二 方法 研究 系统 稚 解 的 稳定 性 。 


dz 


+a 


(1)* d 
= zy 
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dz 


| 三 | | "加 十 工 一 0 


dz 
17， 设 空 一 1(z) 十 By, 宰 一 xz 十 8y, 其 中 了 (zz) 连 续 , 7(0) 一 0。 如 果 当 z 天 0 时 (GCCz) 一 
xzz>0zFz)Ter<0, 则 该 系统 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 
18, 设 # 和 加 是 常数 ,之 mr 之 0, 方 程 坚 一 一 mz 十 e*zt 的 一 次 近似 方程 的 零 解 是 渐 近 稳 
定 的 。 试 通过 直接 求解 ,验证 方程 本身 的 零 解 却 是 不 稳定 的 ， 
19. 试 证 明 方 程 笃 = 一;z 二 bz 的 一 次 近似 方程 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,但 方程 本 身 的 
竺 包 是 不 和 定 的 ,其 中 党 数 bz0， 


20, 试 证 明 方程 乱 一 - 千 ; 一 z 的 一 次 近似 方程 的 零 解 是 不 稳定 的 ,但 方程 本 身 的 零 解 是 
浙 近 稳定 的 ， 
21. 研究 下 列 的 零 解 的 稳定 性 ， 


至 ~ =—wcos’t+y(l+sintcost) 
(1) 1 
了 = xX(sintcost—1)— ysin’t 
dz 
(2) 人 
dy 7 .10 
dl > 
22. 证 明 系 统 
上 上 一 rh 一 了 工 一 &y) 
ss 
dt 一 EY 2 — pr 一 2》 


的 正常 信 在 第 _- 象 限 是 全 局 稳定 的 。 中 ay) 有， R13 2 > 019 2 都 是 正常 数 ， 且 氏 一 aks>0,k 
一 证 0。 
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第 七 章 “ 非 线性 系统 的 常用 摄 动 方法 


非 线性 问题 一 般 难以 获得 精确 的 解析 解 ,所 以 人 们 不 得 不 设法 去 求 某 种 近似 解 ,数值 解 或 
两 者 的 组 合 ,近似 方法 中 最 主要 的 是 摄 动 ( 渐 近 ) 方 法 。 

摄 动 方法 是 近 百 年 来 由 许多 数学 家 力学 家 及 物理 学 家 共同 建立 和 发 展 起 来 的 具有 广泛 
应 果 的 一 个 重要 方法 。 近 二 三 十 年 它 的 发 展 尤为 迅速 ,现在 已 被 公认 为 数学 .理论 物理 .力学 、 
化 学 .生物 学 及 各 种 工程 技术 科学 中 研究 非 线性 微分 方程 的 基本 方法 之 一 ,也 是 应 用 数学 的 重 
要 学 科 之 一 。 

本 章 人 具体 例子 出 发 ,介绍 常用 的 几 种 求 非 线性 微分 方程 渐 近 鲜 的 奇异 振动 方法 . 


87.1 基本 概念 


摄 动 方 法 就 是 将 癌 题 的 解 四 一 个 摄 动 展开 式 的 前 面 几 项 (一 般 是 前 两 项 ) 来 表示 ,尽管 这 
种 摄 动 展 开 式 可 能 发 散 , 或 是 无 严格 的 数学 证 明 , 但 全 为 解 的 一 个 定性 的 或 在 某 种 范围 内 一 定 
程度 上 约定 量 表 示 ,在 工程 技术 的 实际 应 用 中 还 是 很 方便 的 。 摄 动 方法 大 致 分 为 两 关 :一 类 展 
开 式 是 根据 参数 (小 的 或 大 的 ?引出 的 ,这 个 参数 可 以 是 自然 地 出 现在 原 方程 中 的 ,也 可 以 是 为 
-了 方便 而 人 为 地 引进 的 ,这 种 展开 式 称 为 参数 摄 动 ; 另 一 类 展开 式 是 根据 坐标 (小 的 或 大 的 坐 
标 ) 引 出 的 , 称 为 坐标 摄 动 。 

参数 摄 动 的 实质 是 :在 微分 方程 Llw,x,e) 二 0 和 边界 条 件 Btx,e)=0 中 ,如 果 存 在 一 个 & 
二 6( 可 调整 尺度 使 pe 一 0) 易 于 求 出 精确 解 ,那么 对 于 小 量 e, 可 寻找 一 个 以 为 寡 所 表示 的 解 

UTE) = uolx) 十 EtKzZ) 十 ests(r) + (7.1,1) 

其 中 ,om 与 ce 无 关 ,uolx) 是 c==0 时 间 题 的 解 ,将 展开 式 代入 原 方 程 和 边界 条 件 , 按 小 参数 。 展 
开 , 令 的 每 一 次 赛 前 面 的 系数 为 零 , 给 出 mw 的 比较 简便 的 方程 组 ,并 可 以 逐个 求解. 

坐标 摄 动 的 实质 是 :在 微分 方程 也 (ez) 一 0 和 和 边界 条 件 B(x)=0 中 (其 中 是 一 个 标 
量 ), 候 定 zzo(zo 可 调整 为 0 或 cc) 时 ,wlz) 取 已 知 形式 为 wos 当 x 在 zo 附近 时 ,要 确定 偏差 
4 一 wo, 当 xo 二 0, 这 个 偏差 可 表 为 x 的 塞 的 项 ; 当 rco 时 , 则 可 表 为 zx-! 的 时 的 项 。 

为 了 叙述 方便 起 见 , 下 面 先 引进 一 些 必 要 的 定义 和 术语 。 

定义 1 当 se>0 时 ,f(s) 二 O[g(e)], 意 思 是 指 若 存在 一 个 与 无 关 的 正 数 4 和 一 个 sa>> 
0, 使 得 

As) Alg(e) YE< 6 

或 为 


例如 , 当 c=0 时 ,sine 二 O(e) ,cose 一 DO 〇 (1) ,sinhe=O(e),coshe=O(1) 
如 果 ff 是 < 和 另 一 个 量 z 的 随 数 ,而 g(x,e) 是 一 个 标准 函数 ,如 能 写成 当 s-*x0 时 ， 
flx,t} = Og(zx,e)] 
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如 果 存 在 一 个 与 8 元 关 的 正 数 A 和 一 个 ge>0, 使 得 对 于 所 有 的 |s| 科 161, 下 式 成 立 : 
[f(z | Alg(r,e) | 
当 妥 与 5& 和 和 之 无 关 时 , 则 关系 式 f(x,e) = 二 Og (wx,e)j 称 为 一 致 成 立 。 例 如 : 
sin (z+#)=0(])~=O[sinx], 当 ec—>0 时 是 一 致 的 ， 而 e“ 一 1 一 OCe), 当 er0 时 是 非 一 致 
的 。YVZTe~ VT 一 Oe), 当 ex0 时 是 非 一 致 的 。 
定义 2 当 e>0 时 ， Ge) 一 o[Lg(e) 3。 意思 是 指 若 对 每 -个 与 s 无关 的 正 数 3, 存 在 一 个 &， 
使 得 
Fe 委 8lg(e Yee 
或 lim ee) 
se | gCE) 
同样 车 f(x,e)=oLg 《xse)], 当 ev0 时 ,8 与 8 各 z 无 关 , 则 称 为 一 致 成 立 。 
例如 sins 一 of1) ,sine2 一 ofe)cose 一 0 二 )。 
sin(z 十 外 一 o(e- 直 , 当 se>0 时 是 一 致 的 。 
e- 一 1 一 ofet》, 当 e->0 时 是 非 一 致 的 。 
VzTe~ V 王 =o(ei), 当 e>0 时 是 非 一 致 的 。 
如 上 所 述 ,O 和 o 表示 函数 的 量 级 (或 量 阶 ), 称 为 量 级 的 符号 或 阶 符 ,f(e) 一 OCg(e)) 表 示 
f(e) 与 g(e) 同 量 级 ;f(e)=olg(e)) 表 示 Fe) 比 gC) 高 一 个 微量 级 。 


定义 3 若 给 出 一 个 级 数 了 2 众 , 其 中 与 无 关 , 则 称 级 教 为 渐 近 级 数 , 记 为 当 iri~ 


一 0 . 


de i 


= 时 ,? 一 2 经 , 当 且 仅 当 


2 一 +o 时 一 忆 估 十 o(lzl 7) 
m0 


或 为 当 |z| 一 十 mo 时 ， y= 总 宇 +Odz|-") 

若 我 们 不 需要 利用 一 个 千 级 数 玖 示 某 个 函数 ,可 以 利用 一 般 的 艺 数 列 8,(e) 代 之 ,只 要 

当政 0 时 ;6.(e) = o[8.1(e)] 

这 样 的 序列 称 为 渐 近 序列 。 例 如 ,er, (loge) 一, (sine)" 都 是 新 近 序列 。 

定义 4 (利用 渐 近 序列 来 定义 渐 近 展开 式 ) 给 定 了 aw6w(s), 其 a- 与 无 关 , 而 5.(e) 
是 一 浙 近 序列 ,我 们 称 此 展开 式 为 一 浙 近 展开 式 , 记 为 

当 e 一 0 时 ,> ~ 2 (5) 

当 且 仅 当 e>0 时 


只 一 了 


> 一 Danda le) + Od.Ce)] 


后 


显然 , 渐 近 级 数 是 独 近 展开 式 的 一 种 特殊 情形 。 
在 参数 据 动 中 , 当 e-x0 时 .有 展开 式 


和 (zye) 一 二 Cr)6, (e) 


其 中 系数 a, 仅 为 工 的 函数 ， 则 称 此 展开 式 为 一 致 的 ， 当 
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wl1 
fre) = > as)58a(s) + RnCr,e) 


RulrsE) 二 四 [LSv(Ee)] YY x 
否则 称 为 非 一 致 有 效 展开 式 (通常 称 之 为 奇 摄 动 展开 )。 ne 


2 E3 
ED0,sintx+e)=sinz 二 ecosz— Re Te —sinz 


EE er 
十 一 cosz 一 i -COSTO—" 


51 61 ?7! 
是 一 致 有 效 展开 式 。 
es 


f= VzTi= Vz[1+ 直 ~- 若 + 地 一 


上 式 除 第 一 项 外 ,在 zx 一 0 处 均 为 奇 的 ， WE 因此 展开 式 是 非 一 致 有 效 的 , 它 
在 z=0 附近 失效 。 
按 参 数 的 渐 近 展开 式 不 是 一 致 有 效 的 ， 它 的 失 煞 范围 区 为 非 一 至 区域， 有 时 也 称 为 边 
界 层 。 , 
对 形 如 
fxs) ~ D6 (ef lz) 


m=0) 


的 直接 展开 式 , 其 中 6。(e) 是 参数 :的 一 个 新 近 序 列 , 在 非 一 致 区 域 的 范围 内 失效 ,其 原因 在 
于 ,无 限 域 .小 参数 与 最 高 阶 导数 相 乘 , 偏 微 分 方程 类 型 的 改变 和 奇 点 的 存在 。 

在 无 限 域 的 情形 , 非 一 致 表现 为 存在 长 期 项 (或 称 永年 项 ), 如 zr"cost，x"sinz, 它 使 
fn《T)/ fm-1(X) 当 x 一 co 时 成 为 无 界 。 在 小 参数 与 最 高 阶 导数 相 乘 时 , 摄 动 展开 式 不 能 满足 所 
有 的 边界 和 初始 条 件 , 因 而 展开 式 在 边界 层 和 初始 层 失 效 。 当 摄 动 方程 的 类 型 与 原来 的 方程 不 
同时 ,就 可 能 产生 非 一 致 性 , 非 精 兢 解 的 一 部 分 奇人 性 出 现在 展开 式 的 某 处 时 ,一 般 说 奖 ， 在 后 继 
项 中 奇 性 会 变 得 更 为 明显 。 

还 有 一 种 情形 ,就 是 存在 转向 点 的 情况 。 考 察 方程 

3 十 刀 (1 一 2a)y 一 0 
对 大 的 4 解 的 渐 近 展开 式 : 当 |z1<1 时 ,其 解 是 振动 的 ; 当 |zl>1 时 ,其 解 则 表现 为 指数 
性 的 。 | | 
取 展 开 式 | 
y = er 
其 中 ,gp 一 %(z) 十 XCz) 十 … 代 入 原 方程 , 令 1 的 同 次 者 的 系数 相等 ,得 到 
— {一 x2) 


2KN 十 网 二 0 
这 此 方程 的 解 是 ， 
+ 让 vT 二 rdr,(|lzj <1) 
狗 一 
+ 了 VE idr, zi 1) 
-一半 Ing 十 常数 
因此 , 当 |z|<1l 时 
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亲生 和 rr 站 人 gr 一 一 一 


5 a [arcos| Af VT— rar) + bsin( | “IT— er) | 


当 izl>1 时 
了 三 1 Dm Larexp{2| VE 一 idzj 十 pexp| 一 站 fs idz] | 
其 中 , 和 如是 常数 。 此 展开 式 称 为 Liouville 一 Green 或 WKB 近似 式 。 在 + 二 士 1 处 ,这 些 展 
开 式 是 奇 性 的 ,点 xz= 士 1 称 为 转向 点 ,这 是 由 于 其 解 用 初等 函数 表示 , 解 的 形态 从 振动 性 变 
.为 指数 性 所 致 

显然 ,不 一 致 有 效 渐 近 晨 开 式 变 为 一 致 有 效 渐 近 晟 开 式 需要 各 种 技巧 ,这 些 技 巧 称 为 摄 动 
技术 ,它们 包括 ， 

利用 自 变量 的 近似 恒 等 变 换 确 定 最 佳 坐标 的 方法 称 为 伸缩 坐标 法 。 

利用 解 对 两 个 不 同 的 坐标 4 尺 订 )z 与 三 的 不 同 渐 近 展开 式 ,再 利用 匹配 方法 组 合 这 些 展 
开 式 ,从 而 得 到 一 致 有 效 的 展开 式 , 这 种 方法 称 为 号 配 渐 近 展 开 方法 。 

利用 不 同 的 尺度 得 到 两 个 展开 式 来 表示 方程 的 渐 近 解 ,这 党 昧 着 独立 变量 的 数目 增加 , 因 
而 将 原来 的 常 微分 方程 转换 为 个 偏 微 分 方程 ,这 种 方法 称 为 多 重 尺度 方法 。 

利用 常数 变易 法 的 作法 ,对 对 应 变量 引进 近似 恒 等 次 换 , 得 到 解 的 一 致 有 效 展开 式 , 这 种 
方法 称 为 平均 方法 。 


$7.2 伸缩 (上 应变) 坐标 法 


Lindstedt 等 人 在 研究 方程 
二 一 sa (sg1) 
时 ,由 于 非 线性 使 系统 的 频率 从 线性 的 ws 变 为 ote), 故 引进 新 变量 + 二 wts, 并 把 w 和 w 按 的 
笑 震 开 为 
基 一 Mofr) + Eur) 十 Et) 汗 科 
世 一 wo 十 Sah 十 Eww 十: | 
然后 选取 参数 wli 送 1) ,使 长 期 项 不 出 现 。Poinearé 证 明了 用 这 种 技巧 得 到 的 展开 式 是 渐 近 
的 。 这 个 技巧 称 为 伸缩 参数 方法 ,参数 的 选 定 因 问 题 ( 如 频率 、 波 数 , 波 速 , 特 徙 值 或 能 级 等 等 ) 
而 异 。 事 实 寺 , 我 们 把 参数 展开 式 看 作 一 个 近似 便 等 变换 。 
如 果 函 数 zx(zuvzz…yzoe) 按 = 的 每 展开 时 产生 非 一 致 性 ,那么 我 们 不 仅 机 展开 因 变 量 
za 还 要 异 开 那个 显 永 非 一 致 性 的 和 良 变量 ,例如 zi ,因此 x 和 x 都 用 新 的 自 变量 按 s 的 乔 展 开 


Dhak 


于 一 erzn(5tzgyTih i 十 Ole*) 


mm 一 


Nr 
vy 兰 9 十 CR TE sz) 十 (ET+1) 


上 面 第 二 个 展开 式 可 以 看 作 一 个 从 x 到 * 的 近似 恒 等 变 换 , 其 中 函数 5 称 为 伸缩 函数 , 它 的 
确定 应 使 得 x 的 展开 式 一 致 有 效 。 换 言 之 ,对 有 关 zi 全 部 值 /ww-1 之 0, 或 者 使 高 阶 近似 不 
比 前 一 阶 近似 更 奇异 。 因为 这 里 伸缩 的 是 坐标 而 不 是 参数 , 故 称 为 伸缩 坐标 方法 。 如 果 取 5.= 
wns Cwm 为 常数 ) ,就 变 成 前 述 的 促 缩 参数 的 技巧 (Lindstedt-Poincaré 技巧 ) 了。 
Lighthill 技巧 是 把 上 述 育 限 项 级 数 变 为 无 穷 级 数 
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wo 二 DN er Css ras Ts + Tn 


T= De sre rayne rT) 


用 区 -和 疡 "有 界 来 控制 。 

Kuot 郭 水 怀 } 将 这 个 技巧 加 以 变形 而 应 用 于 粘性 流体 , 正 因 为 这 个 缘故 ,钱学森 1956 年 
把 它 命名 PLK (Poincaré 一 Lighthil 一 Kuo}) 方 法 。 

为 了 对 如 下 疝 题 


匡 = F(z,u'€) 

WTo) = mo 

确定 一 致 有 效 的 展开 式 , 可 使 用 Temple 技巧 ;引用 一 个 新 的 自 变 量 s, 且 设 
UH 二 WE) T= TE) 

用 两 个 新 的 等 价 方程 代 营 原来 的 方程 


人 过 Utzvzssre, 笠 = (Xs ,Ee) 


使 得 和 XX 对 于 < 是 解析 的 ,然后 再 确定 关于 x 和 z 的 直接 摄 动 展开 式 。 

伸缩 坐标 法 对 一 个 或 两 个 方向 的 行 波 的 双 曲 型 微分 方程 来 说 是 成 功 的 ,对 抛物 型 方程 亦 
有 戒 功 的 例子 ,但 对 梢 画 型 方程 来 说 都 是 失败 的 .这 种 方法 对 小 参数 习 以 最 高 阶 导数 之 类 的 奇 
摄 动 问题 是 失败 的 它 对 弱 非 线性 振子 的 周期 轨道 能 给 出 一 致 有 效 的 展开 式 ,但 对 振幅 是 变化 
《如 极限 环 等 ) 的 情况 ,这 个 方法 是 不 能 用 的 .总 之 ,在 自 变 量 的 茶 些 变化 范围 内 ,内 变量 发 生 剧 
烈 变 化 时 ,在 这 些 区 域内 直接 展开 一 般 会 失败 , 自 变量 的 近似 恒 等 变 换 ( 伸 缩 坐 标 ) 也 不 能 对 应 
这 种 突变 ,因而 解决 这 一 问题 的 办 法 ,可 采用 下 节 的 匹配 技巧 。 

例 1 考虑 Duffing 方程 的 初 值 问题 

六 十 2 十 6 二 000 委 上 < 十 co) 


u(0) 一 12(0) 一 0 a 
首先 对 Duffing 方程 直接 展开 。 令 
ul£5€) = ko(t) 十 ski(t) 十 us) 十 ，… 《7. 2.2) 
将 式 (7. 2. 2) 代 入 方程 (7.2.1), 整 理 并 比较 “各 次 寡 的 系数 ,得 
Es Wo 十 wo 二 040000) 二] 40(0) 二 0 
解 得 
wy 一 Cost 
Eel; 训 十 Wt 二 一 给 二 一 e081ty21 C0) 二 02 (C0) 二 0 
解 得 
#1 一 一 3 sine 十 l(c0s3l 一 CoOst) 
8 32 
所 以 
u(t,€) = cost 十 e: — Btsint + (C083 一 cost) | 十 Ole’) (7.2.3) 


在 式 (7. 2. 3) 中 有 长 期 项 ssini ,因而 展开 式 (7. 2. 3) 在 :一 十 ce 时 不 一 致 有 效 。 为 此 ,必须 消除 
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长 期 项 。 
其 次 利用 工 一 P 法 消除 长 期 项 ， 作 变换 
t= rz 十 eal 十 eay 十 …) 


六 一 (1 十 em 十 ezas 十 …)-: 
du dz 
2 
= a 十 4 十 a 十:) 
d: ?zx 
= (1 — 22ie) 忽 + Ole:) 
”于 是 i 
SR 十 zto 一 0zf0) 一 1,zzo(0) 一 0 
解 得 
Wo 一 COST 
el: a 0)=0,0(0)=0 
或 者 
十 & 二 一 2alcosr 一 cos’r 
二 十 Wi 一 一 (2 十 3| cosy 一 cos 3r 
现在 的 非 齐 次 项 为 
pl 3 1 
中 之 [aa + 了] cosr 二 cos3r 
有 齐 次 解 


f=— cosr 


为 使 (f, 方 一 0, 应 该 有 2ai 十 立 一 0, 于 是 得 


Re 
8 
方程 (7. 2. 5) 化 为 
证 十 8 一 一 cos3rs uC0) = 0,t.(0) 一 好 
解 得 
ul 一 蕊 (cossr — cosr) 
根据 变换 式 
一 rz 十 euir 十 O(e) = :| 一 +ocn 
浊 ， 要 3 
三 [1 + B+ Oe) 所 十 襄 + Ote) |OCe’) 
= fa + Be)t+ Oe’) 
最 后 可 得 
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C7. 2. 4) 


(7, 2.5) 


Y We 


ti 


“一 cos| 1 十 辣 je 十 页 [coss| 1 二 Bel]e ~ eos{1 + Be)s]+ oce) 


8 
例 2 考虑 Mathieu 方程 
deu 


+ (人 十 Zecos2tYu = 0 《7, 2,6) 
及 其 过 渡 曲 线 。 
首先 对 方程 式 (7. 2. 6) 直 接 展 开 。 设 是 小 量 , 令 
只 (tyE)》 一 Mo 人 zt) + Ew) 十 St 人 rt) 十 (7.2.7) 
于 是 e" : 二 uo 0 
EL ; Hi 二 Tu = ~ 2uoc0s2t . 
全 : Us Om = — 2ucos2t 
从 上 式 可 以 解 得 


us=acos (wt ,6=o 
Ri 十 w= 一 22cos (wt 二 +0)cos2t= 一 acos[ (Cw 十 2)z 二 8 一 acos[ (ww 一 2)z 十 1 


_ acos[ (w++2):+8 十 2c9s (we 一 2 十 的 
加 ee 4C1--%w) 


ste = — 7 cos (wt+2)t+Olcos2 


或 者 


ws = 一 


cos[ Cw— 2)t—0 cos2t 


好 
-iT 2 2(1—w) 


一 一 一 一 cos(( 刀 十 4 十 昌 一 Hs 二 站 十 如 7 


Te Te 


a 
i a 
于 是 


acos| (w+ d+ 
32{1 十 w) (2 十 ww) 


ry 二 一 


I sin 十 多 十 
2 ucus[ (Cw 一 4 六 十 乡 ] 
32{] — w)(2 一 w) 


所 以 


w=acoa(wt 二 从 十 二 ea (et eos (w— 2% 二 夺 | 
4 +w 1—w 


le { Btsin(wrtd) + 《ww 一 tl)+. 


32 1 wo (二 wy(2 十 ww (1—w) (2) 
从 上 式 中 可 以 看 出 , 当 e 二 0 时 有 周期 解 x 二 atos(et 十 从; 当 e 关 0 时 ,从 第 三 项 开始 出 现 长 期 
项 ,w=0,1,2 时 解 出 现 奇 异性 ,进一步 作 下 去 将 发 现 ,w 二 n(n 二 0,1,2…) 时 会 有 奇异 性 , 育 接 
展开 式 无 效 , 对 应 的 6 信 为 
6 = 0,1,4,9 sn? 
现在 和 用 I 一 P 法 消除 长 期 项 ,消除 长 期 项 和 存在 周期 解 的 条 件 是 一 致 的 ,所 以 用 L 一 P 
方法 消除 长 期 项 便 可 以 向 时 得 到 Mathieu 方程 的 近似 过 渡 曲 线 和 曲线 上 的 解 。 : 
根据 L 一 P 方法 ,不 仅 权 把 =(:,6) 展 开 成 式 (7, 2. 7) ,还 要 把 参数 5 展开 ,让 5 在 n? 附近 变 
化 ,我 们 取 
全 一 和 十 上 | 十 £6, 《7.2.8》 
把 式 47. 2.7) 和 (7. 2.8) 代 入 方程 式 (7. 2.6) ,得 
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2 十 Et 十 52 十 十 《2 十 6 十 ss 十 (十 ea 十 es 十 …) 
十 2scos2tfan 十 El 十 stat 十 …)》 一 0 


于 是 SS Won wo—D ths 2, 9) 
6 到 十 ma 一 一 全 zh 一 2kncos2t (7. 2.10) 
6 。 ” 十 mt 一 一 人 ii 一 Dot 一 2x.cos2t (7.2. 11) 


从 方程 (7. 2. 9) 可 以 解 得 
wo = Acosnt 十 Bsinni 
人 和 五 是 由 初始 条 件 确定 的 积分 常数 . 当 = 为 偶数 时 ,zxe 的 周期 是 x; 当 为 奇数 时 ,zo 的 周期 
是 2r。 我 们 可 以 对 "一 0,1,2, 等 分 别 加 以 讨论 。 
1. 当 z=0 时 , 零 级 近似 解 
zt 一 人 
于 是 
让 一 一 人 4 一 2Acos2t 
为 消除 z 中 的 长 期 项 , 取 祭 =0, 于 是 


i = 24cos2t 


1 一 地 Acos2t 


于 是 方程 (7. 2. 11) 变 成 

ts 一 一 有 4 ~ Acos2tcos2t 
或 者 . . ~ 

xz 一 一 4 一 = 一 Scos4 
间 理 ,为 了 使 &; 为 周期 函数 ,必须 取 

A 
dA 十 了 二 0 
当 肌 关 0 时 ,一 定 有 
6, 一 一 十 


所 以 ,z 的 两 项 展开 式 和 近似 过 渡 井 线 为 
2 一 人 4 十 FeAcos2t BA 


一 地 
2, 当 ?#=1 时 , 零 级 近似 解 
Ko 一 Acost + Bsint {7. 2. 12) 
把 式 (7. 2, 12) 代 入 方程 (7, 2, 10) 并 取 x 二 1, 得 


十 wi 一 一 和 (4cost 十 Bsint) 一 2(Acost 十 Bsint}cos?r 


或 者 
下 十 3 一 一 (0 十 1)4cost 一 《6 一 1)Bsint 一 4cos3t 一 Bsin3t 
为 消除 wi 中 的 长 期 项 ,要 求 
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ST YZ 


(人 十 1)4=0 


(8 —1)B8=0 
于 是 
| 二 1 二 一 /Acos3t — Bsin3t 
第 一 种 情况 ; 
: =—1,B=0 
Wi 十 Wl 二 -~- Acos3t 
解 得 
1 
Wl 一 Acos3: 
Ks 十 下。 二 言 4cos3t 一 9Acost 一 二 4cos3tcos2t 
或 者 
1 1 1 
Ws 十 zz 一 一 | 十 | 4cosz 十 eos 一 Acos5t 


为 消除 ws 中 的 长 期 项 ,必须 取 
. 2 
于 是 得 到 的 两 项 展开 式 各 近似 过 渡 曲 线 为 
1 = Acost 十 Acos3t + 
一 1 一 上 一 证 十 … (7.2,. 13) 
式 (7. 2.13) 确 定 一 根 过 渡 曲线 ,从 3 一 1 出 发 把 稳定 区 和 不 稳定 区 分 开 , 沿 此 过 渡 曲 线 x 有 周 
期 为 zz 的 周期 解 。 . 


第 二 种 情况 
d 2 1,4 =0 
于 是 
a 十 2 一 一 Bsin3t 
解 得 
太一 言 Bsin3t 
沪 站 汤 二 一 言 Bsin3t 一 2Bsinz 一 二 Bein3tcos2 
或 者 J 
| 于 me 本 
下 十 W2 二 一 | 名 十 8 | Bsint § Bsin3t 8 Bsin5t 


为 消除 wa 中 的 长 期 项 ,必须 取 
1 


0, 2 一 一 


8 
重复 前 述 作法 便 可 以 得 到 的 两 项 展开 式 和 近似 过 小 曲线 为 


& = Bsint 十 和 éBsin3t + +»** 
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3 一 1 十 e 一 二 十 … 


上 式 又 确定 一 根 以 6 二 1 出 发 的 过 渡 曲 线 ,把 你 定 区 和 不 稳 区 分 开 , 在 曲线 上 有 周期 为 2 的 周 


期 解 。 
3. 当 n= 二 2 时 , 零 级 近似 解 
Wo 一 dcos2z 十 Bsin?t 
把 式 (7.2.14) 代 入 方程 (?. 2. 10? 并 取 = 一 2, 得 
入 十 dr = OC(Acos2t 十 Bsin2t) 一 2(Acos2t 十 Bsin2t )cos 2 


或 者 1 
Wi: 二 du =— OAcos2t — dBsin2t — A— Acosd4: — Bsindt 
为 消除 和 中 的 长 期 项 ,必须 取 
6 一 0 

于 是 以 上 方程 化 为 

说 十 44 一 一 和 一 cosdl — Bsindt 
解 得 

wu =— TA+ -LAcosdt 十 工 Bsind 

4 12 12 


把 式 (7. 2.15) 代 入 式 (7. 2, 11) 并 取 n=2, 得 到 
zs 十 tis = 一 OlAcos2t 十 Bsin?i) 
一 2| -二 一 一 有 A 十 让 4cosk 十 起 ssin COS2E 
或 者 
为 十 4 一 一 [> 一 宫 ] acosz: 一 (5+ * 刘 | Bsin2t + NST 
式 中 ,NST 代表 不 产生 长 期 项 之 项 。 为 了 在 us 中 消除 长 期 项 ,必须 取 
|- 二 4=o| [5 二 


于 是 可 以 分 两 种 情况 来 讨论 。 
第 一 种 情况 


站 j3 一 0 


i 
$= 3B 0 


仿照 以 前 的 作法 ,可 以 得 到 x 的 两 项 展开 式 和 近似 过 渡 曲 线 为 


# = Acos2t 一 TeAdl 一 半 cosd) 十 … 


5 
B= et 
4 125 十 


第 -种 情况 
Rl sat 
6, = iz'a =0 
类 似 地 可 得 
& = Bsin2t 十 测 sasindz 十 
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《7. 2. 14》 


(7.2.15) 


{7.2.16) 


(7. 2. 17) 


(7. 2. 18) 


一 4 一 ee 十 … 
式 (7.2.17) 和 式 (7.2. 18) 确 定 两 根 从 6= 4 出 发 的 过 渡 曲 线 ， 把 稳定 区 和 不 稳定 区 分 开 , 在 曲 


线 上 有 周期 为 = 的 周期 解 。 
§7.3 匹配 渐 近 展开 和 复合 渐 近 展开 法 


匹配 技巧 是 利用 原来 的 变量 求 直 接 展开 式 (《 称 外 部 展开 式 ), 利 用 放大 太 度 玉 描 述 剧烈 变 
化 区 域 的 展开 式 ( 称 内 部 展开 式 ) ,使 变量 与 区 域 相 匹 配 , 故 称 为 匹配 产 近 展开 法 。 

为 了 使 读者 对 此 方法 有 直观 的 印象 ,我 们 先 介 绍 一 个 Prandrtl 技巧 。 考 虑 简单 的 边 什 
问题 : 


cy 十 y 十 ?一 0 (7. 3.1) 
3?(0) 一 ay(1) 一 有 (7. 3.2) 

当 e-=0 时 , 式 (7.3.1) 化 简 为 
3? 十 ?一 0 (7. 3.3) 


这 是 一 个 一 阶 方程 , 木 能 满足 两 个 边界 条 件 式 57. 3, 2) ;必须 丢弃 其 中 的 一 个 ,假设 丢弃 边界 条 
件 y(0)==a, 此 时 , 当 s=0, 且 对 固定 的 z 关 0 | 

y— pe {7, 3. 4》 
它 是 简化 方程 式 (7. 3. 3 满足 y(1) = 的 解 , 记 为 六 , 称 为 外 部 解 。 对 于 小 的 ,简化 方程 的 解 
除了 在 端点 z= 0 处 的 一 个 小 区 向 之 外 接近 于 精确 解 。 企 该 小 区 间 里 ,精确 解 很 快 地 回 到 边界 
条 件 y(0) 二 a, 这 个 小 区 间 ( 经 过 它 y 很 快 地 变化 )， 流体 力学 中 称 为 边界 层 ， :固体 力学 中 称 为 
附 面 层 , 电 动力 学 中 称 为 趋 肤 层 。 

为 了 确定 在 边界 层 内 有 效 的 展开 式 , 采 用 伸展 变换 来 放大 这 边界 层 


5 一 三 《7. 3.5) 
此 时 式 (7. 3. 1) 谈 为 
入 + 时 +w=0 (7.3.6) 
对 固定 的 4, 当 ex0 时 , 它 简化 为 
镑 + 有 一 0 《7. 3.7) 
它 的 通 解 是 3 三 及 十 Be . (7. 3. 8) 


其 中 ,4 和 如 是 常数 ,因为 这 个 解 在 边界 层 内 有 效 , 在 原点 有 效 , 故 必 满 足 边界 条 件 >|--。 一 a， 
因为 #=0 对 应 于 x=0， 故 ylreo 王 a; 所 以 B= 二 a 一 4; 式 (7, 3,8) 变 为 

.yy 一 及 十 (a— Aye™ (7. 3.9) 
它 有 一 个 任意 常数 4, 这 个 解 记 为 y, 称 为 内 部 解 或 内 部 展开 式 。 
如 何 确定 常数 4 呢 ? 利用 匹配 原理 

limy (x,e) 一 limy (zye) 
即 
Be 一 44 
它 等 价 于 使 外 部 解 的 内 部 极限 (y"》 等 于 内 部 解 的 外 部 极限 (yD)°, 因 此 有 
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y=Bet (oo Be)e: 
为 了 计算 > 作为 所 有 x 的 函数 ,将 x 增加 到 使 两 个 解 可 以 相交 的 菜 一 个 小 值 时 ,必须 从 一 个 
解 转换 到 另 一 个 解 ,这 个 转换 不 是 方便 的 ,我 们 要 从 这 些 解 得 出 单一 的 一 臻 有效 的 解 , 称 为 复 
合 解 , 记 作 y, 按 Erdelyi(1961) 它 是 
i 
因为 
(Cy = (y= (¥)° = (Cy 
所 以 | 
Gy 一 入 十 (92 Cy) = 
(FY = (yy y=y 
因而 复合 解 在 外 部 区 域 同 外 部 解 是 一 样 好 的 近似 ; 它 在 内 部 区 域 同 内 部 解 是 同样 好 的 近似 ,这 
表明 复合 解 在 包括 内 部 区 域 与 外 部 区 域 之 间 的 间 陈 在 内 的 x 的 整个 区 间 上 是 一 个 一 致 的 近 
似 ,匹配 的 成 功 可 能 是 由 于 出 现 了 使 外 部 解 和 内 部 解 都 有 效 的 重合 区 域 ,所 以 在 两 个 区 域 间 没 
有 间 栅 。 这 里 复合 解 为 
y= B+ (a— Bee + Ol) | 
这 里 介绍 的 技巧 是 由 Prandtl 于 1905 年 在 解决 经 过 物体 的 高 速 粘性 流 的 问题 时 得 出 的 ， 
故 称 为 Prandtl 技巧 ,这 个 小 区 域 称 为 Prandtl 边界 层 。 这 个 方法 后 来 被 许多 学 者 扩充 和 推广 
了 ,有 高 阶 近 似 和 改进 的 匹配 方法 等 。 
在 此 顺便 提出 复合 展开 方法 。 从 上 面 得 到 的 复合 展开 式 
EPE ET (7. 3. 10) 
出 发 ,其 中 ,y 是 因 变革 1s 是 小 参数 ;x 是 外 部 变量 站 是 内 部 变量 .这 个 复合 展开 式 可 看 成 是 两 
项 即 PCzye) 一 2 与 G(e) 一 Y 一 (y) 之 利 | 
yx) = P(r) + GU,e) 
1956 年 ,Bromberg 等 人 不 是 先 求 外 部 和 内 部 展 并 作 匹 配 , 然后 构成 复合 展开 ,而 是 直接 
假设 解 具有 上 述 的 形式 处 处 有 效 , 所 以 它 满 足 全 部 边界 条 件 , 取 它 的 外 部 极限 ,给 出 
yr) 一 十 
它 必 定 满足 用 内 部 变量 表示 原来 的 微分 方程 。 类 似 地 ,y= 十 G 必定 满足 用 内 部 变量 表示 的 
原来 的 微分 方程 ,为 了 确定 一 个 近似 解 ,R 和 G 用 展开 ,对 于 各 阶 近似 推出 方程 和 边界 条 件 。 
应 该 注意 ,前面 如 果 丢 掉 边 界 条 件 y(1) 一 8, 则 使 用 伸展 变换 
t= (1 一 zs ,> 0) 
丢掉 边界 条 件 >(0) 一 a* 可 使 用 伸展 变换 
Fo= re 
当 s-*0 时 ,依赖 于 和 的 值 ,分 X>>]1,X<<1 必 =1 三 种 不 同 的 极限 形式 进行 讨论 ,然后 决定 取舍。 
现在 ,我 们 应 用 还 配 渐 近 展开 法 研究 一 类 相 场 方程 的 渐 近 解 。 
设 物 质 占 有 一 定 的 空间 区 域 9= 2 十 1, 在 0 中 物质 处 于 面 态 ,在 21 中 物质 处 于 液态 ， 
且 4 必 0, 其 交界 面 为 。 于 是 单元 系 物质 相 变数 学 模型 的 典型 形式 即 相 场 方程 为 


i + $9 = Ka : (7. 3.11) 


re 用 一 名 4 十 二 人 一休 ) 十 2 《7. 3, 12) 
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式 中 ,2 为 每 单位 质量 的 熔 解 热 ， KK 为 扩散 系数 ; rf 为 驰 系 时 间 ; 小 参数 纪 为 区 域 卫 的 宽度 尺 
寸 ;u《, 拉 二 了 《zy 一 了 ,为 约 化 温度 ;T(zx,t) 表 示 物 体内 部 的 温度 分 布 ;T, 为 物质 的 熔 解 温 
度 ;gz,t) 为 相 场 函数 ,可 以 认为 是 由 一 1( 固 态 ) 到 十 1( 液 态 ) 的 一 个 光滑 沙 数 ,日 g(x,t) | 二 
0。 本 段 仅 考虑 二 维 空间 的 情形 即 DCR:， 

定义 + 为 点 工 到 本 的 距离 ,并 规定 在 人 Q 内 ,> 为 正 ; 在 包 内 ,为 负 。 于 是 

TEE) = {r(x,t,€) = 0} (7. 3.13) 

为 使 于 讨论 ,规定 T(t,6) 二 人 r<8), 当 且 仅 当 二 x0 时 ,6 一 0,T3(2, 全 是 在 中 的 内 时 区域 ,并 
还 规定 天 = 他 We 为 外 层 区 域 。 

在 远离 (4,6) 的 区 域 ,把 nw 和 9 展开 为 关 十 的 形式 稼 级 数 , 即 


azstiE) = Drit) (7. 3, 14) 
I= Tope) C7. 3, 15》 
二 没 
N 
wu) 一 Dew) (7. 3. 16》 
a | 
"= > 名 pz (7. 3.17) 
n=1 
并 假定 | 
lz 一 ze = O(€*71) (7. 3. 18) 
Ip— #™| = ON:) (7. 3.19) 


对 于 zeE wn,w 和 任意 时 间 z 式 (7, 3,18) 和 (7. 3.19) 一 致 地 成 立 ,同时 ,对 于 ww 和 ww 四 以 及 g 
和 从 直到 某 阶 导数 ,同样 的 近似 关系 也 成 立 。x 和 销 是 外 函数 。 

在 全 的 邻 域 ,引入 局 部 Ener 坐标 (r(z,ty6)，sCzt, 人 ) ,其 中 * 表 示 点 zx 沿 曲线 卫 的 弧 长 ， 
zc ,并 引入 伸 长 变量 


rrte) 


所 
因此 在 这 个 邻 域 中 ,一 ZTCpysete) ;= Bp,s ,tt), 同样 能 把 U 和 多 展开 为 关 于 € 的 形式 上 
级 数 , 即 


万 (PE = FU tp,s,t) (7?., 3. 20) 
Bp, sb) = DI ED, psd) 《7. 3. 21) 
生 设 
N 
UM = DFU, Cost) (7. 3. 22) 
于 一 1 
Nn . Ss 
PM 一 SEU, (ps st) | 《7. 3. 23) 
3 一 1 
并 假定 | 
| 一 和 | = ON) (7. 3. 24) 
IB — Em| = Or") (7. 3. 25) 
同时 ,0 和 U% 以 及 二 和 名 “的 各 阶 导数 相应 的 的 近似 关系 也 成 立 . 为 精确 起 见 ,假定 存在 一 
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个 十 数 玉 (CN,6), 并 理 当 8 一 0 时 ,KCN, 人 5 一 oc, 使 得 对 于 Pp 之 KR(N,E), 式 (7.3.24) 和 式 
《7. 3. 25) 一 致 地 成 立 。U 和 争 是 内 函数 。 

函数 Vts,4, 人 ) 表 示 在 :处 沿 正 + 方向 相交 曲面 的 法 向 速度 一 全 (5,1.8) 二 一 .Csv1,)。 假 
设 工 一致 光滑 地 依赖 于 + 和 &, 由 此 得 出 , V 和 能够 由 关于 5 截断 军 级 数 对 于 (s,4) 一 至 地 
通过 ， 

在 中 间 区 域 妈 

A:eIBe N) ES pK(EN) (7. 3. 26) 

式 中 , 取 9 一 er KR 一 cp>1 一 ai 为 正 且 8< 寺 时 ,外 函数 w\ 旬 和 内 函数 以 、@ 间 有 下 列 
匹配 关系 : 当 > 士 co 时 


Leo( 士 ce a 
(7. 3. 27) 
(十 0015,1) 一 (0 十 ,5 ,1) 
CU Cpysst)—=t, (0+ ,st) oau(d+ Wd A 
BPS)=p0+t ,st) PaO 上 ,51+ OU) 
Up ut pa ta O01) 
{7, 3, 29) 
号 ,(p,3,t) 二 锦 十 PR 十 万 $7.3, +O01) 
式 中 ， awo(0 填 St) = (T+ ,t) pe 51) 二 to( 站 土 , 直 等 等 。… 
相 场 方程 (7. 3. 11) 和 (7. 3. 12) ,再 加 上 初 边 值 条 件 
Tt = ur) rE Mi>D (7. 3. 30) 
uz = O07zE Tt>O0 ; (7. 3. 31) 
u(x,0) = u(r),rEN ; (7. 3. 32) 
1 xzEADO 
0- TEAU, i>0 . (7. 3. 33) 
0 zeET 
HTIO0) = u(x) ,TEN (7. 3. 34) 


构成 相 场 方程 的 混合 同 题 ， 本 段 运用 匹配 新 近 法 ,讨论 系统 在 非 平 稀 状态 下 , 习 灿 全 和 一 般 初 
合 情 形 下 相 场 方程 的 匹配 展开 解 。 


一 、 弱 艳 合 的 情形 
考虑 弱 耦 合 的 情形 , 相 场 方程 (7. 3. 12) 变 为 
rg = Sap 十 El — 9 + 2x 《7. 3. 35) 


因此 , 相 场 方程 混合 问题 由 式 (7. 3. 11), 式 (7. 3, 35) 和 式 (7. 3. 30)~- 式 (7. 3. 34) 构 成 。 下 面 讨 
论 这 一 问题 的 匹配 展开 近似 解 。 

1. 外 展开 

将 式 (?. 3. 14) 和 式 (7. 3. 15) 代 入 式 人 7. 3. 11) 和 式 (7. 3. 35) ,比较 的 系数 ,从 而 得 到 外 展 
开 序 列 
OC), aust 地 (m=K Au 《7. 3. 36) 


"RH—R’=0 《7. 3. 37) 
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O 〇 6) ， a 十 广 lan 一 KA 《9.3.38》 


去 (1 一 3982 十 2uor=0 、 《7.3.39) 
等 等 。 
由 式 (7. 3, 37) 得 
(zt) = 土 1 (7. 3. 40) 
当 xzEW 时 ,gp 取 正 ; 当 xE0 时 ,gp 取 人 负 。 由 式 (7. 3. 36) 得 
Bus 一 Kduo (7. 8.41) 
由 式 (7. 3. 39) ,得 
Hh = 2 (7.3.42) 
于 是 . . 
aa = KAu 一 1a (7. 3. 43) 
2. 内 展开 


根据 张 量 分 析 可 知 , 对 于 局 部 正 交 坐标 系 (r,s) ,4 算 子 和 ww,p 对 于 + 的 导数 应 变 为 - 
人 一 |Yrlazxz +t Ads duds dtl ys|’ 
au 变 成 为 所 十 max 十 sauag 和 ap 也 有 类 似 关 系 , 式 中 | Vr|= 二 1,2r=&, 是 广 的 曲率 ,于 是 
式 (7. 3. 11) 和 (7. 3. 35) 变 为 


KaU + 引 二 Tar, 十 Karay | 
一 sav + As Tt fap 十 Sa 十 天 Ca 于 十 ar45| = 0 (7.3.44) 
! 


HB SE BD + EU — map + Bar) 


+ alAs|: + AadAs — ra — raGs)=0 . (7. 3..45) 

将 式 (7.3,21) 和 (7. 3. 22) 代 入 式 (7. 3. 44) 和 式 (7. 3. 45) ,比较 系数 ,可 得 
O(): kao=0 (7. 3. 46) 
B+ ,=0 (7. 3. 47) 
OS) 8 下 Bu 一 roBE7u + rv, —KArea, 《7. 3， 48) 
am 十 二 人 一 39) 辐 一 一 避让 十 rrz3 — ArndG, {7.3.49) 


2 
等 等 。 

由 式 (7. 3, 46) 可 知 ,Ue 应 是 p 的 一 次 函数 ,由 于 文献 [27] 已 经 证 明 , 相 场 方 程 混合 问题 在 
在 唯一 的 整体 有 和 界 解 以 及 边界 条 件 盯 |。-,。=0; 因 此 


U0 (7. 3.50) 
根据 匹配 条 件 式 (7. 3. 27) 得 
welrr = Ui( 寺 ~)=0 {7, 3. 51) 
于 是 ,由 式 (7, 3. 36)、(7. 3. 30)、(7. 3. 32) 和 式 (7. 3, 51) 构 成 混合 问题 , 即 
Qt 一 天 Au 
ualzt), 并 区 22 
u(r,t) = 
0 TET 


u(x) = wr) 


根据 数理 方程 可 知 , 只 要 wlz) 连 续 且 有 界 ,wtz,i) 丰 界 并 适当 光滑 ,混合 问题 的 解 是 唯一 存在 
的 ,并 且 ws,E0”。 
由 匹配 条 件 式 (7. 3. 27) 和 (7. 3.40) ,得 
,( 土 2) 一 Rirr 一 土 1 ,更 (0) 一 
因此 式 (?7. 3. 47) 有 传 焰 速度 为 零 的 行 波 解 加 一 巴 G2,3t) : 
出 式 (7. 3. 48) ,得 


了 了 RR = dro1 Bo = Hh, (7. 3. 52) 
式 (7. 3. 52) 对 p 积分 ,得 
an 一 re 十 [| (33£) (7,3.53) 


应 用 匹配 条 件 式 (7?. 3. 53) ,并 对 6 求 导 和 
7) = 3ae( 士 05 


于 是 
auslrr 让 未 m 十 cgs 人 《7. 3.54) 
对 式 (7, 3, 54) 分 别 取 十 或 一 得 两 式 , 然 后 相 减 ,于 是 
[aujr = 禾 (7. 3. 55) 


括号 表示 z 横 过 工时 的 婚 上 度 值 , 从 式 (7. 3. 55) 可 求 出 众人 风 关中 c1(s1£), 
积分 式 (7. 3. 53), 得 1 


Uposs) 一 一 ep sp) 二 esp 十 so (7. 3. 56) 
其 中 , 多 (p) = [2, (z)dz ,Vo 二 一 rw。 由 于 (7. 3. 31) 便 得 cots,t) 寺 0, 因此 , 式 (7. 3., 56) 可 写 为 
UCpssst) = -- 去 VoY(p) + csp (7, 3. 57) 
同时 
Ups = 直 V| egnz -meD))dz — Volp| + aoa)p (7.3.58) 
应 用 匹配 条 件 式 (7. 3. 28) ,得 
mlrs = 京 | (senz ~— B(x))de 《7. 3. 59) 


于 是 ,由 式 (7: 3. 38) (7. 3. 30) (7. 3. 32) 和 式 《7. 3. 59) 构 成 非 齐 次 热传导 方程 混合 问题 ,如 
aa = KA + tduo : 
Ul 一 
Wl | rz 
utT,0) 二 0 
同样 ,只 要 3u 和 tt rz 有 界 并 适当 光滑 ;此 一 问题 的 解 是 唯一 存在 的 ,并 且 wu. EC™。 
出 式 (7. 3. 49) ,得 
BB 十 pa 一 38)D, = ~ VAD, ~ Kd (7. 3. 60) 


应 用 匹配 条 件 式 (7. 3. 28} 以 及 式 (7. 3. 37) 和 和 式 (7. 1. 39) ,得 
194 


概 据 线性 微分 方程 边 值 问题 理论 可 知 ， 只 要 aa 人 式 (7. 3， 60) 的 这 值 问题 的 解 训 蕉 一 


3 


3, 


3. 


3. 


3. 


3. 


.34) 


61) 


62) 


.63) 


64) 


65) 


66) 


67) 


存在 。 
二 、 一 般 艳 合 的 情形 
在 一 般 盾 合 的 情形 , 相 场 方程 温 合 问题 由 式 (7. 3. 11)、(7. 3. 12) 和 式 (7. 3- 30) 一 (7. 
梅 成 。 
1. 外 展开 a 
将 式 (7. 3. 14) 和 (7, 3. 15) 代 入 式 (7.3.11) 和 (7. 3.12), 比 较 的 系数 ,可 得 .:. 、: 
OD): duo 十 守信 一 民 Auo C7. 
羡 ( 负 一 锅 ) 十 ao 一 0 加 0 
O08): a 十 方 la 一 Au 0. 
3p+20 7. 
等 等 。 
由 式 (7. 3. 62) ,得 
多 一 天 M0)  、， (7. 
式 中 ,对 于 内 层 (r>0) 的 液态 区 城 ,h(wo) 取 正 ; 对 于 外 层 (r<0) 的 固态 区 域 ， (no) 取 人 负 。 
把 式 (7. 3. 65) 代 入 式 (7. 3. 61) ,得 | | a 本 
afuo + Shs oo]- WR a 
由 式 (7. 3. 64) , 解 得 : pe 2 
gr= Se (7. 
将 式 (7. 3. 67) 代 入 式 (7. 3.63) ,得 
et 
即 | 人 
天 (3 统一 1) 1279424 St ee 
au 一 A + C7 


RH 
2. 内 展开 
用 cs 和 上 表示 方程 (7. 3. 11) 和 (7. 3. 12) ,方程 次 为 


Ka 十 a 一 na — SraB + KaraU) 


了 a RI 十 31s, 十 Za0 十 Sabs — Kav + avAadl=0." 


(7, 


加 十 去 (1 一 久 尊 十 和 十 全 一 ra 内 十 an) 


+ EaBITsl: + adls ~ raB — rabs,) = 0 7,8, 


3. 


68) 


70》 
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将 式 (7. 3. 21) 和 (7. 3. 22) 代 入 式 (7. 3. 69) 和 (7. 3. 70) ,比较 8 的 系数 ,可 得 


O00): | Koo~=0 (371) 
am 十 去 (1 一 BB + A 0 (7. 3.72) 
OE): Ko ra 十 二 grudB — KAroAU, (7. 3, 73) 
| 2 二 13) B= 一 2 TrAD A 7.3.74) 
等 等 。 
由 于 考虑 到 解 的 有 界 性 和 边界 条 件 , 从 式 (7. 3. 71) 可 得 
-uk U0 . (7. 3. 75) 
根据 匹配 条 件 式 (7. 3. 27) ,得 
” Walr- =0 {7. 3. 76) 
同时 ,由 式 人 7. 3. 62) ,得 
名 mr 一 士 1 


于 是 ,由 式 (7. 3. 667.(7. 3. 30).(7. 3,33) 和 (7. 3. 767 购 成 拟 线 性 抛物 型 方程 的 混合 问题 即 
auw 十 Fh co) |= KAwo 


《 ye Hart), EM 
人 0 | zrETs 


or,0) = u(x), Er, 
文献 [29] 中 第 五 章 已 经 证 明 , 在 一 定 条 件 下 ,这 一 问题 的 整体 解 是 唯一 存在 的 ,因而 w= 
ztzit)y 从 而 由 式 (7, 3. 65) 也 可 确定 多 一 和 (这 2) 
将 式 (7. 3.75) 代 入 式 (7. 3. 72) ,得 


au 本 十 #8, —8)=0 (7. 3, 77) 

应 用 匹配 条 件 式 (7. 3. 27)、(7. 3.76) 积 (7. 3. 37) ,得 a sn 
B.( 土 ceo) = |rr 二 本 1 (7. 3. 78) 

PD) 一 0 (7. 3. 79) 


因此 式 (7. 3. 77) 具 有 速度 为 零 的 行 波 解 $, 一 Cp,s,t)。 
全 由 式 (7. 3. 73) 和 (7. 3. 75), 得 … 


2D, = 天 不 rma (7. 3. 80) 
积分 式 (7, 3. 80) ,得 
30 = 7 + ct(s,7) : - {7. 3. 81) 
应 用 匹配 条 件 式 (7. 3.28) 和 (7. 3.78) ,并 令 p>oo, 得 | 
[aulr —~ KV, (7. 3, 82) 


式 中 ,V ,二 一 rw 于 是 ,由 式 (7.3.82) 可 决定 royce {syt) 可 以 求 出 ,因此 ,由 式 (7.3.66)、 
《7. 3. 76) (7. 3. 81) 和 式 (7. 3. 30)、(7. 3. 32) 能 够 叭 ~ - 解 出 zz rolzxst) 和 (zx,2)， 
积分 式 (7. 3. 81) ,得 - | 
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Zn 《Pt)》 = ;mn Vo) 十 a 3 ‘OP 十 Cals ,2) (7. 3.83》 


一 季 
其 中 , lp) 一 jaeoaz， 由 于 式 (7, 3. 31) 使 得 cels,t) 三 0, 因 此, 式 (7. 3.81) 式 可 写 为 


Uitpsst) = 交 Y 站 Gens — Bor))de 一 ylol 二 op (7.3,84) 


2K 
4 y {+o ee pe 
wi|rr = 冯 7| (sgnz 一 $lz))dz :. (7..3.85} 
因此 ,由 式 (7. 3, 78) 和 (7. 3. ee 
下 (3 多 一 12igb90n 
4 3 加 十 2/ 一 Ma 出 (WR DR+A— 1) 
站 ;工区 2 
1 一 
wi |i+ 
U(x,0) = 0 


文献 [29J 中 第 四 章 已 经 指出 ， 在 一 定 条 件 下 ， 这 一 问题 的 解 是 唯一 存在 的 ,因而 Win (ee 四 从 
而 由 式 (7. 3. 67? 也 可 确定 名 一 (zyt)。 
由 式 (7. 3. 74) ,得 i 
dB 十 + 去 (1 “3808, 一 一 20 + rod, — had, (7. 3. 86) 
由 式 (7. 3. 33) 和 匹配 关系 式 (7. 3. 28), 可 得 OE 
(十 001552) 一 CD 十 1,5,t) 
$1.(0)=0 
因此 , 式 (7. 3.86) 的 边 值 问题 的 解 是 唯 二 存在 的 , 即 名 二 名 tp， si) 
从 以 上 讨论 与 计算 中 ,我 们 得 到 了 在 弱 精 合 各 一 般 粳 合 情 撒 下 ,0 二 阶 和 1 一 阶 的 请 数 
9 加 和 理 以 及 0 一 阶 的 7, 当 然 这 一 过 程 还 可 以 继续 进行 下 去 ,以 求 得 更 高 阶 的 wp.U 各 末 ,但 
其 计算 是 相当 复杂 和 困难 的 ,这 里 不 再 著述 。 


37.4 .参数 疫 易 及 平均 法 


参数 变易 法 原 是 当 对 应 的 齐 次 方程 的 遂 解 已 知 时 , 求 非 齐 区 线性 方 种 解 的 一 宪 方 法 , 它 也 
可 推广 用 来 求 非 齐 次 项 同时 是 自 变 量 和 因 谈 量 的 荔 数 这 类 问题 的 解 ,而 且 关于 因 变 量 的 依赖 
性 可 以 是 非 线 性 的 ,平均 法 是 利用 参数 变易 的 避 想 ,一 般 用 来 求 局 期 解 ,下 面 介绍 儿 种 平均 法 。 
一 Van Herpol 技巧 
考虑 方程 a 
+ hn = el1 ~— u) P+ hacosk (7.4. 1) 
的 周期 解 ,其 中 e 是 小 参数 ;4 是 激励 频率 ;on 是 固有 频率 ， 与 mw 阶 的 小 量 。 假定 
式 (7. 4.1) 的 解 有 如 下 的 形式 

utlt) = (tcos ay)sind (7.4,2) 

其 中 ,a 和 a2t#) 设 为 时 间 的 慢 变 函数 , 即 

19% 


da; 


人 —0(0,94 = OCe’) 0) 
对 式 (7.4,2) 求 导 两 次 ,得 . 
= Pacosk — Pavsind 一 2dAsink 
十 26sAcos 久 十 Gicos 开 十 drsing {7. 4. 4) 


把 式 (7. 4.2) 和 (7,4.4) 代 入 式 (7. 4.1})， 注意 到 式 (7. 4.3) ;不计 的 高 阶 项 ,使 等 式 两 边 cos 姑 
各 sin 疏 的 系数 相等 ,得 到 | 


2 Ce 庄 
2 一 把 一 soifl 一 0 一统- (7, 4.6) 
式 中 
2 水 2 
| (7. 4.7) 


为 了 分 析 式 (7. 4 1) 的 周期 解 ， 注意 它们 对 应 于 式 (7.， 3 -号 和 人 4 4 67 的 驻 定 解 ， 即 它们 对 
应 于 方程 


Zoas0 EY Adiotl 一 fo) 一 站 (7. 4. 8) 
“Ee Pomo axntl ~ ea Pps) 一 大 (7. 4, 97 

的 解 ,这 里 a 是 失调 因 于 (detuning factor) ,由 下 式 给 出 
pe C7. 4. 10) 


E 


在 式 (7. 4.5) 和 (7?.4.6) 中 的 Te 把 式 (7. .8) 和 (7, 4. 9) 平方 再 相 加 , 异 助 
于 式 (7.4 7) 得 到 频率 响应 方 稳 


At 让 昌 0) = 委 1) 


二 、Krayloy- 一 Bog 胡 iubov 技巧 
0 | 
EE 名 (7.4.12) 
当 * 一 0 时 , 式 (全 sin 

二 "GC08 (wt 二 0) (7, 4. 13》 


其 中 ,a 和 8 是 常数 ,对 小 的 不 为 0 的 ;为 求 式 (7. 4. 12) 的 近似 解 ,1947 年 ,Krylov、Bogoliubov 
仍 假设 解 由 式 (7. 4. 13) 给 出 ,但 a 和 2 是 依赖 于 时 间 变 化 的 , 且 满 足 条 件 


芝 一 一 . awosing, P = ewt + (7. 4, 14) 
将 式 (7. 4. 13) 对 + 求 导数 ,得 。 | 
de ne ep 
~ awsing 十 一 cosy 一 a gsinp 


由 于 式 (7. 4.14) ,有 
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cosg —a sing = 0 《7. 4. 15) 
将 式 (7, 4, 14) 对 z 求 导数 ,得 
一 一 awtcosg — wo sing zc cosp 
将 此 式 代 入 式 (7. 4.12), 再 利用 式 (7, 4, 13) 得 到 
tw 和 十 aan cosy 一 一 flacosg, — awsing] 《7. 4. 16) 


由 式 (7. 4. 15) 和 (7.4. 16) 解 出 虹 笛 和 华 ,得 到 


于 二 二 三 singfLacosgy， 一 awosing] (7, 4, 17) 
. lo 
dg € 

= Zaospf Lacosg, — awosing] (7, 4. 18) 


这 样 , 原 来 关于 的 二 yy 4.12) 就 被 关于 振幅 a 和 相位 8 的 两 个 一 阶 币 分 方程 
《7.4,. 17) 与 (7.4, 18) 所 代 蔡 了 。 

为 了 求解 方程 (7, 4. 177 和 (7. 4. 18) ,注意 到 这 些 方程 右边 关于 变量 是 周期 的 ,因为 是 
小 量 ,a 和 #8 是 时 间 的 慢 变 函数 ,所 以 在 时 间 区 间 卫 =2x/w。 内 它们 的 变化 是 很 小 的 。 把 这 些 方 
程 右边 的 a 和 8 当 作 常数 ,在 区 间 [t,t 十 荆 ] 上 求 式 C7. 4. 17) 和 (7. 4. 18) 的 平均 值 ,我 们 得 到 


{da 

:TE 一 一 二) C7, 4. 19) 
de 2 《7. 4, 20) 

Ee 和 Za 2) 


式 中 
fi(a) = 季 [ singf (acosg, 一 awsing)dt 
至 二 人 singf (acosp, 一 gwrsing)dy {7, 4. 21) 
a) 一 对 cospf (acosp, 一 awsing)de 
tp (acos9 一 awosinp)dy (7.4, 22) 


注意 六 和 gi 就 是 了 的 Fourier 级 数 展开 式 的 两 个 系数 。 


此 方法 可 以 推广 ,例如 把 式 (7, 4.13) 和 (7.4.14) 当 作 从 ww 和 扇 到 a 和 p 的 变换 , 凤 
da 


让 一 一 singf {acosg, — atwosing) 
. 《7. 4, 23) 
Ed 一 os 一 zo (ucosg, 一 uwosing) 


这 里 变量 9 称 为 快速 旋转 相位 ,不 像 上 述 那样 将 广 程 积分 ， 而 是 定义 一 个 从 (ea 网 到 人 ,内 的 近 


似 但 等 变换 ， 
4 =a— tad + elas(a,P) 十 | 
一 (7. 4. 24) 
p= p+ RD + RID + 
它 关 于 gl 2 为 周期 ,方程 (7. 4. 23) 变 成 
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笠 = edi(a) + eds(a) 十 ， 
C7. 4. 257 
于 一 守 十 Bi(a) + eB(a) 十- 


4i 和 B, 不 帕 米 于 g, 将 式 (7. 4. 24) 和 [7.4. 25) 代 入 式 (7, 4. 23) 展 开 得 & 的 同 次 突 的 系数 相等 ， 
得 到 下 人 询 方程 组 : 

党 + A, = F(a,D 

篇 二 一 Gla 
其 中 ,右边 是 式 (7.4.24} 和 (7.4.25) 中 低 阶 项 的 已 知 函 数 ,- 般 她 ,F, 和 G. 含有 短 周期 项 {用 
上 标 s 记 之 } 和 长 周 期 项 ( 甩 上 标 i 记 之 ) ,我 们 选取 4, 和 B, 等 于 狼 刚 期 项 ,由 


(7. 4. 26) 


A;: = ,B= OG (7. 4. 27) 
这 样 
: 车 = Fw 过 = (7. 4. 28) 
从 这 里 可 逐次 解 出 a 和 包 。 四 
Stmble 技巧 是 靳 近 解 ,表示 为 . 
# = acos(wot 一 H) 十 >e zt) + OE) (7. 4. 29) 


其 中 ,a 和 9 是 时 间 的 慢 变 函数 。 若 式 47.4. 29) 中 下 二 一 0， 就 篇 化 成 Krylov 一 Bogotiubov 
技巧 。 


三 、Krylovy-- Bogoliubov 一 Mitropolski 技巧 
假设 渐 近 解 展开 的 形式 是 
wu = ac0sf + Derwula,p) 十 OleNt!) (7. 4. 30) 
其 中 ,每 个 都 是 ”的 以 2 为 周期 的 周期 前 数 。 假 定 < 各 是 依 正 于 时 间 而 变化 的 ,按照 
竺 = Vealw + Ort) 


ml (7. 4. 31) 


dy (7. 4. 32) 


党 =w+ ey + Ot!) 


nr 


上 面 的 函数 &、A, 各 内 选 得 使 式 (7. 4, 30) 一 (7.4. 32) 满 足 微分 方程 #8 十 ww 二 ef (Cw,8)。 为 了 
唯一 地 确定 4, 和 沁 , 我 们 要 求 没有 一 个 x 含有 cosy, 求 导 按 下 列 和 名 式 进行 


d 二 旺旺 
dt 如 十 全 
de 也 十 2 :2d yy F +[ 亨 | 部 dy 2 
| 夭 十 En di di a dW 
ee da dad da _ da 放 d4，_ d4， 
一 时 |= 旦 名 ys :Qt 
dy dala dad dy dy SA 
-二 [各 de da de” — 于 六 部 a 
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7 全 澳 “ 


pl 


§7.5 多 重 尺 度 法 (MMS :method of multiple scales) 


一 、 导 数 展开 法 
首先 看 线性 阳 尼 振动 的 例子 
区 一 一 一 2 (7.5.1) 
它 有 精确 解 
次 一 号 ecosf(vV] 一 后 十 嘎 (7.5.2) 


此 解除 依赖 于 = 外 ,还 依 整 于 +,et,e?t,…。 因为 若 保持 :固定 对 小 量 e 展开 ,指数 及 余弦 因子 由 
下 面 的 式 子 给 出 


exp( 一 ge) 一 1 一 引 十 吝 S 十 … 《7..5.3) 
cos(Cv1 一 5 十 内 = 一 cos 人 十 网 十 SesinCt 十 网 十 … (7.5,4) 


显然 ,exp( 一 ef) 仅 当 乳 积 st 是 小 量 时 ,可 用 有 限 项 近似 。 由 于 :是 小 量 ,意味 着 1 一 O(1). 
当 上 大 到 e ! 时 ,si 不 青 是 小 量 了 ,截断 的 展开 式 就 会 失败 ,但 截断 级 数 到 :的 某 一 值 之 前 是 符 
合 要 求 的 。 当 + 大 至 OCe-) 时 ,st 应 当 作为 单 变量 全 一 QQ) 来 考虑 ; 当 ! 大 至 Ole 人 ) 时 ,ett 应 
当 作 为 一 个 单 变量 Ts 一 O(1) 来 考虑 ，……, 为 了 决定 在 Ole-*) 之 前 的 所 有 时 刻 : 痢 有 效 的 截 
断 展 开 式 (其 中 MM 是 一 下 整数) ,我 们 必须 决定 z 依赖 于 MM 二 1 个 不 同 的 时 间 尺 度 Te: 了 Ty,…， 
fa 其 中 
了 。 一 er (7. 3.57) 
时 间 尺 度 7 更 慢 ,T, 比 人 ,更 慢 , 一 般 地 ,T, 比 了 ,更 慢 。 因 此 ,我 们 假定 
. (EE) 一 er ,TvsE) 
~ Ve za (Toss Ts Th) + OleTw) . (7.5.6) 


mu 


其 中 ,OCs7w) 是 截断 误差, 北 展开 式 关于 时 间 直 到 0(e-*) 之 前 都 是 有 效 的 . 在 这 些 时 刻 之 外 ， 
必须 利用 其 它 的 时 间 尺 度 以 保持 展开 式 一 致 有 效 。 方 程 (7.5.5) 和 (?.5. 6) 说 明 , 原 方程 车 是 党 
微分 方程 ,已 转 变 为 偏 微分 方程 ;项 原 方 释 是 偏 徽 分 方程 , 则 增加 了 六 变量 的 个 数 。 利 用 链 淡 
则 ,对 时 间 * 的 导数 按 下 式 转换 


d 2. 
EP 


方程 (7. 5. 5)"~《7. 5.7) 阅 述 了 多 重 尺度 方法 的 一 种 类 塌 一 多 变量 型 -Sturrock 和 Nayfeb 称 这 
个 方法 为 导数 展开 法 。 
将 式 (?.5. 6)、(?. 5,7) 代 入 式 (7. 5.1), 并 令 s 的 同 次 每 的 系数 相等 ,得 到 确定 mm 
xx 的 方程 组 。 这 些 方程 组 的 解 包 含 时 间 尺 度 TT,… ,Ty 的 任意 函数 ,为 了 确定 这 些 函 数 ， 
需要 补充 一 些 附 加 条 件 , 如 式 (7. 5.6) 对 时 向 大 到 级 时 有 站 多 话 ， erzn 应 该 是 51xm-l 
的 小 量 修正 。 我 们 要 求 对 所 有 的 了,,T;,…,Tw, 有 


Ea 
we 
人 


人 (7.5.7) 


此 条 件 等 价 于 消除 长 期 项 。 
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二 、 了 两 个 变量 的 展开 法 


当 我 们 观察 精确 解 时 ,发 觉 z 出 现 于 组 合 或 V1 一 ert 之 中 ,为 了 对 大 的 时 刻 确定 一 个 有 
效 的 展开 式 , 引 进 两 个 时 间 尺 度 


Eo=g 
17= YI et= | ] ye i + lt 2 
1963 年 Cole 和 Kevorkian 很 定 
Kye) = KETIE) 一 >)Erza(Ei9) + OUen) 
式 中 . 
I (7- 5.9) 
有 一 (it ew 二 io 十 十 av) (7. 5. 10) 
wn 为 常数 。 在 这 种 情况 下 ,& 比 了 更 慢 , 时 间 导 数 转换 为 
是- 妥 二 Ge 二 es 一 全 十 ex 局 (7. 5.11) 
三 、 非 线性 尺度 法 
利用 渐 近 序列 6,(e) 代 替 & 的 军 级 数 ,可 将 多 变量 型 推广 为 
T=—6.(0O P60) 过 (7.5. 12) 
还 可 进一步 推广 为 
T, = B,Ce)gs Lp Ce)t] 
" (7. 5. 13) 
加 = MBC eg ste)i | 
其 中 , 必 (e) 是 另 一 个 渐 近 序列 。 式 7.5. 131 对 线性 或 非 线性 时 间 只 度 同 样 都 适用 。 
类 似 地 ,两 个 变量 展开 法 也 可 以 推广 如 下 
€ = p(e)t9 = EAGT RI ee 
d 9 | el ， 
下 一 A(e) 天 十 | Son)g [LAC8)t]| E> (7.5. 15) 


多 重信 度 方法 非常 流行 ,已 广泛 应 用 于 物理 ,工程 技术 各 应 用 数学 的 各 类 问题 之 中 。 对 于 
前 面 叙 述 过 的 方法 不 能 很 好 地 应 用 的 问题 ,都 可 以 使 用 多 重 尺 庆 法 ,当然 ,确定 不 同 尺度 的 方 
程 时 可 能 是 困难 的 。 

例 1 利用 导数 展开 法 求解 Yan der pol 方程 


0kl (7. 5. 16) 
:2 
芭 加 +e(w 一 D 璧 +u-0 


其 中 elz 一 1} 相 当 于 一 个 变 阻 尼 系数 , 当 |x| 交 1 村 ,wx: 一 1>>0, 为 正 阻尼 ; 当 |z|< 之 1 时 ,一 1 
<0, 为 负 阻尼 。 
设 解 为 
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$1 WwW 7 .. 


2 
x 一 wTooT, ,72) + Ote!) (7?.5.17) 


并 且 
T=gt,1=0,1,2 (7. 6. 18) 
d 3 ed 
一 1* 元 


=DsteD+eD, ,= 地 n=0,1,2 (7.5.19) 
把 式 (7. 5.17) 和 (7. 5.10) 代 入 方程 (7, 5. 16) ,比较 6 各 次 备 的 系数 ,得 到 
Es 了 Di 十 to 一 0 (7, 5. 20) 
El; 五 ie 十 本 一 -2 有 Di 十 (1 — wu) Dare 《7,5.2]1) 
ee Diwt = 2D,Du— Dim—2DDwot Ct — ui Dou 
十 5] 一 28 Du — 2u0u Dye (7. 5. 22) 
方程 (7. 5. 20) 的 通 解 为 
to 一 4TTa)en + ACT) ,Te Te 《7. 5.23) 


将 ze 代入 方程 (7?. 5. 21) ,得 到 
Da 一 机 一 一 此 2D4 十 4 本 一 4em 一 ie 十 CC 
要 消 踪 长 期 项 ,eta 的 系数 必须 为 零 , 即 


A (7. 5, 24) 
于 是 
Diu 十 2 六 一 zdicl + iAle™ Yo 
道 解 为 
x 一 百 (了 Ts)e 十 二 em 二 CC Bd 
由 方程 (7. 5. 24) ,得 
oA ; 
277- A-A44 
可 以 设 
ACT,T,) = (T, ,7 eT Ty a 


式 中 ll, 2)》 是 实 函 数 ， 把 有 AA(TLT;) 代 入 方程 (7. 5, 24), 得 


la liw BB]_ 1 
2 入 杀 * 十 3aie 元 |- Ce 


1 20 al 一 in 
428 4 2 
于 是 
元 ta — 3 — Be 
分 离 实 部 和 虑 部 ,我 们 有 
允 a 1 st . . 
着 "0 WH. 一 也 1 一 42|a 《7.5.27) 
解 得 


ee Er rr 


-二 4 [4 
B= DT), ot — Te eT 《7. 5. 28) 
把 式 (7.5. 26) 代 入 式 (?. 5. 23), 得 到 
ji 言 eeoot 十 Boe «T0189) 一 acos(T, + ®) C7. 5. 29) 
Wacos(To + ®) + OCe) 
如 果 给 定 初始 条 件 
0) 一 ao, 红 一 0 
则 
B=0,a=ao 
于 是 | 
3 一 CeoDst 十 (CE) 
在 式 (7. 5.27) 中 , 令 4a==&6; 则 可 以 解 出 ¢ 
4 
cl 
于 是 
。 4 ER (7.5. 30) 
1+| 得 -1 


这 就 是 第 一 次 近似 ,z 在 形式 上 仍 是 简谱 拨 动 二 acost1 但 对 探 幅 a 作 了 修正 ,a 不 再 是 常数 。 
如 果 要 算 到 第 二 次 近似 ,B\ 甸 和 < 就 不 是 常数 ,而 是 Ti 和 了 ,的 阔 数 ,为 了 定 出 这 三 个 函数 ,我 
们 把 ws 和, 的 表达 式 (7. 5, 23) 和 (7. 5.25) 代 入 方程 (7. 5. 22》 得 到 
Diws + us = Q(T, Tem TQ ,Te + NST 
其 中 ,NST 为 不 产生 长 期 项 的 项 ,而 . 
Q=— ADB+il — 24A)B— iAB— 2DA— DiA 


+(—24WDA— AD A+ 于 4 z (7. 5.31) 
要 消除 长 期 项 ,就 责令 @ = 0。 
设 
B= Bibe"® 《7. 5. 32) 


其 中 ,是 一 个 实 沙 数 , 呈 和 式 (7.5.26) 中 的 相同。 把 式 (7. 5.26) 和 《7.5.32) 中 的 有 A 和 B 代 
入 式 (7.5.31)，, 令 入 =0, 分 离 实 部 和 虚 部 ,可 以 得 出 


= 0 或 者 c = aCT) 


久 ,da | -3 a (75.33) 
2 六 一 (1 一 3 一头 +ari—l " 节 一 ee 
把 式 (7. 5.27) 代 入 方程 (7. 5. 33) ,得 
Ea 2 da ' dP da 
2 元 一 < 本 一 2d| 了 十 和 | 16 一 本 全 
因此 
[bl 1 由 ，11 人 SI 
dla)= 17 十 二 ja + | 如 a zalde 
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积分 得 
S| ee a 全 Belna 十 ap C72) (7. 5. 34) 
把 式 (7. 5. 327 和 (7. 5. 34? 代 入 式 (7. 5. 25) ,得 
- ;dB ; ， 
Ul 一 pl al 十 去 上 十 es 一 到 alna 十 ab, (7T,) 和 $+70) 


五: 
十 py 二 ec (7. 5. 35) 
为 了 使 并 "<oo( 对 所 有 7 都 成 立 ) ,必须 使 
d 电 1 
aT, 十 16 一 0 (7. 5. 36) 
解 得 
$=—— T+ (7. 5. 37) 


其 中 ®@, 是 一 个 常数 。 把 式 (7,5.37) 代 入 式 (7, 5, 29) ,得 到 
Uo 二 acos| T。 一 Ts 十 | = acos|[ | iC— |}: + 
把 式 (7. 5. 32)、《7, 5， 34) 代 入 成 (7.5 5. 25) ,得 


0 me 十 oj er + inse"-10 + CC 
一 一 [a Balna 二 abo lsin( 咱 十 7.) 一 3 sin3(® 二 415)“ 


所 以 xz 的 两 项 近似 展开 式 为 
# = wt 十 ge) 一 acos[ | 1 一 | 十 oo 


一 c(i 一 二 alna 十 ciojsin| [1 一 B®) 十 5 | 
+ 去 a sin3| (1 一 去 e}t+ @])+ Oe’) (7. 5. 38) 


其 中 ,a 由 式 (7. 5. 30) 确 定 。 在 De) 误 差 范围 内 b, 作为 常数 考虑 ,因为 如 一 petT>)》 ,不 计 及 匡 
时 ,可 只 取 其 常数 部 分 。 利 用 . 
COSZCOSK 一 sinzsing 2 cosx 一 Msinz 
sinzcosp 十 coszsing 2 sinz 十 pcosxe 
式 《7. 5. 38) 可 以 写成 
2 一 Gcobsti 一 号 ) 一 矶 sossin3(t 一 各 十 Ote) 
其 中 


J0= e+ 二 sna 一 二 sa + 


lo。 = Do bo 一 const . 
例 2 Duffing 方程 的 初 值 问题 
中 十 下 十 8 一 00< 二 十 ce) > 
《7,5. 39) 
un(0) 一 DO0) 一 三 
设 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


tt )》 一 an 人 9) 十 El 有 9》 十 et, 十 … (7. 5. 49》 
二 一 站 (7.5. 41) 
7= (1 二 ew 十 Eww 十 )t (7. 5. 42) 
在 式 {7. 5. 42) 中 没有 ew, 这 一 项 ,因为 电 已 全 在 中 了 。 将 式 (7. 5.40)、(7.5.41) 和 和 (7. 5. 42) 
代入 方程 (7.5. 39) ,比较 8 的 各 次 智 的 系数 得 
bi 
a 十 ze 一 
Ee, (7. 5, 43) 
wl0,0)=0,y Fe =a 
Fu Fuo 
全 十 廿 二 一 2 英 ws 
a eS EE ee a (010) eh 
uu{0,0)=0,— EF 十 一 Ey =0 : 
Fn Fun Fun Fu s 
+ dl 
9 a 和 . We 
Pe ed hod hs kA ota hb i 
ta C0,0}=0, 3 十 EE = 
方程 (7. 5. 43) 的 解 为 
to = Ao(é)cosn 十 号 (8)sinz 
ACO) 一 0,B(0) =@ 
于 是 , 式 (7.5.44) 化 为 | 
Fu. dA | dB 
党 + = :| 鹤 一 六 BuC48 + 63) ) |sin? —2 | E+ 了 (A 十 B8) |eosy 
三 二 Bu(34 一 Bi)sin37 一 TAA — 3Bi)cosay (7. 5. 46) 
为 消去 长 期 项 , 令 
Bai+ 5) = 0 
B. 
之 十 oA + B=0 
从 而 得 到 
是 C4+ BD = 
解 得 
二 BB 二 a 
于 是 
dA。 3 a 
de = Bb: 一 0 
dR 
He 十 BoA 一 人 
d24 
a + | | 4 一 
dz 有 
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a + [Bt| B= 0 


解 得 A,=asin 3 a¢, Bo 一 CCOS 辣 6 巷 


8 
所 以 
wo 一 al sin Saréeosy 十 cos Bing) 一 osin| PT | 
2 asin[ { 1 十 Bre]z] (7, 5. 47) 
下 面 我 们 再 回 到 方程 (7. 5. 46), 此 时 可 简化 为 
强 十 到 二 一 a 一 3B4)cos37 Ye 34 — Be)sin2n 
解 得 
= Al(é)cosn + Bité)sinn 十 全 (4 一 3Bi)cos37 十 号 34 一 Bi)sin3y 
(7.5.48) 
或 考 
zi 一 Ai(é)cosy 十 BE)sin’y 一 Ssins| 四 十 二 2 《7- 5, 497) 
记 8=3 十 二 af, 则 式 (7. 5.49) 可 改写 成 
一 or 
a 一 (6)cos0 十 总 (人 )sing 一 $5sin30 (7. 5. 50) 
把 式 (C7. 5- 47)、《7, 5. 50) 代 入 方程 (7. 5. 45) ,得 到 
F d 入 dB - 
二 w= |? je 一 ; Ba: 十 ?usa 十 ] a sjsin 2 de Cos0 十 NST 
式 中 ,NST a Mee 令 
dB 
EE 
5 一 一 wd 十 Ba’ 一 ee 
由 初始 条 件 得 
让 0) = 0 高 (0) = 一 六 
因而 解 得 
> 3 
(= 常数 = 224 
加 1 
| 56 256 
从 而 可 得 
市 (6) 二 常数 = 二 轴 (0) 二 0 
代入 式 (7. 5. 50) 可 得 
Ul 一 一 a ssin| 7 十 | 一 Ssinal 将 十 六 2 


因此 wk$ ,四 的 两 项 展开 式 为 
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pa -，， 


WlE,N) 一 asin| 了 十 Ed 一 Boasin| 7 + 十 - 机 


一 告 ein3|7 + a] + O(e) 


其 中 
?一 全 ee) 有 一 名 
所 以 
A =al1 一 eresin| | Me 2 上 
ea 
当 a 一 1 时 ,有 
UEE) ~ | : 3 sin| | i 十 Se— pa 
一 aeinj 3 3| 1 十 Be— pa 
号 是 七 


1. 确定 下 列 问题 对 于 小 参数 :的 首 阶 一 致 有 效 展开 式 ，: 
(17t 二 uten|u|=0; 
(2)#+utetsing t+ 2nt) =0; 
(3)a#+ut edpat pti lz | ) =0, 
2. 设 Mathieu 方程 为 
二 (十 2ecos2t)w 一 0 
当 Sx*0 或 sd4 时 , 求 此 方程 的 两 项 一 致 有 效 展 开 式 。 
3. 已 知 方程 
人 
求 在 接近 5 一 0,1 或 4 时 对 于 过 渡 曲 线 的 两 项 展开 式 。 
4, 考察 边 值 问题 
Ey 十 y= 二 1 
y0} = a,y(1) = 8 
(1)? 求 边 值 问题 的 精确 解 ; 
人 
5. 考察 边 值 问题 


5 一 十 > 一 0 
137(0) = ayC0) = By(G) <7 
(1) 求 它 的 精确 并 利用 它 证 明 在 每 一 端点 一 般 总 存在 边界 层 ， 
(2) 求 它 的 两 项 一 致 有 效 展 式 并 把 你 的 答案 同 精确 解 比 较 。 
6. 考察 方程 
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ee 
人 


| 
(1) 求 两 项 直接 展开 式 并 讨论 它 的 一 致 收 合 性 ; 
(2) 通 过 利 时 重 正 化 方法 ,使 这 展开 式 是 一 致 育 效 的 ; 
(C3) 利用 Lindstedt… Poincaré 技巧 , 求 首 阶 一 致 有 效 最 开 式 ; 
(4) 利 用 多 重 尺度 法 , 求 首 阶 一 致 有 效 谋 开 式 ; 
《5) 利 用 平均 法 , 求 首 阶 一 致 有 效 展开 式 。 
7. 考察 单 摆 运 动 方程 

8 十 号 sing 一 0 


《1) 对 小 日 展开 并 保持 到 立方 项 ; 
{2) 对 于 小 而 有 限 的 6, 求 它 的 首 阶 一 致 有 效 展开 式 。 - 
8. 考察 方程 


' 包 


| un | ust? 4 
(+i+ oy t+ 


《1) 对 于 小 w 展开 并 保持 到 立方 项 ， . 
(2) 对 小 而 有 限 w, 求 它 的 首 阶 一 致 有 效 展开 式 。 
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第 八 章 “微分 动力 系统 基础 


19 世纪 林 ,Poincaré 等 人 从 经 典 力 学 和 常 微分 方程 定性 理论 的 研究 中 ,提出 了 动力 系统 
的 概念 ,而 微分 动力 系统 的 现代 研究 , 始 于 本 世纪 60 年 代 初 Peixote 等 人 的 工作 。 出 于 微分 几 
何 和 微分 拓扑 的 发 展 , 在 Smale 等 人 的 倡导 和 推动 下 ,这 一 学 科 的 基本 理论 散 研 究 取 得 了 重大 
进展 , 自 ?70 年 代 以 来 ,微分 动力 系统 的 研究 更 广泛 地 向 各 应 用 领域 发 展 ,在 经 济 学 、 气 象 预报 、 
数值 计算、 统计 力学 .系统 控制 .流体 力学 .振动 理论 .化 学 反 上 应 .生理 过 程 . 生 态 和 人 口 问题 等 
众多 领域 的 研究 中 ,微分 动力 系统 理论 展示 了 广泛 的 应 用 前 景 。 这 一 学 科 之 所 以 受到 普遍 重 
视 , 不 仅 因为 其 丰富 面 深刻 的 理论 ,而 且 特 别 是 由 于 它 的 广泛 而 有 成 效 的 应 用 。 本 章 秆 为 微分 
流 形 的 应 用 ,对 微分 动力 系统 的 基本 概念 和 重 变性 质 作 一 简要 的 介绍 ,进而 研究 从 一 切 可 能 的 
初始 状态 出 发 的 系统 状态 的 各 种 演化 行为 .它们 的 相互 关系 和 稳定 性 。 


38.1 非 自治 系统 和 自治 系统 


考察 微分 方程 组 


宇 = (ty) 《8. 1. 1》 


其 中 z= (zyresene sz) fT) 二 Cr) f(z) 一 ;所 (x))' 设 了 t,x) 在 某 - -区 域 R 
XDCR"'! 上 连续 且 满 足 解 的 存在 唯一 性 条 件 。 于 是 过 任 一 点 (t6,z0)EERXD, 方 程 组 (8. 1.1) 
都 存在 唯一 的 满足 初始 条 件 +|,-.,=xo 的 解 
T= PltitorTO) Nt ER 《8. 1. 2) 
方程 组 (8. 1.1) 在 R 空间 中 确定 一 个 向 量 场 ,而 式 (8.1. 2) 在 R*+- 空 间 中 天 示 经 过 点 (to ,zw) 
的 积分 曲线 。 一 般 说 来 ,我 们 可 以 理解 方程 组 (8, 1,1) 代 表 某 一 力学 系统 的 运动 方程 ,其 中 上 看 
作 是 时 间 , 和 而 z 可 视 为 关于 质点 的 坐标 和 速度 ,或 者 它 是 这 些 量 的 某 一 向 量 国 数 。 此 时 ,方程 
组 (8.1.1) 的 每 一 特 解 就 对 应 于 “个 特定 的 运动 .在 这 种 解释 之 下 ,我 们 称 方程 组 58. 1. 1 ) 是 一 
个 动力 系统 ,由 于 方程 组 (8. 1. 1? 的 有 端 依 赖 于 ,这 种 动力 系统 也 称 为 非 自治 系统 或 非 定常 
系统 , 称 R" 空间 为 相 空 间 , 称 解 Mtityzu)tER 为 一 运动 , 称 R" 空间 中 的 点 集合 
Y= {xz €E RIz = pptos) ,t € R} 

Yt {xr € Rx = pestorro) t € Rt St,} 

7 ={rxE€ R"jz = tpto ro) EE Rt to) 
分 别 为 对 应 于 这 种 运动 或 解 plz;t6 ,zo) 的 执 线 , 正 半 罗 线 和 负 半 轨 线 。 显 然 ,R" 空间 的 轨 线 就 
是 R''' 空 间 中 的 积 介 曲 线 在 相 空间 R" 中 的 投影 。 


i 相 轨 线 
现在 考察 另 一 种 重要 的 情形 就 是 方程 组 (8. 1. 1) 的 右 端 不 含 :的 情况 , 即 
学 = f(x) | (8. 1. 3》 
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我 们 称 这 种 动力 系统 为 自治 系统 或 定常 系统 ,自演 系统 与 非 自治 系统 就 其 轨 线 效 而 论 , 存 在 着 
原则 上 差异 。 可 以 指出 ,自治 系统 的 解 所 具有 的 几 个 重要 特性 是 非 自治 系统 的 解 太 没有 的 。 
设 函 数 f(x) 在 某 一 区 域 DCR" 上 连续 且 满 足 唯一 性 条 件 , 因 此 方程 组 (8.1. 3) 存 在 着 唯 
一 的 解 。 
性 质 1 设 z=9(#) ,iE ta,8B) 是 方程 组 C8. 1. 3) 的 解 , 则 对 Y AmE (ap8) ,rz 一 pt 一 加 ) "iE (Ce 
十 ,8 十 to 也 是 方程 组 (8.1. 3) 的 解 , 且 这 个 解 所 对 应 的 轨 线 互相 重合 。 
证 明 令 t:=r+to, 于 是 (8.1.3) 化 为 


衬 = f(x) . (8, 1,4》 


(8. 1. 4) 与 (8. 1. 3) 的 形式 一 致 ,因为 + 二 q(t) ,+E (x,8) 是 方程 组 (8. 1. 4) 的 解 , 故 zx 一 多 rrE 
las) 是 方程 组 (8, 1， 4) 的 解 ,因而 zg 一 to) ,iE 《a 十 ts 十 to) 也 是 方程 组 (8. 1,4) 的 解 。 对 


二 三 92) 利 工 二 q(t 一 to) 所 不 同 的 是 gl) 在 1 一 0 时 经 过 YH0) 人 zo; 而 YK1 一 to) 在 + 一 如 时 经 过 ro。 
因此 两 者 在 相 空 间 的 轨 线 重合 ,对 于 积分 曲线 来 说 ,将 z= 二 2) ;1E (cy9) 所 对 应 的 积分 曲线 沿 
t 轴 平 移 p 就 得 到 > 一 9 一 和 ztE (Ce 十 by8 十 bo) 所 对 应 的 积分 曲线 。 可 以 类 伏地 讨论 m<0 的 
情形 。 

性 质 2 对 于 相 空间 的 每 一 点 xm ,方程 组 (8 1 人 这 一 性 质 称 为 
轨 线 的 唯一 性 。 

证 明 设 过 (zo,i0)EDXR 的 解 为 


x = Ptstoszo) {8. 1.5) 
则 对 任 一 ,方程 组 C8. 1. 3) 当 z= 时 ,x=zo 的 解 为 
z= z(tt ro) 《8, 1.6) 
将 (8. 1. 5) 作 时 间 的 平 称 ,得 
= pf 十 fostor To) 《8. 1.7) 


根据 性 质 1 可 知 , 式 (8. 1.7? 也 是 方程 组 (8, 1. 3) 的 解 , 于 是 式 (8. 1. 5) 和 式 (8. 1.7) 所 对 应 的 
轨 线 重合 。 叉 由 于 (8.1. 0) ,x | =H htostor Tn) 1 二 pltottosTo) 二 zs 而 由 武 (8.1.6) 有 
-一 ztsyzomzo。 根 据 解 的 唯一 性 ,得 
VC 一 雪 十 bitor To) = T(t;h :To) 
因此 式 (8 1. 5) 和 式 (8. 1. 6) 所 对 应 的 轨 线 重合 。 证 毕 。 
必须 指出 ,由 性 质 2 可 知 , 轨 线 与 轨 线 不 会 相交 ,同一 轨 线 也 不 会 自身 相交 :因此 自治 系统 
的 本 个 不 同 解 所 对 应 的 轨 线 或 者 不 相交 ,或者 完全 重合- 
性 质 3 到 于 全 网 ToED, 都 有 
Pts 有 7) 一 ps ts xy) 
证 明 根据 性 质 1,8(t,g(t yzo)) 和 g(t 十 hi,zxo) 都 是 方程 组 C8.1.3) 的 解 。 又 由 于 :=0 时 ， 
这 两 个 解 都 等 于 wa ,ze), 故 由 解 的 唯一 性 ,有 恒等式 
Ci》》 = pt 二 ti sro) 
特别 有 
Fb PAE TI)) = pli ~ t,o) 
证 毕 。 
假设 方程 组 (8.1. 3) 的 有 解 都 在 (一 cc,ee) 上 有 定义 ,并 对 每 个 4E 《一 o0, 十 co), 把 gtz， 
zo) 看 作为 DD 的 一 个 映射 :rehH> 人 txzo)。 现 在 考虑 所 有 这 样 的 映射 构成 的 集合 ,并 对 此 集 
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含 中 任意 两 个 元 素 Pi ye) Pta :zo) :定义 它们 的 和 为 


gis HE xo)) 全 yc 二 tro) 
显然 ,8(5 十 byzo) 仍 是 此 集合 的 一 个 元 素 。 同 时 ,在 这 种 点 映射 的 集合 中 ,定义 的 加 法 运算 是 
结合 律 的 ,其 次 在 在 零 元 素 gL0,xo)。 因 为 对 任 一 元 素 Y(t,zo) 有 

Pt FOTN) 一 PsTo) 

此 外 ,对 任 一 元 素 qli,xe) 总 存在 它 的 逆 元 察 Mtyzo)， 因 为 
Ho— tp 210)) = HNO, Ts) 

因此 ,所 有 点 映射 g(t,20),tER 集合 构成 一 个 群 ,此 群 称 为 变换 群 。 有 了 变换 群 的 概念 之 后 ， 
动力 系统 的 理论 就 有 了 向 抽象 空间 和 微分 流 形 上 拓 广 的 可 能 性 。 


二 、 常 点 与 奇 点 ,周期 解 与 闭 扫 


对 于 方程 组 (8, 1. 3), 如 果 zeE DCR" 目 /(zo) 却 0, 则 称 点 x。 为 方程 组 (8.1.3) 的 常 点 。 
在 常 点 附近 轨 线 绝 的 分 布 ,从 拓扑 学 的 观点 来 看 ,和 一 组 平行 直线 一 样 。 如 果 zeE CR 且 f 
(ro 一 0, 则 称 ze 为 方程 组 (8, 1. 3) 的 一 个 奇 点 显然, 若 z 是 方程 组 (8. 1. 3) 的 一 个 奇 点 , 则 z 
二 xo 必 为 方程 组 (8. 1. 3) 的 一 个 解 , 则 称 此 解 为 平衡 解 或 定常 解 ， 这 时 ,对 应 于 此 解 的 轨 线 就 
基 由 一 点 ro 构成 的 。 而 对 应 于 此 解 的 积分 曲线 就 是 (cz) 空 间 中 的 一 平行 十 上 轴 的 直线 。. 

关于 奇 点 ,有 以 下 鸯 个 简单 性 质 。 

定理 1 若 zx。 是 方程 组 (8, 1.3) 的 一 个 奇 点 ， 则 任何 异 十 Zo 的 轨 线 部 不 可 能 在 有 限时 间 
达到 或 趋向 点 zx。。 

证 明 用 反 证 法 证 明 , 假 设 定理 的 结论 不 真 , 则 必 存 在 一 个 非 平 衡 解 x 二 XK),t,rERR, 使 
当 tr 时 ,g(t) 一 zo 根据 pl2) 的 饱和 性 ,rt 必 为 (a,P) 的 一 个 内 点 ' 从 而 HT) = zoo 因此 ,过 xx。 
就 有 两 条 轨 线 ,与 性 质 2 矛盾 。 定 理 得 证 。 

推论 ”车 方 程 组 (8.1, 3) 的 一 个 解 Ci) :LE (ae:6) 在 4 有 (或 ao+) 趋 问 于 奇 点 zo, 刚 必 
有 8= 十 co(e= 一 co)。 

定理 2 如 果 zc€DCR' 的 任意 小 的 分 域内 ,有 时 间 长 度 为 任意 大 的 轨 线 驱 , 则 zo 必 为 
奇 点 。 

证 明 假设 x 不 是 奇 点 , 则 可 找到 大 ,使 gt" ,ro) 天 ro。 又 设 df9(t ,xo) :Xx.) 二 p 这 0, 根 
据 解 对 初 值 的 连续 性 ,可 求 得 9>-0| 5< 人 | ,使 当 4(z,zo)<3 时 ,有 

dt ro 十 ))》 < 人 

因此 ,由 点 zx; 的 3 一 邻 域 内 出 发 的 时 间 长 度 大 于 或 等 于 * “的 任 一 轨 线 弧 都 有 位 于 这 个 邻 域 之 
外 的 点 。 与 定理 假设 矛盾 。. 定 理 得 证 。 

如 果 一 条 轨 线 当 : 一 一 cc 和 t 一 一 cc 时 赵 于 同一 个 奇 点 , 则 称 此 轨 线 为 同 社 轨 线 ， 如 果 一 
条 轨 线 当 上 一 一 必 和 二 ~ 一 2 时 , 趋 于 不 同 的 奇 点 , 则 称 此 轨 线 为 蜡 宿 轨 线 。 

如 果 z= 二 g(r) ,rER 是 方程 组 (8.1.3) 的 一 个 解 , 而 函数 rz) 是 周期 函数 即 存在 TER, 使 
对 任意 上 有 

Ht 一 了 ) = gl) 
出 称 2==q(4) 为 方程 组 (8.1.3) 的 一 个 周期 解 , 称 工 为 它 的 周期 ;不 是 平衡 解 的 周期 解 所 对 应 
的 轨 线 称 为 闭 轨 。 
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38.2 连续 动力 系统 的 基本 概念 


动力 系统 理论 研究 随时 间 演 化 的 系统 的 全 局 (大 范围 ) 定 性 行为 。 系 统 的 状态 在 状态 空间 
〈 相 空间 中 按照 一 定 的 规律 演化 ,这 个 规律 性 往往 可 以 用 诸如 微分 方程 ,差分 方程 等 去 展 述 。 
动力 系统 可 以 分 为 两 大 类 ,连续 的 和 离散 的 。 本 节 介 绍 连 续 动 力 系 统 ( 即 流 ) 的 慨 念 。 

几 虑 定义 在 区 域 DCR" 上 的 自治 系统 

r= f(r ,rEDtER (8.2.1) 

即 给 由 在 D 上 的 向 量 场 f(x)。 设 f(x) 在 D 上 连续 , 基 满 足 解 的 唯一 性 条 件 , 丸 设 每 个 解 的 存 
在 区 间 都 是 (一 oo0, 十 0), 令 自治 系统 (8. 2. 1) 满 足 初 始 条 件 x(0)= 二 zx, 的 和 解 为 + 二 pltyzx6) yi 蕊 
R,zroED., 

如 内 把 xo 换 成 变量 z, 便 得 到 一 个 依赖 于 上 和 工 的 函数 90z), 即 得 到 映射 p;RXD>D。 
若 岗 定 xz 而今 变化 ,g(t,x) 给 出 的 相 空间 中 系统 (8. 2. 1) 过 点 zx 的 一 条 摇 线 ;车 + 和 z 都 变 
化 ,Kt,x) 便 给 出 系统 (8. 2. 1) 过 不 同 初 值 点 z 的 轨 线 族 。 同 时 ,glz，,z) 具 有 以 下 的 性 质 ， 

(To,r)=x,Y wsED:; 

(2)9ls gr) = ti ry svtERrED, 

记 g.(z) 二 glt,x) ,于 是 对 任何 给 定 的 1, 都 可 以 得 到 一 个 映射 p:D 一 D, 它 有 以 下 的 性 质 : 

(1 名 二 了 

(238 一 BooY st€ER, 

我 们 称 映射 {gq|zER} 为 系统 (8. 2. 1) 的 流 。 

流 19 中 ER} 是 一 个 单 参数 变换 群 ,参数 :的 取 值 范围 是 实数 加 群 (R, 十 )。 事实 上 ,在 集合 
{9} 中 取 映 射 的 复合 运算 为 “加 法 "运算 ,由 性 质 (2') 知 道 , {1 对 这 个 如 法 是 封闭 的 , 且 加 法 结 
合 律 成 立 。 人 性质 (i) 表明 名 可 作为 单位 元 素 。 此 外 ,由 性 质 (1 7 和 (2') 有 

P= WP poytE 瑟 
故 每 个 叫 都 有 逆 元 素 9 :一 y_,。 颈 便 指 出 , 流 也 是 一 个 交换 群 ,这 是 因为 由 尾 质 (2 7 有 
Pp 一 pp = Pr = Ppp Yt€ER 
作为 一 个 特殊 例子 ,考虑 线性 自治 系统 
克 = Ax,zx EE R" 
这 个 系统 的 流 为 
tT) = Pr) = er {8, 2, 2》 

邮 名 二 e*。 不 过 ,对 一 般 的 非 线 性 自治 系统 (8. 2. 1) ,通常 不 可 能 给 出 g 的 解析 表达 式 。 

基于 上 述 研 究 结 果 的 启发 , 我 们 可 以 抛 开 微分 方程 ,直接 用 暴 射 去 建立 抽象 的 动力 系统 

定义 1 设 开 集 DER",p;:RXDD 是 CC 映射 (C' 映射 ,r 关 1), 且 满足 性 质 : 和 2, 记 9 
Cz) 三 Ylt,z) , 则 对 给 定 的 :ER,#:D>D 是 一 个 C' 映射 (Cr 映射 ), 上 且 满 足 (1') 和 (2')。 我 们 称 
Pp 或 {|tER} 为 D 上 的 C' 动力 系统 (C7 动力 系统 ) 或 C' 流 (C’ 流 )。 

必须 指出 ,在 上 述 定义 中 ,对 给 定 的 i,g 萎 有 族 映 射 究 !=qg_,, 后 者 也 是 CCC") 的 ,因此 有 
是 一 个 间 胚 (C" 微分 辣 胚 ) 。 

接着 我 们 讨论 流 和 向 量 场 的 关系 。 首 先 ,如 果 (zx) 是 也 上 的 CCC") 向 量 场 , 则 glt,x) 对 
Mr) 是 连续 (r 阶 和 连续 可 微 ) 的 , 即 f(z) 生 成 C(O ) 流 。 其 次 ,每 个 僻 人 7 之 1) 流 都 对 应 一 个 


C" 向 量 场 , 即 对 应 一 个 以 glz,z) 为 解 的 自治 系统 。 事 实 上 , 若 取 向 量 场 
flr ) 一 ED | = ES lim ee Pe 
则 f(x) 基 一 个 C' 向 量 丽 数 , 它 给 自治 系统 
r= f(x) (8. 2. 3) 
把 g(r) 分 别 代 入 上 式 两 端 , 对 左 端 有 
dep.{z) a lim praulXr) J PTL) 
di a A 
对 右 端 有 


CR 


ei Pr 2 昔 Cz) 
故 9(z) 是 这 个 自治 系统 的 解 。 此 外 , 它 满 足 初始 条 件 C(x) 9 一 :xzo。 

对 于 因 定 的 xE DSR' ,集合 {qptzx) ER} 称 为 流 4% 过 点 之 的 入 线 。 我 们 还 可 以 给 出 流 的 
一 些 相应 概念 。 

定 尽 2 如 果 点 pED 以 任何 1:€ER 满足 4%.(p)== 记 ; 则 称 记 为 流 9p 的 平衡 点 (不 动 点 )。 天 
于 流 p. 所 对 应 的 向 量 场 1(7+) ,显然 有 f(p) 二 0, 因此 p 也 称 为 该 向 量 场 f(x) 的 零点 ( 奇 点 }， 

定义 3 如 果 点 9€E DD 玉 某 个 本 >0 满足 pilq) 二 q, 则 称 g 为 流 ps 的 周期 点 。 这 种 工 值 中 
的 最 小 者 称 为 最 小 止 周期 (今后 都 简称 为 周期 ) , 流 9 过 周期 点 4 的 轨 线 称 为 流 的 闭 轨 (周期 
雪线 ) 。 

显然 ,在 过 周期 点 4 的 斩 线 上 的 任何 一 点 都 是 周期 点 ， I 事实 上 ,对 任何 
sER 取 5 一 gd)， 册 

gr(5) 一 pr(F,9)) 一 4) = +rla} 
一 和 (9r(9))》 一 中 (9) 一 9 

定义 4 如 果 点 集 瑟 具有 性 质 ， 

Pr) EE FYIE FtER 《8, 2. 4) 
则 称 下 为 流 9 ,的 不 变 集 。 

显然 , 流 w, 的 每 条 罗 线 都 是 它 的 一 个 不 变 集 。 下 面 介绍 的 非 游 苏 集 和 极限 集 是 更 一 般 形 
式 的 木 变 集 。 此 外 ,在 以 后 各 节 中 介 织 的 稳定 流 形 、. 不 稳定 流 形 和 中 心 流 形 也 都 是 不 变 集 。 对 
不 变 集 性 质 的 研究 是 动力 系统 全 局 分 析 的 一 个 重要 了 内容。 

我 们 已 经 看 到 ,平衡 点 和 闭 轨 在 动力 系统 研究 中 是 重要 的 ,因为 它们 对 应 不 变 的 或 周期 地 
重复 的 运动 状态 。 它 们 都 可 以 作为 更 广泛 的 回归 运动 的 特例 。 回 妇 运 动 是 指 那些 能 无 限 次 地 
回复 到 初始 状态 附近 的 运动 。 人 
人 性 态 。 

定义 5 设 对 点 绢 E 卫 的 任何 邻 域 芝 和 任意 大 的 了 >0: 存 在 达 > 了 ,使 得 辟 站 PC 天 杂 ， 
其 中 0)={x]z= 二 p(y),yEDU}, 则 称 p 为 流 q. 的 一 个 非 游 葛 点 。q. 的 全 体 非 游荡 点 的 集合 
称 为 非 游 荡 集 , 记 作 (9)。 着 gE DNQAC9) , 则 称 g 为 闹 q 的 一 个 游荡 点 。 ; 

由 定义 5 可见 ,在 非 游荡 点 pp 的 任何 邻 域 U 内 总 存在 点 r( 它 可 以 是 点 .p 本 身 ) ,使 得 当 + 
字 十 20 时 ,轴线 q.(x) 返 回 此 邻 域 U 无 限 多 次 、 易 证 流 qp 的 全 体 非 游荡 点 的 集合 C9) 是 一 个 
闭 的 不 变 集 。 此 外 , 流 9 的 平衡 点 和 闭 轨 都 属于 人 2(9)。 
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定义 6 在 过 点 z 的 秩 线 7Y 上 ,如 果 存 在 点 列 g. (z) qz) 使 得 当 i 一 过 时 ,一 十 2 
(或 一 00) 日 p(x)>p; 则 称 点 记 为 过 点 的 轨 线 7 的 … 个 极限 点 (或 «极限 点 ), 记 为 w(x) 


(或 a(z)) ,也 记 为 wy( 或 ay)。 
容易 证 明 | | Brg 
wx) = 0 .U? xX). 《8. 2.5) 
az) = Up) 2 (8: 2. 6) 
TE tr 和 


显然 ,平衡 点 或 闭 轨 的 极限 集 (a 极限 集 ) 就 是 它们 本 身 。 此 外 ,w 极限 集 和 4 极限 集 都 属于 非 
游荡 集 0(9)。 
可 以 证 明 ,w(xo) (或 <(ze)) 是 不 变 集 ,如 果 正 半 轨 线 闪 是 有 界 ( 或 负 半 轨 线 )- 有 界 的 ) 
的 ,网 w(xzo) (或 alxo)) 是 紧 集 。 
定义 7 设 下 是 一 个 不 变 集 ,如 果 对 下 的 每 个 :令吉 二 {xld(z,F) 必 e) ,存在 下 的 一 个 
6 领域 [7 使 得 对 任何 pEVs, 有 9(p)EUV(x 守 0), 则 称 下 是 稳定 的 。 如果 下 稳定 并 存在 > 
0, 使 得 对 任何 gEU。; 当 :> 十 oo 时 dtq(9), 了 ->0; 则 称 下 是 浙 近 稳定 的 。 oo 
定义 8 设 4 是 一 个 财 的 不 变 集 , 且 是 渐 近 稳定 的 , 则 称 4 为 吸引 和 集 。 集合 . 
B= {z| Jim ckg， KZ 一 0 
称 为 4 的 吸引 域 .将 t 换 为 一 t, 我 们 可 以 类 似 地 给 出 排斥 集 及 其 排斥 域 的 定义 。 如 果 在 吸引 集 
《或 排斥 集 ) 中 包含 一 条 筒 密 的 轨 线 , 则 称 吸引 子 ( 或 排斥 子 ) ,点 吸引 子 也 称 为 汇 , 点 排斥 子 也 
称 为 源 ， 
暖 引子 可 以 分 或 疝 大 类 ,类 条 为 普通 吸引 子 ,如 平 衡 丰 吸引 子 ( 即 汇 ) 周 期 吸引 子 、 环 面 
吸引 子 等 , 另 一 类 是 在 送 沌 运动 中 出 现 的 奇怪 吸引 子 。 
下 面 举 几 个 典型 的 动力 系统 例子 去 说 明 上 述 概念 。 
例 1 简 谐 振子 方程 zx 十 Ar 一 0 TER。 
事实 上 ， 简 漠 所 子 方程 等 从 于 R: 上 的 一 阶 自治 系统 
fy 
ly =— kz 
我 们 容易 求 出 流 g:RX RR 的 表达 式 
Pts Ty) = (Creoskt + kysinkt, 一 krsinkt + veosgkt)™ 
{0,0) 是 唯一 的 平衡 点 中 心 , 过 (zr,y) 隆 (0,0) 的 轨 线 是 椭 贺 并 十 y= 二 cc 为 止 常数 ,因此 
任何 非 平 衡 点 都 是 周期 点 。 人 都 是 非 游 划 点 , 即 2(g) =R:, 此 系统 无 吸引 集 
或 排斥 集 。 . : | 
例 2 具有 阻尼 的 谐振 子 方 各 6 ,TX 马 R: 常 数 二 
显然 ,上 述 方 程 等 价 于 R*: 上 的 人 阶 自 治 系统 
y=— kxr— By 
无 需求 出 流 的 表达 式 ,我 们 可 以 根据 定性 分 析 的 结果 知道 ,原点 是 唯一 的 平衡 点 , 且 . 切 胃 线 
当 :一 十 oo 时 都 趋 于 原点 ,不 存在 闭 轨 。 因 此 对 于 任何 (x,3) ER*， wz,y) 二 (0,0); 除 了 a0， 
0) 二 {0,0)} 之 外 ， WE 0), 有 Qlz,y) 考 岂 。 容易 见 到 ,0， De 的 非 游荡 
点 , 且 是 唯一 的 吸引 子 ， 
例 3 Van det Pol 振子 方程 x 十 (x 一 1)x 十 x 二 ,TER, 常 数 p>0, 


(rp ER 


(X,Y) E KR? 
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Van det Pol 人 R* 上 的 一 阶 自治 系统 
Z 一 Sa 
y=— 7 二 + rx)y 
显然 ,原点 是 不 稳定 的 平衡 点 ,此 系统 还 有 唯一 的 稳定 极限 环 愉 。 原 点 是 它 本 身 的 极限 点 和 
ax 极限 点 。 对 于 (zy) 天 (0,0) ,wlx,y) 就 是 极限 环 人 ,atx,y) 开 并 ,此 外 ,0(9D=TU {(0,0))， 
蔗 是 吸引 子 ,(0,0) 是 排斥 点 。 
例 4 梯度 系统 
考 趾 开 集 吕 CR"。 设 阔 数 VECCU,R)( 即 VU>R 有 二 阶 连 续 偏 导数 ), 则 六 的 梯度 向 
量 场 为 


(zy3) ER: 


raV aViT 
一 完 ， 人 -| 

由 这 个 梯度 向 量 声 给 出 的 自治 和 系统 

X= VV,rER: (8. 2.7) 

称 为 梯度 系统 。 如 时 在 大 处 有 VY(z) 天 0, 则 称 为 了 的 正则 点 ,否则 称 为 了 的 临界 点 。 最 然 
工 为 梯度 系统 的 (8. 2.7) 的 平衡 点 的 必要 上 且 充 分 条 件 是 工 为 玉 数 Y 的 临界 点 。 容 易 证 明 , 当 工 
是 V(x) 的 孤立 极 小 (或 极 大 ) 点 时 ,点 世 是 新 近 稳 屿 (或 不 稳定 ) 的 平衡 点 。 

梯度 系统 的 非 游 范 集 仅 由 平衡 点 组 成 。 ee 如 果 p 不 是 平衡 点 ; 令 x 二 gp:( 记 ) 为 过 点 记 
的 轨 线 ; 则  ，， 


BV pp) = VV Gp) ， a =< Vm)), ~ Vv (Gp)) > 


= 一 vvig,(p)) :<0 
这 表明 函数 V 沿 轨 线 z= 一 gx(z) 严 格 单调 减少 。 由 下 的 连续 性 可 知 ,存在 点 名 的 某 个 邻 域 品 ， 
使 得 从 U 中 出 发 的 雪线 不 会 再 次 返回 ,从 而 p 必 为 游 萝 点 。 . 

由 于 闭 轨 .ww 极限 儒 或 «极限 集 等 都 是 坑 于 非 游荡 集 , 国 此 由 上 述 结果 得 知 ,梯度 系统 不 
存在 闭 轨 ,上 且 w 极 限 集 和 a 极限 集 都 由 平衡 点 组 成 ,梯度 系统 的 非 游荡 集 有 和 忱 简单 的 构 舍 ,从 
而 这 些 系 统 的 定性 行为 也 较 容 易 分 析 。 

例 5 Hamiiten 系统 为 
a 


We 
， - t= ln . 《8. 2. 8) 
世 Tr 
pn 及 (pj,9) 是 Hamiiton 函数 . 可 以 证 明 ,Hamilton 系统 不 存在 吸引 集 或 排斥 集 。 此 外 ， 
Halmiltion 系统 的 非 游 葛 集 不 仅 可 以 包含 平衡 点 和 导轨 ， 而 且 可 以 包含 连结 散 点 的 同 宿 扫 二 
或 异 宿 轨 线 。 我 们 以 Duffing 方程 
二 az Bri=0,xER 

说 明之 。 它 等 价 于 R: 上 的 一 阶 自治 系统 

a ER 
在 图 8. 1(a) 和 (5) 上 分 别 给 出 当 «= 一 1,8=1 和 a=1,8== 一 1 时 的 相 图 。 除 了 平衡 点 和 闭 轨 
都 局 于 非 游 功 集 之 外 ,在 图 8. 1(a} 上 的 同 宿 轨 线 和 图 8. 14) 上 的 异 宿 轨 线 也 属于 非 游 萝 集 。 

因为 在 它们 内 部 的 足够 小 邻 城中 ,都 有 闭 轨 经 过 。 
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最 后 指出 ,本 章 只 讨论 在 
R' 的 开 子 集 了 上 定义 的 连续 
或 离散 动力 系统 的 一 些 基本 
概念 ,而 许多 理论 和 应 用 问题 
需要 解决 流 形 ( 如 球面 、. 环 面 
等 各 种 曲面 ?上 的 微分 方程 、 
差分 方程 等 , 因 汪 把 动力 系统 
的 理论 推广 到 流 形 上 是 很 让 ta 


(b) 


然 和 必要 的 , 流 形 ( 特 别 是 微 人 (0 a=1 B=-) 

分 流 形 ) 上 的 动力 系统 @ 的 研 图 8.1 

究 有 着 极其 复杂 和 丰富 的 内 

容 , 并 取得 了 重大 的 进展 ,由 于 篇 幅 和 预备 知识 的 限制 ,我 们 不 打算 讨论 流 形 上 的 动力 系统 ,但 
是 本 章 的 许多 概念 不 难 推广 到 流 形 上 的 动力 系统 中 去 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 参考 文献 [9]。 


§8.3 Poincare 一 Bendixson 定理 


本 节 讨 论 平 面 动 力 系统 的 极限 集 的 重要 性质 , 即 Poincaré— Bendixson 定理 ,并 讨论 它 在 
极限 环 研究 中 的 应 用 。 

考虑 平面 自 泊 系统 

=f(r),rER (8. 3.1) 

其 中 f: R'-"R? 连续 , 且 满 足 解 的 唯一 性 条 件 ， 并 设 每 个 甫 的 存在 区 间 都 是 (一 co, 十 co), 记 . 
(ZT) 为 系统 (8. 3. 1) 的 流 , 即 (8. 3.1) 在 R* 上 定义 了 一 个 动力 系统 ， 我 们 先 介绍 平面 曲线 的 一 
个 重要 性 质 。 

定理 1(Jordan 曲线 定理 》 在 及 : 上 的 任何 Jordan 闭 曲 线 旬 把 RR? 分 成 西部 分 P， 和 了 P,。 
即 Re 一 P:UP,, 其 中 P, 和 P, 是 不 相交 的 开 集 ,P 是 有 界 集 , 称 为 了 的 内 域 ,P, 是 无 界 集 , 称 
为 了 的 外 域 。 那么 ,P;( 或 P。 ) 中 的 任何 两 点 都 可 以 用 完全 在 Pi{ 或 P,) 中 的 连续 曲线 连结 。 

我 们 路 去 这 个 定理 的 证 明 , 本 节 的 定理 基本 上 是 由 解 的 存在 唯一 性 和 Jordan 曲线 定理 扒 
得 的 。 与 高 维 动力 系统 相 比 ， ete gt 其 中 一 个 主要 的 原因 就 
是 平面 曲线 满足 Jordan 定理 这 个 简单 的 几何 事实 .应 当 指 出 ,由 于 Jordan 曲线 定理 的 限制 ， 
本 节 的 结果 ( 除 引 理 1 外 ) 一 般 对 KR 成 立 ,不 能 推广 到 R"(n 之 3)。 

然后 介绍 平面 动力 系统 的 一 个 十 分 重要 的 结果 , 即 Poincaré-Bendixson 定理 。 粗 略 地 说 ， 
这 个 定理 表明 ,如 果 平 面 动力 系统 的 菜 象 轨 线 当 t* 十 oo (或 一 00) 时 始终 在 某 个 有 界 区 域内 ， 
则 或 者 它 是 一 条 闭 轨 ,或 者 当 上 ~ 十 co 人 或 一 oo) 时 它 盘 旋 趋 近 某 条 闭 轨 , 我 们 着 重 介绍 上 十 
oo 时 的 结果 ,对 :一 一 oo 时 可 类 似 地 讨论 。 

我 们 已 经 给 出 了 平面 系统 的 截 线 (无 切线 眉 ) 的 概念 。 我 们 知道 ,对 向 量 场 f(x) 的 常 点 & 
和 任何 不 与 /(€) 平 行 的 向 其 7, 都 可 以 作 过 点 并 沿 方向 ?的 截 线 工 。 此 外 ,所 有 与 截 线 工 相 
交 的 轨 线 当 * 增加 时 都 由 间 一 侧 向 另 一 侧 穿 过 艺 。 为 讨论 轨 线 的 性 质 ,以 下 给 出 四 个 引 理 , 均 


@ 通 语 把 定义 在 微分 流 形 上 的 动力 系统 称 为 微分 动力 果 统 。 
图 “Jordan 闭 曲线 就 是 简单 连续 曲线 ,更 精确 地 说 , 它 是 加 的 同 胚 从。 
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略 去 证 明 。 

引 理 1 如 果 & 是 截 线 1 的 一 个 内 点 , 则 对 任何 s>0，, 存在 9>0, 使 得 在 :二 0 村 从 图 域 
BC&。,6) 内 的 任何 点 出 发 的 轨 线 都 在 1€ (一 e, 十 se) 的 时 间 范 围 内 穿 过 上 (图 8. 2)。 

下 面 的 结果 表明 平面 动力 系统 的 轨 线 与 
截 线 的 交点 序列 的 单调 性 ， 

引 理 2 设 工 为 平面 向 量 场 F(x) 的 共 
线 ,7 二 {9.( 人 rE R} 是 过 点 的 轨 线 ,并 设 7 
与 工 有 交点 A] sos 此 虑 列 沿 轨 线 XY( 旧 对 
t) 是 单调 的 ,其 中 至 少 两 点 不 相同 , 则 此 点 列 
中 的 各 点 所 不 相同 , 且 在 工 上 也 是 单调 的 , 即 
在 LL 上 ,zii 必 位 于 Eh 种 ze-z 之 间 ， 此 外 ,如 
果 7 是 闭 轨 , 则 y 与 工 仅 有 个 交点 。 

下 面 再 给 出 平面 动力 系统 的 极限 集 与 截 
线 的 关系 。 

引 理 3 设 工 是 平面 向 量 场 (7x) 的 一 条 截 线 , 则 轨 线 7=={8(6) |iE R; 的 极限 僻 wl§) 
与 了 不 多 于 一 个 交点 ,对 于 y 的 “极限 集 x(8)? 也 有 类 似 的 结论 。 

引 理 4 设 平面 自治 系统 (8. 3. 0) 的 轨 线 7 一 {p(6 1iER} 上 没有 平衡 点 。 

C1) 如果 7Y 的 w 极 限 集 wl8) 与 轨 线 7Y 相交 , 则 7 是 一 条 闭 轨 。 

(2) 如 果 正 半 软 Y+ 有 界 , 日 we) 包含 一 条 闭 轨 也, 则 ww) = 卫 。 

对 十 7 的 a 极限 集 a( 人 也 有 类 似 的 结论 。 

利用 上 述 引 理 , 我 们 可 以 得 到 本 节 的 主要 结果 。 

定理 2(Poincaré 一 Bendixson 定理 ) 设 平面 系统 (8. 3.1) 的 轨 线 Y= {gL56) ltrER}, 其 正 
半 轩 线 7Y+ 有 界 且 w(8) 不 包含 平衡 点 , 则 罗 线 7》 只 人 下 面 两 种 情形 之 一 。 

《1)Y 本 身 是 闭 轨 ,此 时 w《) 二 7; 

(2)7 本 身 不 是 闭 轨 ， 但 w( 全 二 7+\yY+ 是 闭 轨 ,其 中 7 是 XY+ 的 闭 包 ，。 

对 于 人 猴 半 雪线 和 a 极限 集 aC$) 也 有 类 似 的 结论 。 

证 明 如果 Y 是 闭 轨 , 则 显然 有 wm(é)=7。 下 面 考虑 7 不 是 闭 轨 的 情形 .因为 7+ 是 有 界 的 ， 
且 w($) 是 韭 空 ,不 变 的 有 界 闭 集 ,所 以 存在 有 界 轨 线 荆 Coc#), 没 在 t=0 时 , 轨 线 荆 经 过 点 7 
则 六 = {gy 《办 IER}。 由 于 轨 线 本 是 有 界 的 ， 故 其 。 极限 集 ae Baie, w(&) 是 闭 集 ， 
县 PCa(e) ,因此 wDCw(§), 

我 们 要 证 明 三 是 一 条 闭 训 ,为 此 任 取 一 点 上 E w(?7， 因 为 mt) 中 不 含 平衡 点 ,所 以 上 是 常 
点 。 作 过 ?的 截 弘 工 , 则 8E€ w( 信 门 工 ,类似 引 理 3 的 和 证明, 可 知 存在 点 列 {] ,你 E 工 门 工 二 一 1， 
2,…, 且 当 &rco 时 心 *5 由 于 了 Ceol) tn ale 但 淮 引 理 3 知道 ,这些 
5 是 同一 个 点 。 再 由 im 如 一 儿 ,可知 和 一 5 一 1,2,…。 这 表明 8ET。 此 外 ,前 面 假设 也 属于 
世 的 中 极限 集 w(7?) ,因此 由 引 理 4 之 人 1 可 知 卫 是 一 条 闭 轨 。 

最 后 考虑 到 PCw(e) ,于 是 再 出 引 理 4 之 (2) 得 知 (8)= 厂 ， 即 we) 是 一 条 闭 执 。 

必须 指出 ,由 于 Poincaré 一 Rendixson 定理 的 证 明 过 程 中 用 到 了 Jordan 曲线 定理 ,因此 这 
不 能 推广 到 R"(n 之 3)。 

例 考虑 在 Ri 中 以 球 坐 标 形式 给 出 的 系统 

= 1.9= Tp = plsing 十 nsing) 


ER 
图 8.2 
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SI V7? 


这 个 系统 满足 初始 条 件 ; 
0(0) = 9(0) = 0,p(0) 一 1 
的 解 为 
上 人) = £9(t) = mp) = cxp{— eost — cosm) 

另 见 这 个 解 在 R! 中 是 有 噶 的 ,但 它 不 是 周期 解 , 也 不 趋 于 周期 解 。 

下 面 的 定理 给 出 平面 有 界 轨 线 的 极限 集 的 结构 。 ; | 

定理 3 设 系 统 (8. 3.1) 至 多 有 有 限 个 平衡 点 ， 如 果 7* 基 起 (8,3. i 条 有 界 正 半 轨 
线 , 则 轨 线 7 的 由 极限 集 w(6) 必 及 于 下 面 二 种 情形 之 一 ， 

(Le 是 一 个 平衡 点 ; 

(2)w(#) 是 一 条 闭 轨 ; 

(3)w( 是 由 有 限 个 平衡 点 和 一 些 非 闭 雪线 组 成 ,这 些 非 闭 轨 线 当 pe it> 一 co 时 ， 
各 自分 别 趋 于 上 述 平衡 点 之 一 。 

对 于 负 半 轨 线 7- 和 a 极限 集 *(6) 也 有 类 伏 的 结论 。 

.证明 在 本 定理 的 假设 下 ,w( 多 至多 包含 有 限 个 孤立 平衡 点， 此 外 ,ee 是 提 认 连通 ,不 
变 的 有 界 闭 集 。 

如 果 wCE) 不 含 常 点 ,只 含 平衡 点 ， 则 由 渗 通 性 得 知 we) 只 5 能 有 一 个 平衡 点 ,这 是 本 定理 的 
情形 (1)。 

再 考虑 w( 旨 包含 常 点 的 情形 。 如 果 8) 包含 一 条 闭 轨 下 ， 则 由 引 理 4 之 (2) 可 知 cke) = 

开 , 即 此 时 u(6) 是 一 条 闭 轨 ， 这 是 本 定理 的 情形 (2); 如 果 (不 含 闭 轨 , 海 砌 到 (6) 是 有 界 不 

变焦 昌 含 有 常 点 , 则 wl 各 应 当 包 含 一 些 ( 域 一 条 ) 有 界 非 闭 轨 线 ， 伶 取 这 些 有 界 非 闭 轨 线 之 一 ， 
记 为 C。 现 证 明 C 的 ww 极限 集 w 只 有 平衡 点 。 用 反 证 法 ， 如 昌 C 的 w 有 限 集 必 有 有 常 点 ?, 则 类 
似 Poincaré— Bendixson 定理 中 的 证 明 ; 得 知 C 是 一 条 阅 轨 。 钢 为 恕 CaotE)， 所 以 与 前 面 关于 
(S) 不 包含 闭 轨 的 假设 邓 盾 。 再 利用 本 定理 证 明 中 已 得 的 结果 可 知 , 必 是 一 个 平衡 点 。 同 样 可 
知 C 的 a 极限 集 o 也 是 一 个 平衡 点 。 由 于 (6) 是 闭 集 ， 且 CCo(e) , 故 ww 从)， avw(e)， 即 
这 些 非 闲 轨 线 的 wo 极限 点 和 “极限 点 也 属于 we)， 这 使 是 本 定理 的 情形 (3)。 @.@ 

下 面 给 出 在 定理 3 情形 (2) 中 的 轨 线 与 j 它 的 极限 闭 轨 的 关系 。 

推论 1 如 果 闭 轨 工 是非 闭 轨 线 7 的 w 极 限 集 , 则 7 所 在 一 -个 r pp hy 
线 当 :十 co 时 都 盘旋 地 趋 于 了， 即 工 是 羊 侧 稳定 极限 环 。 对 于 7 的 «极限 集 也 有 相应 的 结 

证 明 ” 先 证 明 y 当 上 > 十 co 灶 盘 旋 地 趋 于 一 。 任 到 一 点 #YE mr， 由 于 9 是 常 点 ， et 
作 截 线 二, 即 9E 门 之 。 由 引 理 3 的 证 明 得 知 ,这 时 存在 y 与 工 的 一 列 交点 分 一 1,2， 
们 沿 轨 线 了 是 单调 的 ， 且 当 & 一 co 时 , 丸 一 7。 由 于 7 的 非 闭 加 线 ， 用 反 证 法 易 证 人 ,中 至 少 有 了 
点 不 相同 。 于 是 由 引 理 2 知道 ， 点 列 {) 在 截 线 工 上 也 是 单调 的 ， 由 此 可 见 轨 线 7 当 z 一 十 ~ :时 
盘 放 地 趋 于 闭 匆 (图 8. 4) 。 

现在 证 明 本 推论 的 结果 。 过 点 ?ED 作 截 线 ， 工 。 设 方太 + 为 了 与 卫 的 两 个 相继 的 交 点 。 取 
由 上虞 加 与 加 fi 之 间 的 线段.Y 上 点 办 与 gs 之 间 的 弧 段 和 闭 轨 并 一 一 起 围 成 的 区 域 D( 图 


台 由 若 十 半 入 上 和 丙 六 者 急于 平 交 点 的 轨 绩 一 起 构成 的 简单 用 消 线 条 为 订 闭 胃 线 . 其 中 ， .如 暴 一 条 圾 绕 C 当 乒 > 十 
和 t~ 一 ce 时 都 旗 于 同 -- 个 平衡 点 P{ 即 尼 是 -条 同 宿 轨 线 ) ,就 称 闭 曲 级 CU {p} 为 同 宿 环 .如 时 奇 闭 扶 线 是 由 一 组 首 属相 
接 的 异 缩 轨 线 以 及 它们 的 wm 极限 点 和 a 极限 点 一 起 构成 的 闭 曲 线 ,就 弥 它 为 异 宿 环 ,在 奇 闭 辆 线 上 的 平 熏 点 ,如 果 是 双 曲 刚 
平 奖 改 的话, 则 它 必 定 是 装点 。 

会 可 以 证 明 ,平面 动力 系统 (8- 3.1) 的 非 游 萝 集 六 只 能 取 定 理 3 所 示 的 三 种 形式 :平衡 点 . 闭 玫 .加 宿 奈 或 攻 宿 环 。 
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8.5)。 因 为 上 的 点 都 是 常 点 ,上 且 常 点 的 集合 是 开 集 ,所 以 , 当 取得 充分 大 时 ,可 以 使 域 忆 内 


图 8.4 . : ; 图 8;5 . 


没有 平衡 点 ,。 此 外 , 易 知 忆 是 一 个 正 不 变 集 。 因此 ,从 任何 $ED 出 发 的 正 半 轨 线 有 界 , 且 其 
极限 集 w(6) 不 包含 平衡 点 ,因为 当 二 十 co 时 , 轨 线 包 趋 于 局 , 所 以 刀 内 没有 闭 轨 。 由 .Poincare 
一 Bendixson 定理 得 知 ,上 述 轨 线 都 不 是 闭 轨 ,但 w(e) 是 闭 轨 , 于 是 只 有 ww(6) 一 忆 , 且 上 述 罗 线 
都 盘旋 地 趋 于 [如 果 非 闭 轨 线 7 以 奇 闭 轨 线 为 w( 或 a) 极限 集 时 , 亦 有 类 似 约 结论 (图 8. 6)]。 
推论 2 如 果 两 条 轨 线 站 和 Ps 围 成 环形 区 域 0, 在 DD 内 
”部 无 平衡 点 和 其 他 闭 轨 ,出 或 者 内 环 的 外 侧 是 稳定 的 ， 而 外 环 
的 内 侧 是 不 稳定 的 ,或 者 有 相反 的 结果 。 | 

.证 明 :. 由 假设 及 解 的 唯一 性 可 知 ， 没有 轨 线 穿 直 让 或 
因此 万 是 一 个 有 界 不 变 集 ， 攻 

任 取 点 EDD, 则 对 一 切 :€R 有 gx)ED， 故 过 点 的 轨 

图 8.6 线 7 是 有 界 的 ,又 .DD 内 不 包含 平衡 点 ,由 Poincaré 一 Bendixson 
定理 知道 ,7 的 w 极限 集 (6 和 “极限 集 x(6) 都 是 闭 轨 。 由 于 内 无 其 他 序 轨 ,于 是 wo(E) 和 a 
(6) 只 能 分 别 为 .ms 和 了 :。 又 由 推论 1 知道 这 两 个 单 侧 极限 环 的 稳定 性 的 相应 结论 。 

利用 Poincare 一 Bendixson 定 娃 和 推论 1 不 难 证 明 Poincaré 环 域 定理 。 

“定理 4(Poincaré 环 域 定理 ) 设 G 是 内 外 边界 线 Pi 和 六, 围 成 的 环形 区 域 , 当 *+ 增 加 时 系 
统 式 (8. 3. 1) 的 轨 线 在 和 和 ,上 都 是 由 外 向 内 (或 由 内 向 外 ), 且 在 G 内 没有 奇 点 , 则 在 G 内 
至 少 存在 一 个 外 侧 稳 定 (或 不 稳定 ) 极 限 环 和 一 个 内 侧 稳定 (或 不 稳定 ) 极 限 环 。 

证 明 设 G 是 由 内 外 边界 巾 线 T, 和 TT 围 成 的 环形 
区 域 ,县 平面 自治 系统 式 (8. 3. 1) 的 雪线 在 忆 和 TT 上当 + 
增加 时 都 是 由 外 向 内 ,在 已 内 无 平衡 点 。 易 见 G 是 一 个 有 
界 下 不 变 集 。 现 在 取 一 条 经 过 I 进入 G 的 雪线 7 (图 
8.7)。 当 7, 在 t 增加 时 ,一 当 进入 域 G, 就 水 远 留 在 G 内 , 故 
它 是 正 向 有 界 的 。 由 Poincaré 一 Bendixson 定理 ,并 考虑 轧 
不 会 是 闭 轨 (否则 y, 就 会 由 内 向 外 穿 过 工 ,, 这 与 假设 牙 
盾 ), 故 的 w 极 限 集 是 一 条 闭 轨 CJCG。 由 推论 1 知道 
是 内 侧 稳 定 的 极限 环 。 辣 理 可 证 存在 一 个 外 俐 稳定 极限 环 
C:CG。 由 于 环 域 CG 内 没有 平衡 点 ,因此 Cu 和 Cs 的 内 部 区 
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域 都 不 可 能 完全 属于 C, 从 而 C 和 Cs 都 包含 内 边界 曲线 工 , 人 by 


§ 8.4 向 量 场 和 微分 周 胚 的 局 部 性 质 


一 、 线 性 流 的 不 变 子 空 间 


考虑 维 线性 系统 _ 
过 一 Azr,z ER" {8. 4. 1 7》 
其 中 妇 为 xXn 常 值 和 矩阵 ， 由 式 (8. 2. 2) 知 道 , 这 个 系统 的 流 为 nt :R"-*+R", 称 为 线性 流 。 
对 R* 作 直 和 分解 
R=EOEODE 
其 中 志 , 忆 和 E: 分 别 为 矩阵 4 的 具有 负 实 部 、 正 实 部 和 零 实 部 的 特征 人 对 应 的 不 变 子 空间 ， 
它们 的 继 数 分 别 是 wz 和 nsns 十 nx 十 n. 二 xn。 和 窍 阵 有 的 具有 负 实 部 \ 正 实 部 和 零 实 部 的 特征 
值 对 应 线性 无 关 特 征 向 量 和 广义 特征 向 量 分 别 记 为 fo yo j fas sau} 和 fds rw)。 
于 是 上 述 不 变 子 空间 分 别 为 2 
二 span way wyT。 
E' =—"span{w ,us 村 
E" = spanfro ,tw,,) : 
当 扼 阵 4 有 复 共 辊 特征 值 时 ， 训 有 复 共 斩 等 征 间 量 和 广义 特征 向 这 时 我 们 可 以 用 它 
_ 们 的 实 部 和 和 虚 部 代替 。 
定理 1 (1)E',E* 和 FE' 都 是 线性 流 e* 的 不 变 子 空间 。 
(2? 设 厂 ，…… 为 ,为 给 阵 妈 的 有 负 实 部 的 特征 值 ,Re 入 一 aG 一 1;2, yn ,a>>0; 则 对 于 任 
何 zoEF, 存 在 学 0, 使 得 | ; 本 人 
{evzo ll < hem™ T+: | EE R . 
(3) 设 名 ,po 为 矩阵 4 的 有 正 实 部 的 特征 值 ,Reps 沁 PG 二 1,2,… sn.) ,B80, 则 对 于 任 
何 x,EE", 存 在 >0, 使 得 -le a J 
| eszo | > hes | zl ER 
i 由 上 上 述 定理 可 知 , 从 子 空 间 五 (或 瑟 , 天 ?中 任 一 点 出 发 
| 的 轨 线 始终 在 该 子 空 间 册 .此 外 ,在 吾 上 的 轨 线 当 上 增加 时 
按 指数 规律 单调 地 或 振东 地 趋 于 平衡 点 0, 而 在 E* 上 的 轨 
线 当 上 增加 时 按 指数 规律 单调 地 或 振荡 地 远离 平衡 点 O, 而 
在 所 上 的 轨 线 , 当 上 增加 时 或 者 保持 有 界 或 者 按 塌 规律 远 
离 平 衡 点 OQ。 因此 我 们 把 E',E" 和 天 分 别称 为 线性 流 e* 的 
稳定 子 空间 、 不 稳定 子 空间 和 中 心 子 空间 。 在 图 8.8 上 给 出 
了 当 


A= 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 


图 8.8 


全 由 推论 2 可知, 如果 在 Poineart 环 域 定理 的 环 域 中 有 双人 和合 报 限 环 的 话 , 刚 其 中 至 少 有 一 个 是 稳定 (不 稳定 ) 和 极限 环 ， 
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时 的 图 形 . 这 些 不 变 子 空间 不 仅 使 我 们 清楚 地 得 知 线性 系统 的 平衡 点 附近 的 轨 线 情况 ,而且 有 
助 于 了 解 它 在 R" 中 轨 线 的 全 局 性 态 。 

定义 1 如 果 抢 隆 4 的 一 切 特 征 值 都 有 非 零 实 部 , 则 称 原点 O 为 线性 系统 式 (8. 4. 1) 的 
双 由 平衡 点 ,并 称 e+ 为 线性 双 葛 流 ， 

显然 , 双 曲 平 衡 点 是 系统 gg ere i 


《8.4.1) 的 唯一 的 平衡 点 ,不 存 
在 中 心 子 空间 , 双 划 平衡 点 可 分 >»< 
为 三 种 类 型 (图 8. 9)。 


(1) 如 果 4 的 一 切 特征 值 都 


有 负 实 部 , 则 原点 是 一 个 平衡 CC 0 (和 芒 上 
点 吸引 子 ( 汇 )， 这 时 称 * 为 收 . i 


C2) 如 果 A 的 一 切 特征 值 都 有 正 实施， 则 原点 O 是 一 个 平衡 点 排斥 子 ( 源 ?。 人 
扩张 流 。 
《3) 如 果 4 既 有 负 实 部 的 特征 值 ,也 有 正 实 部 的 特征 值 , 则 原点 O 是 隘 点 。 
一 ,线性 化 流 
现在 考虑 = 维 非 线性 系统 i 
T= f(r) ,rE R". : : (8. 4. 2) 
没 原点 是 一 个 的 立 平生 点， 即 了 (0) 一 0。 设 f(z) 是 C 向 量 场 (r 之 1)， 出 式 (8; 4. 纪 在 点 O 处 
的 线性 近似 系统 为 
r= DrrER 3 
上 式 的 右 端 称 为 向 量 场 f(x) 关 于 点 人 , 它 生成 线性 近 做 系统 式 (8. 4. 3) 的 流 
ex 。 后 者 满足 下 而 的 短 阵 方程 的 初 人 问题 ， 
| 立 一 办 A(o)7;Y(0) 一 了 (8. 4. 4) 
另 一 方面, 设 Mn 4.2) 的 流 HP, 则 有 ; 


了 pz) 一 .fl¥ 2)) 
把 上 式 对 x 微分 后 ， 交换 对 + 有 的 和 分 将 再 利用 导 算 子 的 链 式 法 则 便 往 到 
2De, (zx) = - prty， (2)) « Dp .Cx) et (8. 4. 5) 
取 z=0, 考 虽 到 gO)=0: 有 
pe, (0) = Dflo) ， . Dp.(0) 


此 外 ,由 于 对 一 切 rE€ RR" 着 一 / 故 
Dep(0)|.s = 7 (8. 4. 6) 
Dr Ko) 称 为 流 中 关于 点 的 线 伯 化 流 。 由 式 (8. 4. 5) 和 式 (8.4.6) 知 道 ,Dgq,(0) 满 足 初 值 问题 式 
(8. 4, 4) ,根据 解 的 唯一 性 , 便 有 
Doe, (0) = epftoy C8. 4.7) 
这 说 明 线 性 化 流 就 是 线性 化 向 量 场 生成 的 流 。 因 此 向 量 场 的 线性 化 与 流 的 线性 化 实际 上 
222 


是 一 致 的 。 
三 、Hartman 一 人 robman 定理 


我 们 关心 的 问题 是 流 9, 关 于 平衡 点 的 线性 化 能 否 皮 映 9w. 在 平衡 点 附近 的 局 部 性 态 。 在 第 
六 章 ( 如 中 心 和 焦点 判定 问题 ?的 讨论 中 ,我 们 已 经 知道 非 线 狂 系统 与 其 线性 近似 系统 在 平衡 
点 附近 不 一 定 有 相同 的 拓扑 结构 ,但 是 对 于 双 曲 平衡 点 ,上 述 问 题 有 肯定 的 结果 。 

定义 2 设 zx 是 系统 (8.4, 2) 的 一 个 孤立 平衡 点 ,DA(z) 的 一 切 特征 值 都 有 非 零 实 部 ， 则 
， 称 z 是 系统 (8,4.2) 的 双 曲 线 半 衡 点 。 

为 了 研究 两 个 动力 系统 是 否 有 相同 的 拓扑 结构 ,我 们 引进 向 量 场 的 拓扑 等 价 Se 

设 A(x) 和 和 8(3) 是 分 测定 义 在 UD， VCR" 上 的 忆 向 量 声 (r>1》， 它们 分 别 生成 流 Rf 
UG,o:VV. 

定义 3 如 果 存 在 一 个 辐 胚 有 :UV ,使 得 对 任何 2 EU,t,ER, 存 在 t:€ RR, 使 得 9 

Ro gt) = Pur? A (8- 4. 8) 

到 por=h leperh (8. 4. 9) 
则 称 向 量 场 Cx) 和 g(z) 是 拓扑 等 价 的 , 记 作 一 85。 如 果 六 是 C( 关 1) 微 分 同 吓 , 则 称 f(z) 
和 sz? 是 C 等 价 的 。 

易 证 拓扑 等 价 (C* 等 价 ) 是 一 种 等 价 关系 ,并 可 用 下 面 的 交换 图 说 明 ; 


U Pn 了 
由 - 册 - 

由 定义 3 可 知 ,局 胚 把 系统 zx= rzx)? 的 过 xEz 的 轴线 变 成 系统 y= 二 g(y) 的 过 x 二 有 (rz)E 
Y 的 轨 线 ,并 保持 及 间 定向 ;也 就 是 说 ,拓扑 等 价 的 向 最 场 对 应 的 系统 相 图 有 相同 的 拓扑 结构 。 
对 于 动力 系统 的 定性 研究 来 说 ,区 扑 等 价 的 向 量 场 可 以 认为 是 “一 样 ”? 的 。 在 讨论 结构 稳定 性 
时 ,拓扑 等 价 的 概念 尤为 重要 。 

如 果 应 量 场 上 和 & 的 拓 朴 等 价 只 是 在 对 应 的 平衡 点 的 邻 域内 成 立 , 则 称 到 g 在 此 平 换 
点 是 局 部 拓扑 等 价 的 。 此 时 两 系统 在 对 应 的 平衡 点 领域 内 的 轨 线 有 相同 的 拓扑 结构 。 关 于 局 
部 若 孙 等 价 性 的 严格 定义 需要 用 到 “ 萍 ”(germ) 的 概念 ,读者 可 参看 [13.。 

作为 例子 ,我 们 在 有 关 部 分 已 经 讨论 ,在 常 点 附近 的 向 量 场 是 与 平 直 流 的 向 量 场 局 部 拓扑 
等 价 的 ( 直 化 定理 ,我 们 已 经 知道 ,在 鞍点 、 焦 点 、 结 点 等 双 则 平衡 点 附近 ,平面 向 量 场 与 其 线 
性 化 向 量 场 是 局 部 拓扑 等 价 的 ,作为 一 般 性 的 结果 ,有 以 下 的 定理 。 

定理 2(Hartman 一 Grobman 定理 ) 设 点 〇 是 系统 (8,4.?) 的 一 个 双 曲 平衡 点 ， 则 系统 的 
向 量 场 f(x) 与 其 线性 化 向 量 场 DF(0)z 在 点 0O 的 某 邻 域 0 内 是 拓扑 等 价 的 。 

证 明 格 。 

定理 2 的 含义 可 用 图 8. 10 说 明 。 以 下 对 定理 2 再 作 两 点 注 示 。 首 先 ,定理 2 中 关于 双 册 
性 的 条 件 是 重要 的 ,如 在 中 心 和 焦点 判定 问题 中 , 非 线性 系统 的 平衡 点 不 是 双 曲 的 ,这 夺 非 线 
人 性 流 与 线性 化 流 在 平衡 点 的 邻 域内 不 一 定 有 相同 的 拓扑 结构 .其 次 ,如 果 非 线性 流 与 线性 化 流 


生 这 里 不 必要 求 = 所 ,但 要 求 它们 有 相同 的 定向 ， 
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之 间 由 心 微分 同 胚 (之 2) 来 联系 ,这 
是 向 量 场 的 C 等 价 性 问题 ,由 Se el 


1 
Sternberg 定理 知道 , 当 DA(0) 的 特征 - NEE, 
值 满 下 所谓 * 非 共振 条 件 ” 时 , 则 f(z) A 证 
与 Df(0)z 是 局 部 C* 等 价 的 。 
四 、 稳 定 流 形 和 不 稳定 流 形 民 2 A 


双 曲 平衡 点 的 另 一 重要 性 质 就 是 > | 
稳定 流 形 定理 ,在 此 仅 讨论 R 中 流 形 ee 
的 一 般 问 题 。 
设 点 工 是 系统 式 (8. 4. 2) 的 孤立 平衡 点 ,7 是 点 zx 的 某 个 邻 域 ,我 们 定义 下 面 的 点 集 : 
Wi (z) 全 {xEU| 对 一 切 ! 宇 0 有 PAZ)EU, 且 当 t> 十 oo 时 ,p(T) 一 zx} 和 Wh (DS{rE 
U| 对 一 切 t 人 0 有 p(xz)EUV, 且 当 4:? 一 oo 时 ,9.(z)>x} 通常 把 Wi 元) 分 别称 为 平衡 点 工 的 
局 部 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 流 形 。 
下 面 的 定理 给 出 了 当 克 是 双 曲 平衡 点 时 Wi lx) 和 Wik(z) 的 性 质 ,不 失 一 般 性 ,在 定理 中 
可 取 亡 二 0。 
定理 3( 稳 定 流 形 定 理 )” 设 点 O 是 系统 式 (8.4.2) 的 一 个 双 曲 平衡 点 ,EF' 为 线性 近似 系 
统 (8, 4, 3) 的 稳定 子 空间 ,dimE' 二 n,, 并 设 Fz) 是 Cr 之 1) 向 量 场 , 则 厂 (0 是 六 维 C 微 分 
流 形 , 且 在 点 o 处 与 所 相 切 。 此 外 ,对 于 Wg(0) 也 有 同样 的 结论 5 只 需 将 上 面 的 E' ,Wi.《0) 和 和 
mu; 分 别 改 为 大 ,Ht(0) 和 2 即 可 ) 。 
定理 证 明 从 略 。 在 图 8. 11 上 给 出 定理 3 的 说 明 。 根 据 定理 
” 2， Wic(0) CWiw 50)) 是 n(n.) 维 流 形 , 因为 WE 0) (We.00)) 在 
点 O 的 邻 域 内 同 胚 于 户 {E*)。 余 下 刻 证 明 的 是 当 上 是 Cr 之 
1) 向 量 场 时 ， 它 和 们 是 与 所 (E") 相 切 的 人 微分 流 形 。 此 外 ， 只 要 
定理 3 对 Wi.(0) 成 立 , 则 将 z 换 为 一 ,就 可 证 明定 理 3 对 WE 
(0) 也 成 立 。 
由 定义 显然 可 知 ,E Wi (3) ,TE Wi (TE); 还 可 知道 ， Wi 
是 正 不 变 集 ,多 %. 是 负 不 变 集 。 
下 作为 例子 ， 对 线性 系统 = 4z, 令 忆 为 点 O 的 某 个 邻 域 ， 
有 Wi(0)= 二 UN ,We C0)=UNnE*。 此 外 , 对 系统 式 (8. 4. 2) ,如 果 平 衡 点 三 是 吸引 子 (排斥 
子 ), 则 有 豆 的 足够 小 的 邻 域 , 合 得 Yi (x)=U (Wi (z)=U)。 
把 WCz) 中 的 点 沿 时 间 负 向 运动 ， 便 得 到 点 互 的 全 局 稳定 流 形 (简称 稳定 流 形 》 
WE) = 晶 9， (Wi (z)) 
同样 地 ， 把 Wi CE 中 的 点 沿 时 间 正 向 运动 ， 便 得 到 点 到 的 全 局 不 稳定 流 形 ( 简 称 不 稳定 流 形 》 
WT) = UP Wh lz)) 
显然 ,TEW'(z) ,TEW'( 让 )。 如 果 xEW'(E);, 则 wtz)== 去 ;如 果 zEHr(z)， 则 sz》 一 元 。 
此 外 ,本 二) 和 到 "5) 都 是 不 变 集 。 
作为 例子 ,对 线性 系统 z= 二 4Art, 有 WC0) 二 EE:,W"(0) 二 声 。 对 系统 (8. 4.2)， ,如 果 平 衡 点 二 


是 吸引 子 , 则 1 (z) 就 是 点 芒 的 吸引 域 ; 如 果 平 衡 点 未 是 排斥 子 , 则 砍 ( 肥 ) 是 到 的 排斥 域 。 此 
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外 ,如 果 三 是 平面 鞍点 , 则 W:() 和 W<(z) 是 鞍点 分 界线 。 


例 考虑 平面 系统 
T= xy = yr (ry GE R? (8. 4. 10) 
此 系统 有 唯一 的 双 盖 平衡 点 O, 它 的 线性 近似 系统 . | i. 
I XY yrTIIER 《8: 4. 11). 


有 不 变 子 空间 ( 妃 图 8. 12(a)》 
E'= i(z,y)|z = 0} 
所 = {(zx,y)|y = 0) 
当 zx 关 0 时 , (8.4,10) 等 价 于 下 面 的 . 
一 阶 微分 方程 


芒 一 一 之 
二 十 工 


直接 积分 后 ,可 以 末 得 负 线 


过 
2 一 7 十 工 


图 8.12 


(8. 4. 12) 
其 中 < 为 任意 常数 。 此 外 , 易 见 = 一 0 也 是 系统 (8. 4. 10) 的 一 条 轴线 。 
根据 定理 3,Wf(0,0) 和 全 fo(00,0) ,应 当 在 点 O 处 分 虽 与 BE* 相 切 ， 再 利用 上 上 面 得 到 的 
轨 线 条 达 式 , 就 可 以 求 出 全 局 不 变 流 形 如 下 {图 8.120b)》 
Wi(00) = {zz = 0 


w"(0,0) = [cl 一 二 | 1 


加 下 议政 间 不 稚 起 济 于 六 二 于 多 开办 妆 席 且 守 用 性 者 有 有 因 于 由 作用 人 
称 定 流 形 相 交 的 捕 况 尤为 重要 。 人 

CD 或 多"(Z)) 不 会 自身 相交 。 

(2 如 果 五 ， 五 是 两 个 不 同 的 平衡 点 ， 则 本 :CD 和 友人 纸 ?人 (或 W* (2) 与 W*()) 不 穴 相 
交 。. 这 是 因 为 车 有 rEW'CzD) NW (2 或 WwW CoN 《zy))， 则 1 全 十 名 (或 一 coo) 时， 有 
g(r)->z 和 员 (z) 一 五 ,这 是 不 可 能 的 。 

3) 如果 有 z 关 T, 且 xzEW TMNW CT), 则 Wx) 介 W*(X) 必 含有 无 限 多 个 点 。 事实 上 ， 
因为 W(z) 和 Wz) 都 是 不 变 集 , 从 而 W'(z) 作 W*() 也 是 不 变 集 ,所 以 当 +EW(2) 站 Ww" 
(7X) 时 ,就 有 pkz)EW'C2)NW'(z),Y LER。 由 于 zx: 和 且 w(x) 二 z,akx)=, 故 工 不 可 能 是 
平衡 点 ， 从 而 点 集 {pKz) 11E RR} 有 无 限 多 个 点 ， 它们 都 属于 W(x) 站 W*(29。 土 述 结果 表明 ,如 
果 平衡 点 工 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 有 一 个 交点 z 的 话 ， 则 过 点 z 的 轨 线 也 先例 属于 W (7) 
DWw*(z) ,显然 W'(Z) 门 W*(Z) 包 含 无 限 多 个 点 。 . 

《4) 如 虹 工 1 和 zz Ts 是 两 个 不 同 的 平衡 点 , 且 有 xXxEW:’ (za) N Ww 《zz》， 则 Wi'(z) NW (G0) 外 
含 无 限 多 个 点 。 读者 可 仿照 (3 进行 证 明 。 

在 动力 系统 中 ， 同一 个 或 不 同 的 平衡 点 的 稳定 与 不 稳定 流 形 相交 有 可 能 产生 极其 和 
杂 的 定性 行为 。 通常 把 WCz) 但 W*(z) 中 的 点 称 为 网 宿 点 ; 过 这 些 点 的 胃 线 都 是 同 宿 轨 线 ; 
W' (xD) 们 Wr" (ze) (2 关 z) 中 的 点 称 为 异 宿 点 ,过 这 些 点 的 轨 线 都 是 异 宿 轨 线 ， 同 宿 和 腊 宿 的 
福 念 在 泽 沌 问题 的 研究 中 是 很 重要 的 。 
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$8.5 中 心 流 形 定理 


从 上 一 节 中 已 经 知道 ,在 系统 式 (8. 4. 2) 的 双 曲 平衡 点 附近 , 非 线性 流 的 拓扑 结构 可 以 用 
线性 化 流 描 述 ,但 是 对 于 非 双 曲 平 衡 点 x( 此 时 PFCz) 的 某 些 特征 值 有 零 实 部 ) ,在 平衡 点 附近 
的 流 的 结构 可 能 是 很 复杂 的 。 本 节 俘 绍 的 中 心 流 形 定理 提供 了 一 种 降低 所 研究 系统 的 维 数 的 
研究 方法 ,因此 在 研究 稳定 性 和 分 支 问题 中 有 重要 的 作用 。 


例 1 考 殿 系统 
2 T= y= zy, (ry) 和 及 {8.5.1) 
它 有 一 个 非 双 用 平和 点 。。 (8. 5. 1) 的 线性 化 系统 为 | 
t=0,y=— yr ER (8. 5. 2) 


显然 ,线性 系统 (8. 5.2) 的 稳定 子 空间 
EE 是 y 连 ,中 心 子 空间 E 是 xz 轴 ! 图 
8. 13(a))。 对 于 系统 (8. 5. 1) ,存在 过 
平衡 点 O 的 两 个 不 变 集 ,一 个 是 与 可 
相 切 (其 实 是 重合 ) 的 点 集 W', 即 y 


轴 ; 另 一 个 是 与 . 玉 相 切 (其 实 是 重合 ) 2 
点 集 W", 即 z 轴 ( 图 8.13(b)。 我 们 当 


然 可 以 按照 上 节 的 说 法 ,把 WW 称 为 稳 oy 
定 流 形 ,并 把 Wr 称 为 中 心 流 形 。 ERE 

对 于 一 般 的 系统 式 (8.4.2) 有 下 … 
面 的 定理 。 . 

定理 1( 中 心 流 形 定理 ) 设 Fz) 是 C Cr<co) 疝 量 场 ， 点 口 是 系 统 (8. 4. 22 的 一 个 非 
双 曲 平衡 点 ,所 ,和 k* 分 别 为 线性 近似 系统 式 (8. 4. 3) 的 稳定 ,不 稳定 和 中 心 子 空间 , 则 在 点 
O 的 某 邻 域 U 内 ,存在 过 点 口 并 在 该 处 分 别 与 E', 忆 和 严 相 切 的 C 局 部 稳定 流 形 W”,C' 局 部 
不 稳定 流 形 W* 和 C" 局 部 中 心 流 形 WW (为 了 简单 起 见 ,通常 咯 去 “局 部 ”二 字 )。 它 们 都 是 局 部 
不 变 集 .@ 此 外 ,Wr' 和 W* 都 是 唯一 的 ,但 W“ 则 不 一 定 是 唯一 
的 。 

| 本 定理 的 证 明 可 参看 [9]、 [13], 在 图 8.14 上 说 明了 定理 1 
的 含意 。 

”应 该 注意 ,在 平衡 点 O 附近 ,系统 的 流 在 与 中 心 流 形 “ 横 
蕉 ”的 方 重 上 的 肩 部 性 窟 是 比较 简单 的 ,因为 它们 主要 由 局 部 
稳定 和 水 稳定 流 形 上 的 局 部 指数 收缩 流 和 扩张 流 决定 的 ,它们 
5 与 在 稳定 和 不 稳定 子 空间 上 的 线性 化 流 有 相同 的 局 部 性 态 , 但 
是 在 中 心 流 形 上 的 流 与 在 中 心 子 空间 上 的 线性 化 流 的 性 态 一 
图 8.14 般 是 不 同 的 . 事实 上 ,在 中 心 流 形 上 , 流 可 能 是 收缩 或 扩张 的 。 
只 有 利用 了 在 点 O 附近 的 高 阶 项 的 衣 关 信息 ,我 们 才能 确定 在 中 心 流 形 十 的 流 的 局 部 性 态 。 


中 局 部 不 变焦 的 定义 如 下 : 设 点 梨 MCR", 如 采 对 于 每 - -点 zo 人 E 儿 ,存在 6= (ze) >0， 使 得 当 | < 时 ， 有 wo 
于, 则 称 时 为 流 名 的 一 个 局 部 不 变 奥 。 
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中 心 流 形 可 能 不 是 唯一 的 ,以 下 例子 可 以 说 明 ， 
例 2 考虑 系统 
X= =— yxy ER : (8. 5.3) 
这 个 系统 满足 初始 条 件 (z,y)|-,=(zoyye) 的 轨 线 ,由 


一 ed] 7 一 
X(t) 一 T= 友人 Joe 


一 上 


给 出 。 消 去 上 之 后 ,有 
y(t) = (ye )el 

由 此 可 见 , 在 左 半 平 面 x<0 上 的 所 有 轴线 , 当 x->0 时 都 趋 于 原点 , 且 点 阶 导数 y 中 (zx)->0, 色 
二 1,2,'"。 在 右 半 平面 +>>0 上 :只 有 一 条 扫 线 ( 即 正 半 zx 轴 ), 当 x-*0 时 趋 于 原点 。 
我 们 还 知道 ,系统 (8. 5. 3) 的 线性 近似 系统 的 中 心 子 空间 
就 是 z 输 .由 于 中 心 流 形 W" 在 原点 处 与 严 相 切 ,因此 把 左 
半 平 面 上 的 任何 一 条 雪线 与 正 半 z 轴 连 结 在 一 起 ,就 可 以 得 
到 个 C™~ 中 心 流 形 。 由 此 可 见 , 系 统 (8. 5: 3) 有 元 穷 多 个 C 中 
少 流 形 , 不 过 ,在 它们 中 间 只 有 一 个 是 解析 流 形 , 即 x 轴 本 身 
《图 8.15)。 

定理 1 中 关于 中 心 流 形 的 光滑 程度 为 C" 的 结论 是 对 式 
四 《8, 4. 2) 是 常 微分 方程 的 情形 而 言 的 。 如 果 式 (8. 4. 2) 是 无 限 

维 空间 上 的 一 般 的 发 展 方程 , 则 当 了 是 Cr 六 1) 向 量 场 时 ,中 


心 流 形 是 C ! 的 。 、 
如 果 了 是 C 的 , 则 对 任何 > 和 co 都 可 找到 一 个 C 中 心 流 形 , 但 是 不 一 定 有 C< 中 心 演 形 。 
此 外 ,解析 的 向 量 场 了 也 不 …… 定 有 解析 的 中 心 流 形 ;但 如 果 后 者 存在 的 话 , 它 必定 是 唯一 的 。 
为 了 研究 在 中 心 流 形 上 的 流 ,我 们 考虑 到 中 心 流 形 W:' 在 点 O 处 与 所 相 切 ,因此 可 以 认 
为 W“ 上 向 量 场 在 EE 上 的 投影 所 决定 的 流 是 W* 上 的 流 的 很 好 的 近似 。 : 
下 面 我 们 只 讨论 DAC0) 的 特征 信 没 有 正 实 部 的 情形 , 即 不 稳定 流 形 W' 不 存在 的 情形 。 这 
样 不 但 便于 表述 ,而 且 这 也 是 物理 和 工 全 的 全 区 ， 对 于 Wr" 存在 的 一 般 情 形 也 
可 以 类 似 地 讨论 。 
设 避 为 点 口 的 某 个 令 域 ， 且 系 统 式 (8. 4. ,2) 在 U. i oii 
后 写成 》 
Ms or td EUCR:xX RR 
v= Bo Glu) 
(8. 5. 4) 
其 中 4 和 8 分 别 为 Xk 和 2Xi 和 矩阵 ,它们 的 特征 秆 分 别 有 
零 实 部 和 负 实 部 ,4 二 dim [二 dimE', 衣 十 1 二 n, 函 数 下 ,G 及 
其 一 阶 偏 导数 在 (C,0) 处 痢 等 于 等 。 
由 于 中 心 流 形 W" 存在 , 且 在 原点 处 与 EC( 即 子 空间 v= 
0) 相 场 ,因此 我 们 在 U 内 可 以 把 WW 表示 为 (图 8. 16)。 
v= hu) h0) 一 DA(O)=0 -. (8.5.5) 
把 它 代入 式 (8. 5. 4) 移 第 一 式 中 , 便 得 到 , 
| uo= Au + Fuh(u)) uu GE RE , (8. 5. 6) 
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这 就 给 出 W* 上 的 向 量 场 在 玉 上 的 投影 。 下 面 的 定理 表明 , 低 维 系统 式 (8. 5. 6) 包 含 了 诀 定 库 
来 的 系统 式 (8. 5.4) 的 流 在 原点 附近 渐 近 性 态 所 需 的 信息 。 
定理 2 (1) 如 果 系 统 (8.5.6) 的 原点 是 稳定 ( 渐 近 稳定 ,不 稳定 ) 的 , 则 系统 (8, 4. 2) 的 原 
点 是 稳定 (亲近 稳定 ,不 稳定 ) 的 。 
(2) 如 果 系 统 式 (8. 5.6) 的 原点 是 稳定 的 , 令 (ult) ,v(t)) 为 系统 式 (8. 4， 2) 的 解 ,其 初 值 ( 
(0),v(0) 足 驶 小 , 则 存在 系统 式 (8. 5.6) 的 一 个 解 a" #) ,使 得 
ult) = wu (1) + Ole ™) 
vt) = hw (£2)) + Ole ") 
其 中 常数 >>>0。 
定理 2 前 证 明 参 看 [9].[13] 。 
现在 研究 函 孝 hm 的 计算 方法. 人 5, 4) 的 第 二 式 中 ， 并 利用 求 导 的 链 
式 法 则 ,有 
Dh = BAe) + Gu h(a)) 
再 将 式 (B.: 5.&》 的 第 一 式 代入 上 式 中 ,整理 后 得 到 jx) 应 满足 的 方程 


BA) 全 DAR) TA 十 Fu) 和] 一 Be) 一 全 (oO 一 0 (8. 5.7) 
此 外 ,#(a) 还 应 当 满足 条 件 
h(0) 一 0, DA(0) =0 (8. 5. 8) 

当然 ,h 的 微分 方程 式 (8. 5. 7) (注意; 当 一 dimE“ 守 2 时 , 它 是 偏 微分 方程 组 ) 一般 是 不 能 
精确 求解 的 ,但 是 我 们 可 以 得 到 有 (x) 的 有 一 定 精度 的 近似 解 , 其 根据 是 下 面 的 定理 。 

定理 3 假设 有 一 个 C 函数 p:R 一 R', 它 满足 0) 二 0,Dp(0) 二 0, 且 有 某 个 常数 户 之 1， 
使 得 当 上 x | 一 0 时 ， Bgl) 二 O04 和 让; 则 当中 gx 一 0 时 ,对 中 心 流 形 Wr 有 

hlu) = 2) 十 .CC 的 {8. 5.9) 

定理 3 的 证 明 清 参看 [9]。 由 此 定理 可 见 ， 如 果 我 们 能 求 出 方程 式 (8.5.7) 在 条 件 式 
(8. 5.8) 下 的 Taylor 级 数 解 ,那么 ,就 能 以 任意 精度 通 近 产 (za 。 然 而 ,由 于 系统 式 (8. 4. 2 
定 有 解析 的 中 心 流 形 ,因此 这 样 的 Taylor 级 数 解 不 一 十 代 攻 、 

例 3 考虑 系统 有 
X= Tyy = y+ aa,(ry) €E R: (8.$.10) 
其 中 5 为 常数 , 由 定理 1, 此 系统 有 过 原点 的 中 心 流 形 Wr={(z,y)!y=htz))。 为 了 计算 h 
(z)， 式 (8. 5.7) 和 式 (8. 5. 8) 在 本 例 中 可 写成 

PBA)) = Cx) zh) + hr) 一 az 一 0 
h(0O) = HW(0) =0 
由 上 式 可 见 , 对 于 Kaz) 一 O(zz), 有 
省 (PK(z)) = lr) —ar’ + Oz') | 
因此 ,我 们 车 取 pz) 二 az? ,就 有 丐 (pz 7) 一 OCzt7， 中 定理 : 3 得 辕 h(x) 可 以 近似 地 表示 为 
hz) = oz? 十 Oc") : (8. 5. 12) 


{8. 5, 11) 


于 是 式 (8. 5. 6) 可 写成 
r= 硕 (z) = axs 十 Ox’), > (8. 5. 13) 
当 a<<0 时 ， 式 (8. 5.13) 的 原点 是 渐 近 稳定 的 ,再 由 定理 2 可 知 , 式 (8. 5. 10) 的 不 点 是 渐 近 
稳定 的 。 同 理 , 当 ao>0 时 , 式 (8. 5.10) 的 原点 是 不 稳定 的 ,至 于 “= 0 的 情形 ,我 们 必须 求 出 天 
Cz) 的 更 高 阶 的 近似 结果 ,才能 确定 式 (8. 5. 10) 的 原点 的 稳定 性 。 在 图 8.17(a) 上 给 出 a<0 的 
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相 疼 ,在 图 8. 17(5) 上 给 出 «>>0 的 相 图 。 | 
例 4 考虑 系统 we [| 


入 一 也 
9 R: 
[eae (woe SS 


《8,. 5. 14》 
其 a,8 皆 为 常数 , 式 (8. 5. 14) 有 唯一 的 平衡 
点 (0,0) ,在 该 处 的 线性 近似 系统 的 特征 什 
为 i 作 线 性 变换 


-7| 中 ， T= | et 图 8.17 
0 一 1 

于 是 式 (8. 5.14) 化 为 | 
r=Q(r+ yo— Plry + 入) | Cs8.52159 
一 一 y 一 az 十 ?3 十 Blry+ ») 

现在 计算 中 心 流 形 y=hCz)。h(z) 由 方程 | 
BCT) = Cx) Lolz 十 有 rz))3 — PCrhCz) + hr(z))] i js 

二 hh(z) 十 alr 十 hr 一 P(xh(z) 二 h(x)) = 0 l 

和 PC0) =W0)=0 

决定 。 利 用 jz? 在 原点 处 的 Taylor 展开 式 , 我 们 可 以 求 出 hx) 的 一 个 直到 三 阶 的 表达 式 


站 (z) 一 一 az + otda ~ PT + Or) (8.5,17) 
因此 式 (8. 5.6) 可 以 写成 
之 一 a(xt + he) 一 Blrhlx) 十 RA)) 国 
ol F(A oat (de meh th OE Os’) 8. 5. 18) 
于 是 当 a 关 0 时 , 式 (8. 5， 14) 的 原点 都 是 
不 稳定 的 。 在 图 8.18(a) 上 给 出 w<0 的 
相 图 , 在 图 8.18 (6) 上 给 出 ec>0 时 的 
相 图 。 
顺便 指出 ,如 果 我 们 用 EE 近似 表示 
W', 即 取 h(x)=0 十 Otz?), 这 时 式 
《8. 5. 18) 变 为 
.LZ= Ax! + OD), | 
当天 0 时 ,仍然 可 以 确定 式 (8. 5.14) 在 
原点 队 近 的 附近 性 态 。 | 


§8.6- 次 放 动 力 来 统 


人 本 节 将 讨论 高 敬 动 力 系统 的 相 
应 结果 。 
定义 1 设 ECR” 是 一 个 开 集 ,G1EE 是 一 个 同 且 (CC 微分 同 胚 ,r 写 1) ,我 们 称 双边 序 
列 一 .GGT1,G3,G',G?,… 为 上 的 C' 离散 动力 系统 (C" 离 散 动 力 系 统 ), 或 C? 离散 流 (C 离 
获 流 )。 在 此 规定 : ee 
Ge 二 了 Ge = G+ GG = (G7) 
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显然 ,定义 1 中 的 双边 序列 满足 ， 

(1)G*=I 

(DO GOGH Y LNAEZ, 

因此 {GkEZ) 是 一 个 从 EE 到 的 单 参数 变换 群 ,参数 的 取 值 范围 是 整数 加 群 (Z ,十 )， 
因此 我 们 把 它 称 为 离散 动力 系统 。 

应 该 指出 ,与 离散 流 的 概念 对 应 ,我 们 可 以 把 $8.2 定义 1 中 的 KX 或 &) 称 为 连续 流 。 此 

外 ,人 们 在 动力 系统 的 研究 中 ,为 了 叙述 简便 ,往往 直接 用 “ 同 胚 *( 或 微分 同 且 ) 去 称呼 相应 的 

离散 动力 系统 。 

现在 讨论 连续 流 与 离散 流 之 间 的 关系 。 一 方面 ,我们 可 以 对 连续 流 进行 离散 采样 ,得 到 离 
散 流 。 一 个 例子 是 每 卫 一 定 的 时 间 7 就 对 连续 流 4. 作 一 次 采样 ,得 到 一 个 双边 序列 (BrlY KE 
2Z}。 若 记 同 胚 G 二 gr 通常 称 为 频 闪 映射 ), 则 上 述 双 边 订 到 给 出 -… 个 离散 流 !G*|#EZ}。 另 一 
个 例子 ,是 由 下 一 节 得 到 的 Poincare 映射 生成 的 离散 流 。 此 外 ,微分 方程 的 差分 解法 也 可 以 得 
到 离散 动力 系统 。 另 一 方面 ,对 于 给 定 的 上 的 同 胚 ,我 们 可 以 通过 下 述 的 “ 招 扩 ”(suspen- 
sion) 的 方法 ,得 到 高 - 维 空间 上 的 某 个 连续 流 ( 称 为 扭 扩 流 )。 为 此 ,在 RXE 上 定义 一 个 十 分 
简单 的 流 

- PE) = +p Cp TE RXE 

并 在 RXM 上 定义 一 个 等 价 关系 . 

(pr) ~ (gy Op—g=nEt2Z 
县 y = G(x) 
` 记 廊 二 RXE/~ ,容易 验 证 ,如 果 (p ,x)~(q,y), 则 有 
| Pz) ~ gy) 
于 是 炙 诱 导出 名 上 的 一 个 流 尔 ,这 就 是 扭 扩 流 .为 了 探讨 扫 扩 流 尔 与 同 有 是 G 的 关系 ,我 们 把 丈 
与 3 一 {0) X 五 /一 等 同 起 来 ,于 是 G 可 以 看 成 王 上 的 同上 是 。 流 多 从 三 上 的 任 一 点 坟 出 发 的 轨 
线 都 要 返回 全, 其 中 第 一 次 返回 王 的 点 就 是 CCz)。 由 $ 8.7 可 以 进一步 知道 ,G 正 是 流 儿 关于 
截面 三 的 Poincaré 映射 。 | 

由 此 可 见 , 连 续 流 和 离散 流 有 着 密切 的 关系 。 微分 动力 系统 理论 则 时 包括 对 连续 流 和 高 散 
流 的 研究 , 邮 C 动力 系统 是 Cr 流 和 C 微分 同 胚 的 统称 。 在 流 和 微分 同 胚 的 定性 研究 中 ,往往 
有 相应 的 现象 和 问题 。 由 于 微分 同 有 是 的 研究 一 艇 比较 简洁 ,直观 ,因此 人 们 常常 先 在 微分 同上 及 
研究 中 发 现 定理 ,然后 再 对 流 进行 相应 的 讨论 ,此 外 ， 人 们 有 时 还 将 流离 散 化 ， 通过 对 较 低 维 的 
离散 动力 系统 的 研究 得 知 流 的 有 关 性 质 。 关 于 离散 动 力 系统 可 进一步 参看 [9]~ L13]。 

类 似 连 续 流 那样 ,我 们 可 以 对 离散 流 建立 相应 的 概念 . 设 G:ECR" > 已 是 一 个 同 胚 (C 窒 
分 同 胚 ),z€ 玉 ,我 们 撕 点 集 (1G'(x) 此 EZ) 称 为 离散 动力 系统 G 过 点 zx 的 轨 线 。 同 祥 , 可 以 建 
立正 半 轨 线 和 负 半 轨 线 的 慨 念 ,应 当 注意 : 流 g 的 轨 线 是 R" 中 的 一 条 连续 曲线 ,而 映 寻 避 的 轨 
线 是 R" 中 的 一 个 点 列 。 

如 果 存 在 正 整数 屿 ,使 得 C"(z)= 。, 风 称 zx 为 G 的 周期 点 ,使 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 m 
称 为 z 的 周期 ,过 周期 点 的 轨 线 称 为 周期 斩 线 ,满足 GCz) 一 xz 的 点 称 为 G 的 不 动 点 ， 它 显然 是 
再 期 为 1 的 周期 点 。 

对 于 串 的 不 动 点 Zi 如 果 对 工 每 个 邻 域 U 都 存在 一 个 的 邻 域 ,使 得 对 一 - 切 rEU 和 
之 0 有 GT)EV, 刚 称 工 是 稳定 的 ;反之 是 不 稳定 的 。 如 困 工 是 稳定 的 ,上 且 对 一 切 xzEU 有 
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lime xz) 一 0, 则 称 工 是 渐 近 稳定 的 。 


如 果 有 集合 4, 对 于 任何 xEA4 和 &EZ 有 GCz)E4 则 称 4 为 C 的 不 变 集 。 同 祥 可 以 建 
立正 不 变 集 和 负 不 变 集 的 概念 。 
我 们 分 别称 点 集 


or) = tc Rx) E> ml} 


atr) = G(r)l 守 )} 
mEN 


为 如 过 点 z 的 轨 线 的 极限 集 和 a 极限 集 。 

如 果 对 点 的 任何 邻 域 上 0 都 是 整数 关 0， 使 得 GUINU 关 2， 出 称 = 为 G 的 非 游 范 点 。 
G 的 全 体 非 汗 费 点 的 集合 称 为 非 游 东 集 , 记 作 DCG)。 轨 线 (包括 不 动 点 .半期 轨 线 等 ) ,wCz) ,a 
(x) ,02(G) 等 都 是 不 变 集 。 

下 面 的 定义 给 出 离散 动力 系统 的 等 价 关 系 。 

定义 2 设 下 ,G:E- 巨 是 两 个 同 豚 (C" 微 分 癌 是 ,如果 存在 一 个 同 胚 (C" 微分 同 腑 )h: EE 
一 ,使 得 

hoF=Go。h (8. 6. 1) 
则 称 天 和 G 是 拓扑 共 二 (C' 共 思 ) 的 。 如 果 上 述 关系 只 是 在 对 应 的 不 动 点 的 邻 域内 成 立 , 则 称 
玉 和 G 在 此 不 动 点 是 局 部 拓扑 共 莫 (局 部 C 共 罗 ) 的 。 拓 了 扑 共 斩 (C 共 久 ) 是 一 种 等 信 关 系 。 

可 以 看 到 ,拓扑 共 辑 的 两 个 动力 系统 有 相同 的 轨 线 拓扑 结构 。 

现在 研究 线 性 同 肛 L:Re->RzhH>4az, 其 中 人 4 是 axza 非 奇异 常 值 所 阵 ， 它 的 每 条 轨 线 是 
一 个 点 列 {ri Tin An :z=0 是 唯一 的 不 动 点 。 当 A 的 所 有 特征 值 的 模 都 小 于 1 时 ,xz 
二 0 是 … 个 汇 ， 它 是 源 近 称 定 的 。 事实 上 ， 由 线性 代数 知道 ， 这 时 存在 某 组 基 和 常数 909<p<l， 
使 得 

lazl snlzlyzeg | | 
于 是 4:zl 志 zl limA‘z=0, 同 理 ， 当 有 4 的 所 有 特征 值 的 模 都 大 于 i 时 ,z=0 是 一 
个 源 , 它 是 不 稳定 的 。 

一 般 情况 下 ,我 们 把 矩阵 4 的 横 小 于 1、 大 于 1 和 等 于 1 的 特征 信 对 应 的 不 变 子 空间 分 别 
记 为 ER' ,Fr 和 畏 。 EE 和 局 上 的 轨 线 分 别 有 收 缩 和 扩张 的 特性 。 马 ,志和 -巨人 分 别称 为 线性 同 
肘 志 的 稳定 子 空间 ,不 稳定 子 空间 和 中 心 子 空间 。: 

现在 考虑 Cr(r21) 微 分 同上 旺 G。 若是 G 的 让 个 不 动 点 ,我 们 称 PC(z) 为 口 在 工 处 的 线 
性 化 同 胚 。 如 果 DG(z) 所 有 特征 值 的 模 都 不 等 于 1， 和 为 G: 的 一 个 双 曲 不 动 点 。 对 于 微 
分 同 胚 的 双 曲 不 动 点 ,我 们 有 与 流 的 情形 类 似 的 定理 。 

定理 1(Hatman 一 Grobhman 定理 ) 设 工 是 拍 分 同 有 G 的 一 个 双 曲 不 动 点 ; 则 G 和 
PC(z) 在 点 工 的 某 邻 域内 是 拓扑 共 生 的 。 

Re 的 局 部 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 如 下 ， + 

CD WED)SErev | 对 一 切 &0 有 Gr)EDU, 且 当 上 十 oo 时 ,G 和 (x) 一 区} 

C2)W%(Z) 全 {xEU | 对 一 切 £0 有 G(x)ED, 自 当 关 十 0 时 ,G(x) 一 区} 

其 中 避 是 不 动 点 x 的 某 个 邻 域 ， 同 祥 地 ， 全 局 稳定 流 形 和 全 局 不 稳定 流 形 可 以 定义 如 下 
: WCx) = = U6- CWi CE)) 


W*(2) -U GWE(Z)) 
了 0 
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对 于 微分 同 且 情形 ,上 述 户 部 不 变 流 形 或 全 局 不 变 流 形 都 是 
离 获 点 列 组 成 的 集合 ,下 面 取 开 =0, 我 们 有 与 流 情形 类 似 的 定理 。 

定理 2( 稳 定 流 形 定理 ) 设 点 口 是 C 微分 同 胚 G 的 一 个 双 
曲 不 动 点 , 则 存在 局 部 稳定 流 形 Wi.《0) 和 局 部 不 稳定 流 形 Wi 
《0) ,它们 在 点 芭 处 分 别 与 ,EE* 相 切 , 且 维 数 对 应 相等 ,时 外 ,Wi 
《0) 和 Wi%.(0) 是 C' 光滑 的 (图 8.19)。 

对 于 微分 同 胚 的 非 双 曲 不 动 点 也 有 中 心 流 形 定理 。 此 外 ,如 
果 微 分 同 胚 G 以 工 为 半期 点 ,周期 为 ze， 则 工 是 Cr 的 不 动 点 。 因 
此 我 们 同样 可 以 建立 G 的 双 曲 周期 点 和 双 曲 早期 庚 线 的 烽 念 ,还 
可 以 定义 微分 周 是 的 双 曲 周期 较 线 的 局 部 稳定 和 不 稳定 翘 形 ,并 
得 到 相应 的 性 质 。 在 此 不 再 详 述 。 


8 8.7 .poincare 映射 


设 只 是 R' 中 的 C'Cr 之 1) 向 量 场 f(z) 生 成 的 度 。 类 似 平面 流 的 截 线 ( 无 切线 各 ) 的 概念 ,我 
们 建立 下 面 的 一 般 定 义 。 

定义 1 设 芋 为 R* 中 的 (n 一 1 维 超 曲 面 互 的 一 部 分 ， 对 任何 xz€E ,fCz) 不 与 相 切 , 即 
之 f(z) yn(x) 之 隆 0， 其 中 n(x) 是 了 在 z 处 的 法 向量 , 则 称 为 流 色 的 一 个 截面 。 在 截面 5 
上 , 流 吕 处 处 都 与 卫 模 截 相 交 。 只 要 点 > 不 是 平衡 点 ,我 们 总 可 以 作 过 点 x 的 截面 。 

设 卫 基 员 的 一 条 闭 轨 ， 周期 为 T. 过 和 任 一 点 pET 作 截面 3( 适 当选 到 的 大 小 ,可 以 使 
与 全 仅 交 于 一 点 ,由 于 9r(p) 一 pE (这 表 永 站 点 户 出 发 的 轨 线 卫 一 7( 力 经 过 时 间 人 之 后 
第 一 次 回 到 荆 上 ) ,根据 流 的 连续 性 ,存在 点 请 的 某 个 邻 域 D 三 了 ,使 得 从 任 柯 点 9EU 出 发 的 
轨 线 都 可 以 再 次 回 到 三 上 。 于 是 我 们 可 以 定义 首次 回归 映射 P:U7 一 三 ,使 得 


P=Ro(WES NgEV (8.7.1) 


其 中 rlq) 为 灯 点 9 出 发 的 雪线 首次 回 到 所 需 的 时 间 ( 图 8. 20)。rl9) 是 一 个 连续 可 微 函数 。 
汪 般 来 说 , 当 .9 隆 疡 时 ,tr 人 q) 短 rtp)=T; 但 当 #*p 时 ,rtq) 下 TT。 通 常 称 卫 为 Poinearé 映射 。 
当 qp 是 Cr 之 1) 时 ,P 是 UU 上 的 CC 微分 同 胚 ,于 是 在 m 的 全 
轨 荆 阶 近 用 上 述 灶 面 得 到 一 个 离散 流 {)}。 易 知 点 户 是 Poincaré 
映射 P 的 不 动 点 。 这 里 让 指出 ,对 流 的 初 胃 的 研究 可 以 归结 为 对 
Poincaré 映射 卫 的 不 动 点 的 研究 、 出 于 P 是 在 tn 一 1) 维 空间 中 的 
”映射 ,因此 研究 起 来 比较 简便 。 a 
定理 3 设 卫 为 多 的 一 条 财 轨 ,点 pE€TT, 且 是 Poincaré 映 
射 已 的 双 曲 不 动 点 ;PP(b) 的 一 切 特征 偿 的 模 都 小 本 1, 周 也 轨 了 
是 轨道 潮 近 稳定 的 。 
图 8.20 | 证 明 因为 DP(p}) 的 一 切 特征 信和 的 向 都 小 于 1, 故 由 38.6 定 
理 1 可 知 点 旋 是 映射 忆 渐 近 稳定 不 动 点 。 

由 于 点 p 是 P 的 稳定 不 动 点 ， 故 对 尹 的 任意 邻 域 UCE, 都 存在 点 户 的 一 个 分 域 UCY， 
使 得 对 一 切 天 0 和 xzE€U 有 PC(z)EU。 根据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ,可 知 闵 胃 械 是 轨道 稳 
定 的 。 
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再 证 明 对 任何 ED， 有 Jim d(g(z), 记 一 0。 记忆 (z 一 ms0 1 2 和)5r(Czo 一 mx( 即 
yu Cz) 一 zt+D。 因 为 rtz) 连 续 , 上 且 当 > co 时 ,zx 天 ,所 以 ;re 一 rz 一 rz( 加 ) 一 ,从 而 数 集 
it) 沦 有 上 界 ,对 于 任何 #0, 可 以 找到 正 整 数 训 (2)，, 使 得 ro<eSrno -ts 记 ! 一 mo 十 5 ， 
则 st2) EC0,5j] ,从 而 pC7) =B) (Tet) 
由 流 的 连续 性 各 zp 可 知 ,以 任何 >>0, 存 在 NN>0, 使 得 当 >N 时 ,对 任何 s€ C0, 如 
gtr) — $2) < 
于 是 ,存在 i ft> 了 时 ,C2)>N ,从 而 
dl) DE Bol) 一 RoCp) | 
, = | Rotriw) 一 Yo 人 tb < 
故 tm dg(z),P) 一 0,Y zEU,, 由 此 可 见 荆 是 轨道 浙 近 稳定 的 。 证 毕 。 
作为 一 个 例子 ,我们 考虑 平面 系统 


i 2 2 
人 | 
光一 人 十 了 一 3 十 区) 
取 极 坐标 Cr,9) , 式 (8. 7. 2) 可 写成 
;=r 1).0=1 (8. 7. 3) 


= {trDlr > 0,8 = 0} 
利用 初等 积分 方法 ,容易 求 出 式 (8. 7. 3) 的 全 局 流 


和 二 恒 二 | 冯 ~ ew] + 外 
由 此 看 到 ,对 于 任何 g(r, 拉 E 3, 其 首次 回归 时 间 r(e) 一 2r, 因 此 Poincaré 映射 为 
Po 一 oO = (1 十 | 去 一 jo") 
显然 呈 有 一 个 不 动 点 mm 一 1, 它 对 应 系统 式 (8. 7. 3) 的 闭 轨 荆 二 {(r,9)|r=1) ,这 里 已 是 一 


维 映射 ,容易 求 出 | 
DPQ) = FE|_ =e<1l 

因此 x,=1 是 映射 P 的 渐 近 稳定 不 动 点 ,从 而 卫 是 轨 遵 渐 近 稳定 的 , 即 荆 是 一 个 稳定 极限 环 。 
利用 平面 定性 理论 ,我 们 也 可 以 得 到 同样 的 结论 。 

应 该 指出 ,将 i 换 为 一 t, 我 们 可 以 证 明 :如 果 DPCp) 的 一 切 特 往 值 的 模 都 大 于 1, 则 闭 轨 芽 
是 轨道 不 稳定 的 。 其实 ,在 定理 1 的 条 件 下 ， 我 们 还 可 以 有 更 强 的 结论 。 不 失 一 般 性 ， 下 面 设 p 
二 0E 夏 。 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 设 丁 是 4 的 一 条 闭 轨 , 周 期 为 T, 且 0ET 厂 , 则 

1) 线性 映射 Dpr(0) 必 有 特征 从 等 十 1, 其 相应 的 特征 问 量 为 7(0); 

(2)DP(0) = 二 Dpr(0)|s, 其 中 如 为 Dpr 人 (0) 的 除 上 述 特征 值 1 之 外 的 其 他 特征 值 对 应 的 不 
变 子 空间 ,上 截面 3C 五 。 

证 明 (1)? 取 6E 了 ,出 导 算 子 的 定义 有 

pr{é) 一 9rK0) = Dor(0NE + ot | | ) 
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因为 0 和 PEP, 且 工 的 周期 为 了 ,所 以 有 
二 一 0 一 PC0)25 十 of El ) 
除 以 上 上 ,并 令 5 一 0, 考 虑 到 /1 一 A(0》Y (0) 1 ,于 是 得 到 
f(0) = DerCO7CO) (8. 7. 4) 
这 表明 (0) 是 Dyr(0) 的 对 应 特征 值 1 的 特征 向 量 。 
(2) 作 直 和 分 解 R= 二 fF 外 如 ,其 中 下 是 由 D9r 人 90) 的 特征 值 1 的 特征 向 量 (0) 生 成 一 维特 
征 子 空间 ,五 是 其 他 特征 值 对 应 的 (x 一 1) 维 不 变 子 空间 ,它们 都 是 在 Dpr(0) 作 用 下 不 变 的 。 
因为 PC(z)=prs (tw) ,xEUCZ, 把 它 在 刁 内 z=0 处 求 导 , 并 注意 到 0) 一 工 , 便 有 
DP(0) = Derc0) bi 十 a 二 ?7(0) D.C0) (8, 7.5》 
为 了 计算 D.C0), 设 子 空间 日 的 点 zx 和 h(x) 二 0。 由 于 qz)EZCIT,， 
XEV, 故 有 
hg rx) = 0 rEU. 
将 上 式 在 如 内 z=0 处 求 导 ,有 
Dh{gr(0))}|s 十 Fh (p70)) D0) =0 {8. 7. 6) 
因为 刀 是 乱 性 的 ,所 以 
Dh(pr(ON)zr = hlDp 0) 7) 
由 于 吾 在 Depr(0) 作 出 下 是 不 变 的 ,因此 对 任何 xE 吾 ,有 Depr(0)xE 囊 ,从 而 有 CDopr(0)x)= 
0。 于 是 , 
Da(priODNT= 0,F TER 
即 Patpz C0))15= 二 0, 此 外 


hgr(0)= a 二 (0))| = Aero)) 
= A(f(0)) #0 


这 是 因为 A(0)EF, 从 而 0) 售 二 的 缘 敬 。 利 用 上 述 结果 ,由 C8.7, 6) 可 得 D-C0) 一 0, 把 它 代 “… 


入 式 (8.7.5), 便 得 到 DPC00)= DgrC0)1n。 
定理 2 设 0EP,DP(0) 的 一 切 特征 值 的 模 都 小 于 1， 人 即 卫 
是 一 个 周期 吸引 子 。 


证 明 由 定理 1 知 此 时 是 轨道 渐 近 稳定 的 ,现在 只 要 证 明 对 本 附近 的 任 - -点 =, 存在 唯 


一 的 点 zEm 使 得 1im 上 g(x) 一 q(x) | 一 0( 这 里 的 点 = 对 应 定义 1 中 的 wb)、 不 失 一 般 性 ， 
我 们 取 截 面 2 在 上 面 的 引 理 的 子 空间 如 上 ,而 县 只 需 对 xEUVn CS 证明 这 个 结 由 论 ,因为 凡是 
“ 趋 于 了 的 轨 线 都 与 Dr 相交 。 

设 卫 的 周期 为 了 ， 我 们 证 明 对 任何 TE UICS, 有 唯一 的 点 zET， 使 得 limgr(z) 一 zw 为 此 
将 g(x} 写成 
Br rT) = PLN) = 12 
易 证 去 满足 | : . 
去 一 上 十 rCPI-ICr)) 一 他 
其 中 函数 r(。) 为 首次 回归 时 间 。 由 于 DPC0) 的 特征 值 部 小 于 1, 故 当 三 >coyPtz)y 一 0* 且 有 
某 纪 基 和 某 个 0<<r<<1, 使 得 

234 


er 


-QT TU ~ i 


FP rrl ,yreEUu 
此 外 ,由 引 理 的 证 明 还 知道 六 50) 二 0, 国 此 对 任何 5620, 只 要 xEE, 明 上 xz 充分 小 ,就 有 
|r(z) 一 了 | = jr(x} ~ 0dlzrl 
利用 上 述 结 果 有 
I Pr) 一 了 | ERPTID) | S| rl (8.7.7) 
由 此 可 见 , 序 列 {&} 是 基本 收 合 的 ,从 而 存在 唯一 的 极限 :一 lm 。 利 用 流 的 连续 性 ,可 知 
2 = imgr(z) = limg, (PCz)》 = 9g(0) ET 

由 上 述 结果 和 流 的 连续 性 ,可 知 lim jg(z) 一 %(z) | =0,Y xEU 证 毕 。 

推论 ”如果 PerC0) 有 (x 一 1) 个 特征 利 的 烧 小 于 1, 则 闭 轨 
丁 是 相位 渐 近 稳定 的 。 

现在 考虑 更 一 般 的 情形 。 如 果 点 pr 是 PoincatE 映射 PP 
的 双 曲 不 动 点 , 则 称 荆 为 流 9 的 双 曲 闭 轨 , 我们 可 利用 q, 过 W' 
(2 和 W*(p) 的 各 点 的 轨 线 去 构成 团 轨 耳 的 稳定 流 形 多) 和 
不 稳定 流 形 W*(I)( 图 8.21)。 若 DP(p) 有 个 特征 值 的 模 小 
于 1,n 个 特征 入 的 模 大 于 1 yn 一 x 二 一 1, 则 dimW*(T) 二 ,十 
lrdimW*(T) =n+1。 | | 

Poincaré 映射 不 仅 在 流 的 闭 轨 妍 究 中 有 重要 的 作用 ,而 且 8. 21 
是 研究 连续 动力 系统 的 次 谐 运 动 或 超 谐 运动 、 概 周期 运动 及 浑 
汪 运 动 的 必 不 可 少 的 工具 。 一 般 要 用 再 论 方法 得 到 Poincaré 映射 的 结果 是 很 困难 的 ,因为 这 
需要 用 到 流 的 表达 式 , 然 而 可 以 用 数值 方法 得 到 Poincaré 映射 的 结果 。 


3 8.8 结构 稳定 性 


结构 稳定 性 ( 即 粗 性 ) ,是 指 当 动力 系统 受到 扰动 变 为 “邻近 ”的 动力 系统 时 ,系统 的 拓扑 结 
构 保 持 不 变 的 性 质 . 结 构 稳 定性 问题 是 微分 动力 系统 理论 的 中 心 课题 ,并 且 对 实际 应 用 中 的 非 
线性 系统 的 定性 研究 有 重要 作用 。 这 里 的 “拓扑 结构 不 变 ? 是 在 前 面 提 到 的 折 扑 等 价 或 拓扑 共 
驾 的 意义 下 而 言 的 ,至 于 “邻近 的 动力 系统 ”的 概念 还 要 作 进 一 步 说 明 。 

设 集合 UR', 对 于 映射 fE CR 和 es>0, 我 们 定义 三 的 E 一 邻 域 如 下 

BN Slg € CR sup( | f(z) — gtx) | 
十 DFtz) 一 De(w)| ) < 之 se,Y 紧 集 K CUU} 

上 述 概 念 对 向 量 场 和 微分 向 眶 部 是 适用 的 。 | 

记 U 上 全 体 C! 向 量 场 的 集合 为 如 "2 (U) ,7 上 全 体 C: 微分 同 胚 的 集合 为 Diff (0)。 于 是 
我 们 可 以 给 出 向 量 场 ( 或 微分 同 胚 ) 的 结构 稳定 性 的 定义 。 

定义 1 设 /E1OD (或 FEDifP CD)。 如 果 在 某 个 e>0, 使 得 每 个 gE5CPC 
人 (DD) (或 CEB(1)CDiF (UD)) 都 与 或 下 ) 拓 补 等 价 (或 拓扑 共 轿 ), 则 称 f( 或 Ff} 是 结构 
稳定 的 。 

可 以 指出 ，Liapunov 稳定 性 研究 , 是 单个 动力 系统 的 运动 状态 受到 初始 扰动 后 前 动态 特 
性 。 结构 稳定 性 讨论 的 是 -- 族 相 邻 的 动力 系统 的 拓扑 性 质 之 间 的 联系 。 动 力 系统 在 受到 扰动 
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后 变 为 “邻近 的 ?动力 系统 , 我 们 要 研究 在 什么 条 件 下 系统 的 拓扑 结构 保持 不 变 , 这 就 是 结构 
稳定 性 问题 。 更 准确 地 说 , 定义 1 给 出 的 是 C! 结构 稳定 性 前 定义 。 我 们 也 可 以 限于 多 ”CC 
(或 Diffl (7)) 的 某 些 子 集 去 类 似 地 讨论 相应 的 结构 稳定 性 到 问题 ， 如 在 .Er(DD) (或 Ditf (U7)) 
土建 立 的 Cr 结构 稳定 性 。 
例 1 讨论 单 自由 度 无 阻尼 谐振 子 系统 
Z+wr= 0 €E {To 1,1] (8. 8. 1) 
结构 稳定 性 。 式 (%， 8. 1) 可 以 写成 
T=yy=— wrlry) EK (8- 8. 2) 
其 中 KK 为 椭 贺 区 域 民 十 (y/w)* 亿 1, 原点 是 系统 式 (8. 8.2) 的 中 心 , 且 在 天 中 充满 围绕 原点 
的 闭 轨 。 
现在 考虑 式 (8. 8. 2) 的 扰动 系统 
z= We yy EK : (8. 8, 3) 
当 a>0C<0) 时 ， ,原点 是 稳定 (不 稳定 ) 焦 点 ， 且 在 天 中 不 存在 任何 闭 轨 。 由 于 az 天 0 的 扰动 系统 
式 (8. 8. 3) 与 未 受 扰 系 统 式 (8. 8. 2) 的 拓扑 结构 不 是 等 价 的 ,因此 系统 式 (8. 8, 2) 结 构 是 不 稳定 
的 。 
应 该 注意 ,虽然 系统 式 (8. 8. 2) 在 C' 向 量 场 中 是 结构 不 稳定 的 ,但 是 ,如 果 限 于 C?-Hamil- 
ton 向 量 场 去 讨论 , 则 当 w 关 0 时 ,系统 式 (8. 8. 2) 在 受到 此 集合 中 的 小 扰动 后 仍 能 保持 拓扑 结 
构 , 从 而 是 稳定 的 ,这 时 称 系统 式 (8. 8. 2) 是 Hamilton 结构 稳定 的 。 
例 2 如 果 系 统 | 
; T= f(r ,rER | (8. 8. 4》 
有 非 双 曲 平衡 点 p, 则 此 系统 是 结构 不 稳定 的 ,事实 上 ,这 时 DrF(2) 的 某 些 特征 值 有 老实 部 ,只 
要 对 系统 式 (8, 8. 4) 作 任意 小 的 适当 扰动 ,就 可 能 使 平衡 点 消失 或 使 扰动 系统 在 由 应 的 平衡 点 
处 的 线性 化 矩阵 的 特征 值 都 有 非 负 实 部 ( 即 相应 的 平衡 点 成 为 双 曲 的 ,从 而 扰动 系统 与 未 受 
扰 系统 式 (8. 8. 4) 不 是 拓扑 等 价 的 。 
同 理 , 如 果 微 分 同 胚 xf>F(z) 有 非 双 曲 不 动 点 , 则 此 离散 动力 系统 也 是 结构 不 稳定 的 。 我 
们 再 利用 流 的 闭 轨 和 Poincaré 映射 的 关系 ,可 知 如 果 系 统 式 (8. 8.4) 有 非 双 曲 闭 轨 , 则 此 系统 
是 结构 不 稳定 的 。 同 理 ,如果 微 分 同 是 有 非 双 曲 周期 轨 线 , 则 此 离散 动力 系统 也 是 结 梅 不 稳定 
的 。 
例 3 如 果 平 面 系 统 
工 一 zy 和民 (8. 8. 5) 
有 连结 远 点 的 同窗 或 异 宿 轨 线 ， 则 此 系统 是 结构 不 稳定 的 。 我 们 以 异 宿 轨 线 说 明之 。 设 系统 式 
(8.8.5) 有 连结 鞍点 p, 和 ps 的 异 宿 轨 线 7= 二 WCp) 门 W' (ps) {图 8.22(a))。 如 果 对 式 
(8. 8. 5) 加 上 一 个 适当 的 扰动 ,就 可 能 把 
鞍点 连 线 狐 开 人 如 图 8. 22(6) 。 显 然 扰 动 LC < 
系统 与 未 受 扰 系 统 不 是 拓扑 等 价 的 ， ' a 
但 是 例 3 的 结果 不 能 直接 用 于 之 3 和 
的 高 维系 统 。 为 了 将 上 述 结果 推广 到 一 人 
般 的 系统 式 (8.8.4), 我 们 引入 模 截 性 
{transversality) 的 概念 :。 


图 8.22 


定义 2 设 邓 ,N 是 尽 中 的 两 个 光滑 子 流 形 * 且 在 点 总 EM 站 N 处 有 (记号 十 不 必 是 直 
和 》 - 
= TM) + TN) 
其 中 TCD 和 了 CCV) 分 别 为 MN pp 处 切 空间 , 则 称 和 六 在 点 p 处 是 横 截 的 。 
容易 看 到 ,如 果 平 面 系统 式 (8. 8.5) 有 连结 鞍点 的 间 宿 或 异 宿 轨 线 , 则 鞍点 的 相应 稳定 流 
形 和 不 稳定 流 形 重 合 , 故 它们 非 模 截 相交 。 于 是 , 例 3 的 结果 可 以 重新 表述 为 适用 于 一 般 系统 
式 (8. 8. 4) 的 形式 ,如 果 系 统 式 (8. 8. 4) 的 平衡 点 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 非 横 截 相交 , 则 此 系 
统 是 结构 不 稳定 的 ,上 上述 结论 对 系统 式 (8. 8.4) 的 闭 要 离散 动力 系统 的 不 动 点 ,或 周期 罗 线 的 
稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 米 说 也 是 适用 的 ， 有 
我 们 由 上 述 讨论 可 知 , 若 系统 式 (8, 8. 4) 是 结构 稳定 的 , 则 此 系统 的 一 切 平衡 点 和 闭 轨 痢 
是 双 曲 鸡 , 且 它们 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 在 相交 时 都 是 模 截 的 。 对 于 离散 动力 系统 也 有 类 似 
的 结论 。 然 布 ,正如 我 们 在 下 面 要 见 到 的 那样 , 单 黎 上 上 述 条 件 一 般 并 不 足以 保证 动力 系统 的 结 
构 稳 定性 。 因 为 结构 稳定 性 研究 需要 涉及 更 细 缴 的 全 局 分 析 , 所 以 ,往往 是 十 分 困难 复杂 的 ， 
现在 介绍 关于 平面 向 量 场 的 结构 稳定 性 的 重要 结果 。 记 平面 单位 画 盘 B= {(zx,y) |z’ 十 
Y 1}。 考 虑 系统 ， 
T= Plry) y= Q(z (zyy) EB (8. 8. 6》 
设 函 数 P,QEO CP ; 呈 )( 即 向 量 场 (P,Q) E21(B'))， 且 向 其 场 (P,Q) 与 忆 的 边界 98? 是 无 
切 的 。 
定理 1(Aanpogon 一 Lionrparun 定理 ) 设 (P,Q)E 1CB?), 则 系统 式 (8. 8. 6) 为 结构 稳定 
的 必要 且 充 分 条 件 是 ; 
(1) 式 (8. 8. 6) 有 有 限 个 平衡 点 和 闭 轨 ， 且 它们 都 是 双 曲 的 | 
(2) 式 (8. 8. 6) 不 存在 从 鞍点 到 鞍点 的 轨 线 。 
本 定理 的 证 明 较 长 ,请 参看 [9],[13]。 这 里 只 对 定理 的 条 件 作 一 些 说 明 : 条 件 (1) 要 求 系 统 
式 (8. 8. 6) 的 平衡 点 只 能 是 汇 、 源 或 装点 , 闭 轨 呈 能 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 单 重 极限 环 ,日 它们 的 
数目 都 是 有 限 的 ,这 个 条 件 显 然 是 必要 的 ,条 件 (2? 要 求 系统 式 (8. 8. 6) 不 存在 连结 鞍点 的 同 宿 
或 蜡 宿 轨 线 ,这 个 条 件 显 然 也 是 必要 。 由 此 可 见 , 对 于 结构 稳定 的 平面 系统 式 (8. 8. 6) , 通 点 的 
分 界线 是 不 会 相交 的 (图 8. 23 
(a)) .事实 上 ,由 条 件 (2), 砍 点 
分 界线 不 会 非 横 瞧 相交 ;又 由 
解 的 唯一 性 ,它们 也 不 会 如 图 Pz 
8. 23(5) 所 示 那 样 模 截 相交 。 p: nh: 
对 平面 向 基 场 ,如 果 有 紧 
集 DCR:, 使 得 向 量 场 与 取 是 a) 
无 切 的 , 即 在 2D 上 雪线 都 是 向 人 
内 (或 向 外 ) 的 , 则 定理 1 也 可 国 8,23 
以 用 于 D 上 的 向量 场 。 此 外 ,定理 1 还 可 推广 到 二 维 可 定向 的 紧 流 形 M2( 如 Ri 的 球面 或 环 面 
等 ;上 的 系统 ,这 时 有 下 面 的 结果 。 
定理 2(Peixoto 定理 ) 设 Mi: 是 二 维 可 定向 的 紧 流 形 ,/E 名 1CM'), 则 向 量 场 了 是 结交 
稳定 的 必 昌 充分 条 件 是 : 
《1) 此 系统 有 有 限 个 平衡 点 和 闭 轨 ,和 且 它 们 都 尾 双 曲 的 ; 
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《2) 不 存在 从 遂 点 到 鞍点 的 轨 线 ; 

《3) 此 系统 的 非 游 水 集 仅 由 平衡 点 和 闭 轨 组 成 。 

本 定理 的 证 明 请 参看 [9] ,定理 2 是 定理 1 的 推广 ,因为 对 于 B: 上 的 系统 来 说 ,条 件 (3) 可 
由 (2) 直 接 导 出 ,事实 上 ,对 平面 自治 系统 来 说 , 非 游 菏 集 只 能 电 平衡 点 . 闭 轨 、 同 簿 环 和 蜡 宿 环 
组 成 ,而 条 件 (2? 表 明光 时 不 存在 同 宿 环 或 异 宿 环 , 故 条 件 (3? 必 成 立 。 

定理 3(Peixoto 栅 密 性 定理 ) 设 ad 是 二 维 可 定向 的 紧 流 形 , 记 .多 ”al ) 中 一 切 结构 稳 
定 的 向 量 场 构成 的 子 集 为 王 , 则 王 在 2202) 中 是 开 且 稠密 的 - 

本 这 理 的 证 明 请 参看 [9]。 定 理 3 表明 ,在 2 (Ca ) 中 结构 稳定 系统 是 非常 普遍 ”的 ,从 
而 即使 是 结构 不 稳定 的 系统 ,也 可 以 用 结构 稳定 的 系统 任意 地 逼近 。 为 了 进一步 的 说 明 , 我 们 
引入 通 有 性 [genericity) 的 概念 。 

定义 3 设 V 是 一 个 诺 量 空间 ,S 是 了 的 一 个 子 集 ,如 果 S 是 可 数 个 在 VV 中 午 密 的 开 子 
集 的 交 , 则 称 8 是 一 个 剩余 集 (residual set) 。 

特别 地 , 当 S 本 身 是 VV 的 一 个 稠密 开 集 时 ,S 是 -个 剩余 集 。 

例 4 5={z|z 关 0 在 了 一 尽 中 是 一 个 剩余 集 , 因 为 9 在 了 中 是 一 个 稠密 开 集 。 

例 5 全 体 无 理 数 的 集合 5S 在 尺 中 居 一 个 剩余 集 ,事实 上 , 记 有 理 数 集 为 急 = Uge: 其 中 
4: 为 有 埋 数 ,QQ 是 一 个 可 数 集 , 于 是 3 二 首 (R\{}) ,其 中 每 个 集合 (RN! 中 在 R 中 是 稠密 开 
集 , 从 而 5 是 -- 独 余 集 ,注意 ,@ 不 是 剩余 集 。 

例 6 S 一 iry) lz 一 y: kk 二 1,2,…} 在 ~- 及: 中 是 一 个 剩余 集 。 

定义 4 如 果 在 以 (CD) (或 Diff1 C0)) 中 ,满足 某 个 性 质 P 的 向 量 场 (或 微分 同 凸 ) 的 集合 
是 一 个 剩余 集 , 则 称 性 质 P 是 通 有 的 。 

动力 系统 集合 的 某 个 通 有 性 质 了 表示 该 性 质 在 这 个 动力 系统 集合 中 是 “普遍 在 在 ”的 和 
“正常 "的 。 与 通 有 性 相反 的 概念 是 退化 性 (degeneracy)。 

定义 5 如 果 左 如 +1CU) (或 Diff'(0)) 中 ,满足 某 个 性 质 P 的 向 量 场 (或 微 人 分 辐 旺 ) 的 集合 
的 补 集 是 一 个 剩余 集 , 则 称 性 岳 P 是 退化 的 。 ， 

例 7 在 i(U)( 或 Diff1(0)) 中 ,我 们 定义 性 质 刀 如 下 : 每 个 平衡 点 (或 不 动 点 ) 和 闭 匀 
《或 周期 雪线) 都 是 双 曲 的 , 旦 它 们 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 在 相交 时 都 是 横 截 的 ， 于 是 性 质 
P 是 通 有 的 。 

例 8 在 如 (07) (或 DiffiC0)) 中 ,我 们 定义 性 质 P: 如 下 : 非 游 荡 集 扣 是 平衡 点 与 闭 轴 
(或 不 动 点 与 周期 轨 线 ) 的 闲 包 ,于 荐 性 质 P; 也 是 通 有 的 。 

由 定理 3 可 见 ， te 0 结构 稳定 性 是 通 有 的 ,而 结构 不 稳定 性 是 退 
化 的 (当然 ,对 .22 0B27 有 同样 的 站 

目前 ,关于 一 维 动力 la ,都 是 对 二 维 紧 流 形 到 得 的 ,然而 ， 
在 实际 应 用 中 用 到 的 流 形 常常 不 是 紧 的 ,如 相 平面 R', 因 此 有 必要 研究 二 维 开 流 形 上 动力 系 
统 的 结构 稳定 性 问题 ,但 在 此 不 打算 介绍 了 ,不 过 应 当 指 出 ,二 维 紧 流 形 上 的 结果 对 于 二 维 开 
流 形 上 的 研究 有 很 重要 的 参考 价值 。 

高 维 微分 动力 系统 的 结构 稳定 性 问题 当 然 更 加 困难 - 了 , 吕 前 只 能 对 某 些 有 简明 的 拓扑 特 
征 上 且 有 -- 定 的 广泛 性 的 动力 系统 类 《如 所 谓 “Merse-Smale" 系 统 》 进 行 研究 ,个 面 只 作 一 些 
说 明 。 

首先 ,对 于 ” 维 向 量 场 (微分 同 是 )， 平衡 点 和 团委 (不 动 点 和 周期 娄 线 的 双 旧 性 及 稳定 
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波形 与 不 稳定 攻 形 的 横 截 相交 性 都 是 结构 稳定 系统 所 必需 的 。 应 当 注意 ,对 于 维 数 大 于 2 的 向 
量 场 (或 维 数 大 于 1 的 微分 同 及 ) ,稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 在 同 宿 或 异 宿 娄 线 上 可 以 横 规 相交 。 

其 次 ,对 于 维 数 大 于 2 的 向 量 场 (或 继 数 大 于 1 的 微分 同 且 ) ,全体 结构 稳定 系统 组 成 一 个 
开 子 集 ,但 不 一 定 是 稠密 的 ,从 而 结 梅 稳定 性 不 必 是 通 有 的 性 质 。 

最 后 给 出 几 个 简单 的 结果 . 

定理 4 设 UCR* 是 一 个 紧 集 ,fE 避 "(0)。 如 果 卫 满足 下 列 性 质 ， 

(1)f 只 有 一 个 平衡 点 p€U, 且 它 是 汇 ( 或 源 ); . 

(2)f 在 廊 界 30 上 指向 内 部 (或 外 部 ); 

(3) 对 一 切 xEU, lim g(r)=p( 或 lm gu(z) 二 p)), 则 了 是 结构 稳定 的 。 

定理 4 的 证 明 请 参看 [9] ,对 梯度 系统 式 (8, 2, 7) 有 : 

定理 5 设 UCR 是 一 个 紧 集 ,f= 一 VVY 是 U 站 的 一 个 梯 庆 向量 场 ,和 5 a0 是 无 切 的 。 
如 果 了 在 尽 中 的 - 切 平 衡 点 都 是 双 曲 的 , 且 它 们 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 在 相交 时 是 横 截 
的 , 则 上 是 结构 稳定 的 。 此 外 ,在 梯度 系统 的 集合 中 , 结 居 稳定 的 系统 组 成 稠密 开 子 集 。 

对 于 Hamiiton 系统 , 式 (8. 2.8) 不 存在 源 或 汇 ,因此 双 曲 平衡 点 只 能 是 鞍点 。 显 然 ,如 果 式 
(8.2.8) 有 非 双 申 平衡 点 (如 中 心 ) ,成 者 过 鞍点 的 稳定 流 形 与 不 稳 流 形 非 横 蕉 相交 , 山 该 系统 
是 结构 不 稳定 的 。 


汪 时 人 


1. 证 明 流 形 M 上 已 知 向 量 场 的 流 %( 或 微分 间 胚 ?的 非 游 切 集 0(9( 或 2(C) 是 闭 的 不 
变 集 。 

2. 证 明 :xE 02( 放 的 充 要 条 件 是 对 zx 的 任 一 邻 域 UU, 存 在 ww 一 十 * 使 所 DU 。 

3. 考察 系统 

T=I— 7 Y= (ry) E R: 

试 确定 其 非 游荡 集 , 证 明 存 x< 轴 上 的 闭 区 和 疝 [一 1,1] 蚌 一 个 吸引 集 ,但 其 中 的 大 多 数 点 都 是 游 
葛 点 。 试 绘 出 相 图 ,并 说 明 上 述 结果 。 

4- 对 于 平面 向 量 场 zx, 一 23，, 在 z>0 部 分 作出 适当 变换 使 其 轨 线 均 变 为 平行 直线 ， 

5。 如 果 平 面 自治 系统 的 非 闭 轨 线 7 分别 以 周期 轨 线 和 TI 为 其 由 极限 集 和 < 极限 集 ， 
证 明 工 , 和 了 不 会 重合 。 

6, 证 明 线 性 向 量 场 是 效 曲 的 当 且 仅 当 每 一 轨 线 的 极限 集 或 者 是 原点 或 考 是 空 的 。 

7. 讨论 系统 

{t= 2zx(1 + x — 2y) 
LE 

的 名 极限 集 和 a 极限 集 ， 

8. 讨论 下 列 在 极 坐 标 中 给 出 的 平面 自治 系统 在 + 二 1 附近 的 雪线 情形 ,并 问 它 们 是 否 遵 
从 Poincaré 一 Bendixson 定理 ， 

《1)7 一 r 一 rp 一 1 一 cos28; 

{27 =7rf (7) 0 (7 —1)?, 
其 中 (2) 中 的 函数 f(，) 满 足 f(1) 一 0,f “(1)<0。 

9. 考察 线性 系统 之 = AT 《x 七 RR) ,如 果 A 的 特征 信和 为 4A,urv 且 

(DA p00; 


rt ae 


《2)A<<0,n 一 4 十 讶 :2 一 4 一 EECr<0psC0); 
(3)4>0,p=a 二 + 本 ,v=a 一 本 (a>0,5<0); 
{dA uo, 
(5)A<0<<p=v; 且 A 可 对 角 化 。 
绘 出 它们 的 相 图 。 
10, 利用 对 下 列 系 统 的 相 图 的 分 析 ， ee he di hn tt ed 
(1)7=—x+r ,y= yr ER’; 
(2)z+sinr=0,7rER, 
11. 利用 中 心 流 形 研究 下 列 系 统 的 原点 的 稳定 性 。 
(1 二 ar’ 一 yy 二 一 y 十 x 十 zy (rry)ER? ,常数 aER; 
{2)z=z*:y 十 gaz:sY 二 一 y 十 Xx: 十 zy ,ZZ 二 zzy 《zy 12)ER ,常数 aER, 
12. 下 合生 本 
=(l— x y)r—y 
=I yy 
” 有 唯一 的 闭 轨 厂 。 计 算 它 的 Poincare 映射 ,并 证 明 丁 是 一 个 周期 吸引 子 。 
13, 考察 系统 
r=r( r=1,2=J—2z. 
其 中 (r,b,z) 是 柱 坐 标 。 利 用 Poincaré 映射 研究 当 p<0,4=0 和 >0 时 ,此 系统 闭 轨 的 稳定 . 
性 ,并 确定 这 些 闭 轨 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 。- | 
14. 分 析 下 列 系 统 的 结构 稳定 性 。 
(1)2=x?; 
《2) 二 一 sinz3 
《3) 均 十 衬 十 z 一 0 
《4) 苹 十 《2 一 1) 全 十 之 一 0。 
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第 九 章 分 支 问题 的 数学 方法 和 应 用 


分 支 理论 为 研究 自然 界 各 种 复杂 现象 提供 了 有 效 途 径 , 构 幅 了 非 线性 动力 
的 重要 内 容 。 本 章 叙 述 常 微分 方程 分 支 问题 的 殖 本 理论 , 主 训 方法 发 一 - 些 应 用 和 进 懂 。 上 i 


$9.1 分 支 问 题 的 基本 概念 


我 们 已 经 讨论 过 动力 系统 的 结构 稳定 性 问题 ,本 章 将 研究 动力 系统 (特别 是 党 微分 方程 ) 
的 分 支 问 题 , 如 果 某 个 动力 系统 是 结构 不 稳定 的 , 则 任意 小 的 道 当 的 扰动 都会 司 系 统 的 拓扑 结 
构 发 生 突 然 的 变化 ,我 们 称 这 种 变化 为 分 支 (bifurcation), 亦 称 为 分 灵 、 分 赎 、 分 贫 。 由 于 当 分 
支出 现时 ,系统 必定 是 结构 不 稳定 的 ,可 见 分 支 问题 与 结构 稳定 性 有 密切 的 联系 。 动 力 系统 的 
研究 不 但 要 讨论 结构 稳定 性 问题 ,而 且 也 应 当 考 上 不由 于 结构 不 稳定 性 而 引起 的 定性 性 态 可 能 
的 变化 。 此 外 ,在 动力 系统 中 还 可 能 通过 一 系列 的 分 支 导致 浑 池 运 动 的 出 现 ， 这 表明 分 支 问 是 
与 滋 济 运动 也 有 密切 的 联系 。 BAR 它 是 动力 系统 
和 非 线性 微分 方程 研究 的 重要 组 成 部 分 。 

对 分 支 问题 的 研究 可 以 追溯 到 18 世纪 以 来 对 天 体力 学 、 弹性 力学 ， 流体 力学 和 非 线性 振 
动 中 的 一 些 失 稳 现 象 的 探讨 ,因此 分 支 问题 有 着 深刻 的 应 用 背景 。 不 过 ,长 期 以 来 分 支 问题 研 
究 主要 是 在 应 用 领域 中 进行 ,直到 本 世纪 70 年 代 ,由 于 动力 系统 , 非 线性 分 析 和 非 线性 微分 方 
程 等 方面 研究 的 推动 ,以 及 强 有 力 的 数值 计算 手段 的 苏 助 , 才 开 始 形 成 分 支 的 数学 理论 和 方 
法 ,并 在 力学 ,物理 学 .化 学 ,生物 学 .生态 学 .自动 控制 、 ge 工程 技术 ,以 及 经 济 学 和 社 
会 学 中 得 到 广泛 的 应 用 。 

分 支 理 论 所 关心 的 基本 问题 是 分 支 点 (或 分 支 解 的 求 出 及 分 支 解 稳定 性 的 判 所 到 目前 
为 止 ,理论 上 研究 分 支 解 的 方法 可 分 为 分 析 方 法 (包括 变 分 方法 } ,拓扑 方 法 , 泛 水 分 析 方 法 ( 包 
括 半 群 方法 ) 等 几 种 。 应 用 泛 函 分 析 方 法 主要 是 将 高 维 或 元 穷 维 的 同 题 转化 为 低 维 (大 多 数 情 
形 是 转化 为 一 维 或 二 维 ) 的 问题 ,特别 值得 提出 和 注意 的 有 两 种 方法 。 其 一 是 Liapunoy 一 
Schmidt 方法 。 这 种 方法 将 方程 . 解 空间 分 解 成 有 限 维和 无 限 维 两 部 分 ,无 限 维 部 分 是 可 解 的 ， 
因而 分 支 的 有 关 信 息 全 部 包含 在 有 限 维 部 分 。 其 二 是 中 心 流 形 方法 ; 这 种 方法 将 涉及 的 问题 
转化 为 有 限 维 问题 ,将 解吸 引 到 中 心 流 形 上 (如 对 应 某 一 特征 值 的 特征 向量 空间 ) ,而 此 中 心 流 
形 是 有 限 维 的 。 这 两 种 方法 都 是 证 明 存 在 性 的 较 好 方法 ,虽然 它们 也 能 构造 解 ,但 需要 大 量 的 
计算 。 另 外 ,采用 小 参数 展开 方法 (或 奇异 摄 动 方法 ) , 仿 堂 隐 函 数 存在 定理 和 Fredholm 抉择 
定理 ,能 够 有 效 地 研究 局 部 性 问题 , 它 既 能 确定 分 支 解 的 定性 性 质 ,又 能 计算 出 局 部 范围 内 的 
分 支 解 。 而 要 研究 大 范围 的 整个 全 解 图 ,只 有 靠 计 算 机 对 方程 直接 进行 数值 求解 ,这 通常 是 必 
须 采 用 的 方法 。 当 前 对 分 支 的 研究 无 论 在 理论 上 膛 是 应 用 上 都 在 迅速 深入 地 发 展 荐 。， 

在 实际 应 用 中 ,许多 系统 都 含有 一 个 或 多 个 和 参数 ， OA 
统 的 拓扑 结构 是 否 会 发 生变 化 ， ad 

例 1 考虑 一 维系 统 
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二 pr rxITER (9,1.1) 
其 中 xE R 是 参数 。 
容易 见 到 , 当 g 志 0, 式 (9. 1.1) 有 唯一 的 平衡 点 z= 二 0, 它 是 渐 近 稳定 的 。 当 p>0 时 , 式 
(9, 1.1) 有 三 个 平衡 点 ,其 中 z=0 是 不 稳定 的 ,而 z= 土 Vp 是 渐 近 稳定 的 ,在 图 9. : 上 的 铝 
直 垂 线 上 画 出 了 了 汰 上 栖 定 时 ， 系统 式 (9.i, 了) 的 相 图 。 此 外 ， 图 和 1 还 说 明 系 统 成 (9.1.1) 的 平 
衡 点 随 上 瘘 化 的 情况 ,其 单 实 瑟 代表 有 稳定 平 街 点 ( 记 为 ') ;虚线 代表 不 稳定 平衡 点 ( 记 为 z)， 
显然 , 当 py 人 0 各 :p>0 时 ,系统 有 不 同 的 拓 盾 结构 ,这 表明 系统 式 .69:1. 4 0 
处 发 生 赛 然 变 化 ; 那 这 时 出 现 平衡 点 分 支 ( 称 为 及 形 分 支 》。 
例 2 考虑 平面 系统 
了 一 一 十 xzEz (ry Se 
ee + (zr,y)y ER 《9. 1.2) 
其 中 pER 是 参数 。 、 2 
a 未 多 1. 3 可 本 万 I 
人 网 
自由 可 网 ,过 JS0: 时 ， 式 (9 1. 2) 有 唯一 的 033 当 A>0 时 ,(0,0) 变 为 式 (9， 
1, 2 的 不 稳定 的 焦点 ， 比 时 还 容 一 个 稳定 的 极限 环 /一 Vs 在 图 9 2 上 与 二 本 家 的 负面 上 


.1.3) 


到 出 了 当 国定 时 系统 式 (9 1. 2 的 相 图 :此 外 , 反 9.2 还 说 明了 式 (9. 1. 2) 的 平衡 点 和 极限 环 
随 4 变化 的 情况 .容易 见 到 ,系统 式 (9, 1. 0 处 发 生 突然 变化 ， , 导 这 时 出 现 
分 支 ( 称 为 Hopf 分 支 ) 。. 

本 省 着重 讨论 舍 参 数 的 党 微分 方程 描记 的 动力 系统 的 分 福 间 题 ， nl 
概念， 设 区 域 U UCR' TS。 考虑 含 参 数 的 常 答 分 方程 系统 Cs 

:证 一 了 CE 人 (9. 1.4} 

其 中 T= (T+Iss ee 称 为 状态 变量 ,pe (Am "pT ESER" 和 
称 为 控制 变量 ) 。 设 对 于 固定 的 xEJ ,有 /epEGnKU)， 
”. 定义 1 设 当 参数 六 迷 续 地 变动 时 ,给 定 的 系统 式 (9. 1.4) 的 拓扑 结构 在 pw EJ 处 发 生 实 
然 变化 , 则 称 系统 式 (9.1. 匀 ( 即 向 量 场 .f(z,p)) 在 二 A 并 称 jw 为 一 个 分 支 值 
{临界 伪 )。 在 参数 的 空间 中 ,由 分 支 值 组 成 的 集合 称 为 分 支 集 。 

定义 1 给 出 的 含 参数 系统 的 分 支 概 人 鳄 是 对 eer) 的 隔 保 {fz IkEJIHCF 给 定 ) 而 塞 
的 ,这 与 在 向 量 场 集合 多" (7) 上 讨论 的 一 般 分 支 概念 是 有 区 别 的 ,显然 后 者 的 研究 范围 比 前 
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者 更 广 , 然 而 ,在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 含 参 数 系统 的 分 支 问题 ,而 且 每 个 向 量 场 (x,y) 都 与 参 
数 空间 R" 中 的 点 对 应 ,这 给 分 支 研 究 带 来 很 大 的 方便 ,因此 我 们 主要 研究 这 类 分 支 问 题 。 
为 了 清楚 地 表示 分 支 情况 ,我 们 在 (zyp). 空间 中 画 出 系统 式 (9. 1. 和 的 极限 集 ( 如 平衡 
点 ,极限 环 等 ) 随 参数 p 变化 的 图 形 , 称 为 分 支 图 。 图 9, 1 和 图 9: 2 就 是 分 支 图 。 
现在 考虑 Om m 个 参数 的 向 量 场 组 成 的 子 集 
= {f(z Nf € 2 DE SCR") 
定义 2 设 EJ Ps fED 的 个 分 支 值 。 如果 有 了 的 某 个 邻 域 开 三 DD ,使 得 对 于 任何 
gEW 存 在 一 同 且 :UXJxUXJTCzy20) YCy(zy2 2(1)), 它 把 向 量 场 /x,t 的 轨 线 映 为 
向 量 场 g(?* 轨 的 轨 组 ,并 保持 时 间 定 向 , 则 称 在 mm 处 的 分 支 是 通 有 ( 非 退 化 ?的 否则 称 f 
在 uw 处 的 分 支 是 退化 的 。 
显然 ,在 口中 的 小 扰动 不 会 改变 通 有 分 支 的 定性 社 态 ,但 是 退化 分 支 则 不 然 , 因 此 我 们 可 
以 认为 ,站 有 分 支 是 “稳定 ”的 ,退化 分 支 是 “不 稳定 ”的 .在 以 下 几 节 中 我 们 将 会 看 到 ,通过 适当 
地 引进 附加 参数 的 方法 ,可 以 把 退化 分 支 扩展 成 通 有 分 支 。 | 
一 般 地 说 ,完整 的 分 支 分 析 需 要 研究 向 量 杨 的 全 局 拓扑 结构 ,这 是 十 分 困难 复杂 ,甚至 是 
难以 完成 的 。 在 实际 应 用 中 ,有 时 只 关心 在 平衡 点 或 闭 轨 附 近 轨 线 的 拓 耻 结构 的 变化 , 即 只 研 
究 在 平衡 点 或 闭 轨 的 某 个 邻 域内 的 向 量 场 的 分 支 。 这 类 分 支 问题 统称 为 局 部 分 支 。 如 果 在 分 
支 分 析 中 需要 考虑 向 量 场 的 全局 性 态 , 则 称 为 全 局 分 支 .当然 ,“ 局 部 ”和 “全 局” 是 相对 而 言 的 ， 
局 部 分 支 有 时 也 会 影响 沿 量 场 的 全 局 结构 。 本 部 主要 讨论 局 部 分 支 问题 。 
习惯 上 还 可 撤 研 究 对 象 把 分 支 问题 分 为 静态 分 支 和 动态 分 支 。 静 态 分 支 研 究 阵 态 方程 
f(z) =0x EUCRAETCR + (9.1.5) 
的 解 的 数目 随 参数 w 变动 而 发 生 的 突然 变化 。 动 态 分 支 研究 动态 方程 式 (9.1.4) 的 解 (首先 是 
极限 集 ) 的 十 扑 结构 多 参数 六 变动 而 发 生 突然 变化 。 动 态 分 支 就 是 在 定义 1 中 提 到 的 “分 支 。 
在 动态 分 支 问 题 中 ,除了 研究 平衡 点 分 支 外 ,还 要 研究 其 他 分 支 问题 ,如 闭 轨 . 同 宿 或 异 宿 轨 
线 ,不 变 环 面 等 的 分 支 。 由 于 式 (9.1. 5) 的 解 对 应 式 (9. 1. 4) 的 平衡 点 ,因此 静态 分 支 属 于 平衡 
点 分 支 的 研究 范围 , 即 动态 分 支 问 题 实际 上 包括 了 静态 分 支 问 题 .然而 在 实际 应 用 中 许多 问题 
其 实 是 静态 的 ,因而 静态 分 支 始 终 是 分 支 研究 的 重要 内 容 。8 8. 8 定理 1 可 知 平 面向 量 场 的 分 
支 的 一 般 结果 
定理 1 :多 4053) 中 出 现 分 支 ( 即 结构 不 稳定 ) 的 必要 充分 条 是 下 列 条 人 镍 之 -成立 ; 
(1) 存 在 非 双 曲 平衡 点 ; 
(2) 存 在 非 双 曲 闭 轨 ， 
(3) 在 在 同 宿 或 异 宿 轨 线 。 
为 了 较 详细 地 说 明 当 分 支出 现时 ,平面 系统 的 拓扑 结构 的 变化 情况 ,我 们 讨论 合 单 参数 “ 
E 民 的 平面 自治 系统 
z= Plr,y,p) 
y= Q(z, yr) 
设 mm 是 一 个 分 支 值 ,根据 定理 1, 系统 式 (9, 1,6) 的 分 支 可 分 为 三 大 类 ; 
第 一 类 ,与 平衡 点 有 关 的 分 支 。 
设 当 ££ 时 ， 系统 式 (9， 1 6) 有 非 双 曲 平衡 点 Czoyyo) ; 令 A 为 严 一 jio 时 ,此 系统 在 xo, 
3 处 的 线性 化 矩阵 ( 即 导 算 子 ) 。 
车 4 有 零 特 征 值 , 则 有 高 阶 平衡 点 分 支 。 如 在 图 9. 3ta) 土 , 当 pk= Am 时 ,系统 有 一 个 鞠 结 
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(I,I) EB (9, 1.6) 


点 (rayyo)i 当 <cpn 时 无 平衡 点 ,而 当 p> 时 ,有 一 个 鞍点 和 一 个 结 点 ,这 种 分 支 称 为 通 结 
分 支 。 
车 4 有 一 对 纯 虚 特征 值 ; 且 ra 


当 p==pw 时 , (zo,yo) 是 系统 式 (9. < 

1. 6) 的 细 焦 点 ,到 当 变化 时 ,就 Ce \ /人 
可 能 从 平衡 点 产生 极限 环 , 称 为 ”6， 一 一 让、 pa wr 
Hopf 分 支 . 例如 ,在 图 9. 3C(6) 上 ， 7 

当 pp 时 ,系统 有 稳定 焦点 ( 特 ©) 已 (© 
别 地 , 当 = pw 时 它 是 稳定 细 焦 ， 的) - 

点 ), 在 它 的 附近 无 闭 罗 ; 当 p>p 

时 ,此 平衡 点 变 为 不 稳定 焦点 ,在 ; 

它 的 附近 有 一 个 稳定 极限 环 , 当 P “ 日 @ 
一 ju 十 0 时 ,此 极限 环 趋 时 平衡 ,3 : 3 
点 。 在 前 面 的 例 2 中 出 现 的 就 是 Ne X99 
Hopi 分 支 。 (4 X9) : 有 


车 4 有 一 对 纯 虚 特征 慎 , 且 i 
当 pr 名 时 ,Coygo) 是 系统 式 (9 YY pe -小 
1. 6) 的 真 中 心 , 即 在 (zxovyo) 酝 近 
全 是 闭 轨 , 则 当 & 变化 时 ,有 可 能 1 
从 其 中 的 某 些 闭 轨 分 支出 极限 图 9.3 
环 ,而 平衡 点 也 不 再 是 中 心 了 。 这 种 分 支 藉 为 Poincaré 分 支 。 

第 二 类 , 闭 罗 分 支 。 


设 当 # 一 各 时 ,系统 式 人 《9.1.6? 有 非 双 曲 闭 轨 开 。 利用 '§ 8,6 的 结果 可 知 ， 此 时 工 的 特征 交 


数 中 div(P:Q)ae = 9 , 即 了 是 多 重 环 。 当 /变化 时 ,系统 可 能 出 现 闭 轨 ,突然 产生 消失 的 现 
象 , 称 为 多 重 环 分 支 , 例 如 在 图 9. 3(O 上 , 当 一 po 时 ,系统 有 一 个 二 重 半 稳定 极限 环 ; 当 p< 
几时 无 何 轨 , 而 当 ze> 和 时 有 两 个 极限 环 。 当 卢 * 和 十 0 时 ,这 两 个 极限 环 趋 于 一 个 环 。 这 种 分 
支 称 为 二 重 半 稳 环 分 支 。 

第 三 类 , 同 宿 或 异 宿 轨 线 分 支 。 

设 当 ze 时 ,系统 式 (9.1. 6) 有 同 答 允 线 , 则 当 变化 时 ,此 同窗 雪线 可 能 突然 消失 ( 因 
9. 3(d)), 或 者 可 能 从 此 同 宿 轨 线 分 支出 极限 环 ,这 种 分 支 称 为 同 宿 轨 线 分 支 。 

着 当 w= 时 ,系统 趟 (9. 1. 6) 有 异 宿 雪线 , 则 当 4 变化 时 ,此 蜡 兴 雪线 可 能 突然 消失 ( 见 
9.3(e)), 或 者 可 能 从 几 条 蜡 宿 罗 线 相连 而 成 的 异 宿 环 分 支出 极限 环 ,这 种 分 支 称 为 异 宿 轨 
线 分 支 。 

在 前 面 提 及 的 平面 向 量 场 的 分 支 中 ,有 些 属于 局 部 分 支 的 范围 ,如 高 阶 平 衡 点 分 支 ,Hopt 
分 支 ,多 重 环 分 支 等 ,有 些 则 属于 全 局 分 支 的 范围 ,如 同 宿 或 异 宿 轨 线 分 支 ， 

上 面 得 到 的 结果 对 于 研究 Rt 上 的 向 量 场 的 分 支 也 是 很 有 价值 。 此 外 ,我 们 还 可 以 得 到 二 
维 定向 紧 流 形 M* 上 的 向 量 场 的 分 支 的 相应 分 类 结果 ,然而 高 维系 统 的 分 支 情况 将 是 十 分 复 
杂 的 ， 


我 们 还 要 指出 ,在 分 支 参 数 的 变化 范围 内 ,系统 可 能 在 不 同 的 参数 值 处 相继 出 现 分 支 , 如 
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在 图 9.4 上 所 示 静 态 分 支 。 当 pr= 入 时 ,从 基本 解 zx=0 分 支 
出 初级 分 支 解 ,接着 当 wx 一 Am 时 又 从 初级 分 支 解 分 支出 二 级 
分 支 解 。 

最 后 ,我 们 把 分 支 河 题 的 主要 研究 内 容 简 单 地 归纳 如 


(1) 分 支 集 的 确定 ( 即 分 支 的 必要 条 件 和 充分 条 件 的 研 


(2) 当 分 支出 现时 ， 系统 的 拓扑 结构 随 参 数 变 化 的 情况 
《 即 分 支 的 定性 性 态 的 研究 ); 

C3) 分 支 解 (尤其 是 平衡 点 ,极限 环 等 ) 的 计算 ,分 支 解 的 稳定 性 的 数值 分 析 ,以 及 确定 每 个 
分 支点 邻 域 内 解 集 的 结构 ; 

《4) 不 同 分 支 的 相互 作用 问题 , 延 拓 性 问题 ,线性 化 问题 , 非 线 性 效应 问题 以 及 它们 与 动力 
系统 的 其 他 现象 (如 锁 相 、 浑 沌 等 ) 的 关系 。 


89.2 静态 分 支 


在 研究 系统 式 (9. 1. 4) 的 平衡 点 分 支 问 题 时 ,静态 分 支 是 一 个 重要 内 容 。 静 态 分 支 研 究 不 
但 能 提供 平衡 点 的 数目 随 参 数 变化 的 信息 ,而 且 往往 与 稳定 性 的 变化 密切 相关 .我 们 在 本 节 和 
下 节 中 着 重 讨论 局 部 静态 分 支 问 题 ,也 经 常 涉及 平衡 点 的 稳定 性 问题 。 

考虑 静态 方程 式 (9. 1. 5), 其 中 向 量 场 :f:UXJCR" XR">R'。 设 (zoy pm) EU XJ 是 式 
(9,1. 5) 的 解 , 即 /(zoyp) 一 0。 我 们 研究 的 是 扁 部 静态 分 支 问题 ,因此 只 关心 在 点 (zsymm) 附 近 
方程 式 (9.1.5) 的 解 ( 即 的 零点 ) 的 数目 随 参 数 z 变 化 的 情况 。 取 点 (ze*mm) 的 某 个 足够 小 的 
邻 域 9CUXJ, 记 nn(j0) 为 当 jz 固定 时 式 (9.1.5) 在 内 的 解 的 数目 。 如 内 当 经 过 jpn 轩 ,n 
(p) 突 然 发 生变 化 , 则 称 Cx,,po) 为 一 个 静态 分 支点 ,yu 为 一 个 静态 分 支 值 。 在 静态 分 支点 (zx， 
各 ) 附 近 , 方 程式 C9, 1. 5) 的 解 (z,p) 的 集合 称 为 的 静态 分 支 图 (或 零点 集 )。 总 的 说 来 ,静态 
分 支 就 是 研究 方程 式 (9, 1, 5) 的 多 重 解 问题 . 我 们 在 下 面 假设 了 对 zx 入 部 是 尼 镶 光 拉 的 ， 并 
接着 介绍 确定 静态 分 支点 和 和 分支 性 态 的 一 些 方法 。 


一 、 静态 分 支 的 必要 条 件 


定理 1 设 点 (zo;p) EU XJ 使 得 (zy 一 0 在 点 (zoom 附近 ,了 对 二 可 微 , 旧 
了 (zy 和 D. -fxzya) 对 TH 基 连 续 的 。 车 (zo ,po 是 地 的 静态 分 支点 : 则 Df(zoypo) 是 不 可 道 
〈 即 奇异 ) 的 。 


证 明 用 反 证 法 。 假如 D.ftzo ,po) 是 可 逆 的 ， 则 由 隐 汕 数 存在 定理 可 知 ， 在 点 Czoypm) 的 
某 个 邻 域内 ,方程 式 (9. 1.5) 只 有 唯一 的 连续 解 x 二 gljp) ,使 得 (gl) ,=0 目 zo 一 J)。 这 
与 ze,po) 是 青 态 分 支点 的 假设 矛盾 , 故 本 完 理 得 证 。 


定理 1 给 出 了 (zyA) 为 静态 分 支点 的 一 个 必要 条 件 , 我 们 再 用 别 的 方式 表述 这 个 必要 条 
件 , 便 于 以 后 使 用 D 


定义 1 如 果 在 点 (zoypo) EUX 处 有 fCzoypw)==0, 且 Df (zospw) 是 不 可 溢 ( 即 奇异 》 
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。 TT 一 


的 , 则 称 (zsmm) 为 向 量 场 fxzyA9 的 一 个 奇 蜡 点 (singolarity)。.@ 
利用 定理 1、 定 义 1 及 导 算 子 的 性 质 , 还 可 得 到 (zsmm) 为 了 的 静态 分 支点 的 几 个 等 价 必 权 

条 件 : : 

(1)(zoww) 是 下 的 奇异 点 ; 


C2 fro pn) =0, det [3 | =0; (9.2.1) 
CA 


(3)f (ros pw) = 0, 且 DD, res ,mm 至 少 有 一 个 特征 值 等 于 零 ; 
C4) 了 (zorjw) 一 0, 且 D.f Cxosp) 的 零 空 间 ( 即 核 ) 的 维 数 dim 人 (Df zo,p6)) 这 1。 
应 该 注意 ,上 面 给 出 的 静态 分 支 的 必要 条 件 不 是 充分 的 ,例如 考虑 方程 
[T=r p=0rE RuER (9. 2. 2) 
显然 在 (0,0) 处 有 一 个 奇异 点 ;因为 
f(0,0) = 0,Dj(0,0) = 3x*jow = 0 
但 是 方程 式 (9. 2. 2) 对 任 休 ER 都 有 唯一 解 一 战 ,因此 (0,0) 不 是 静态 分 支点 ， 
在 研究 静态 分 支 时 , 先 由 式 (9. 2. 1) 求 出 f(z,p) 的 奇异 点 ,它们 就 是 可 能 出 现 静态 分 支 的 
点 。 然 后 再 研究 方程 式 (9. 1. 5) 在 奇异 点 附近 的 解 的 性 态 ,以 判断 这 些 奇异 点 是 否 为 静态 分 广 
点 。 一 般 说 来 ,我 们 往往 可 以 利用 下 面 介绍 的 方法 (LS 方法 或 中 心 流 形 方 法 ) 将 原来 的 方程 降 
维 , 即 在 奇异 点 附近 把 方程 式 (9. 1.5) 的 局 部 解 问题 化 为 较 低 维 数 的 方程 的 局 部 解 问题 去 研 
究 。 因 此 在 静态 分 支 研 究 中 ,实际 上 只 需 考虑 约 化 后 的 方程 的 解 的 定性 性 态 。 
不 失 一 般 性 ,在 下 面 总 是 取 关 措 点 为 (0， 9)。 对 于 任何 洗 寞 点 (mAm), 我 们 可 以 通过 变换 
X=r—z0 N=p— pio SR 此 外 ， 还 取 U=R 


二 、Liapunov 一 Schmidt 方法 


i Schmidt 方法 (以 后 简称 1S 方法 ) 是 一 种 在 研究 非 线性 方程 时 降低 方程 维 数 的 
方法 。 它 的 主要 思想 是 ;把 z- 空 间 R" 表示 成 两 个 子 空间 的 走 和 ,并 将 方程 分 别 投影 到 这 两 个 
子 空间 上 。 这 样 便 得 到 两 个 方程 ， 其 中 一 个 由 隆 酚 数 定理 得 知 它 名 是 有 叭 一 解 的 ,于 是 原来 方 
程 的 求解 问题 约 化 为 另 一 个 你 维 方程 的 求解 问题 ，。 

设 (0,0)€ RrXJ 是 f(z,p) 的 一 个 奇异 点 为 简单 超 见 , 记 线性 算 子 一 DD。f(0,0)， 
HCL) 为 工 的 零 空间 ; 统 (I} 为 工 的 信 域 , 正 交 补 空间 Mi 二 (IL)- ,Mo 三 吕 (L)+。 设 dim 
(J) 一 k2>1, 即 上 有 点 个 特征 值 等 于 等 ,在 实际 问题 中 , 往往 等 于 1 或 2, 由 线性 代数 知道 ， 
dimM, 一 ,dim 统 (一 dimM1 一 n 一 ,于 是 xz 一 空间 R" 有 下 列 直 和 分 解 
R=AH(L)BM 《9.2. 3) 

R' = M, © RL) (9.2.4) 

令 卫 为 从 R" 到 鹃 也 ) 前 正 讽 投影 算 子 ,于 是 从 严 到 MM 的 正 交 投影 算 了 为 久 = 7 一 己方 
程式 (9. 1. 5) 等 价 于 下 面 的 两 个 方程 

Plom=0 .| (9. 2. 56) 

‘Qf (rp) =0 . (9. 2. 5a) 


铬 注 塌 ,这 电 定 义 的 “ 麻 异 点 "与 向 量 场 的 平衡 点 ( 亦 包 为 “ 奇 点 "的 次 别 。 旺 然 ,三 的 奇异 点 必 是 平衡 点 ,性 冯 之 不 一 
成 站， 
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首先 考虑 方程 式 (9. 2. 5a) ,根据 志和 分 解 工 (9. 2. 3) ,对 丁 住 何 zER* 有 


T= 二 十 v i oe “ (9. 2.6)- 
其 中 所 .4A"(L),vE Ml ,于 是 式 (9. 2. 5) 可 写成 os 
Blu pd) = Pf 十 bt 二 0 (9.2.7) 
其 中 映射 镍 ;人 (LXJM1XJ 二 玉 ( 上 L) ,显然 有 四 
(0,0,0) 一 0 


且 由 导 算 子 的 链 式 法 则 有 
DBD,0,0) = PD,fFO0,0) = PL=L 
上 面 最 后 一 个 等 式 考 虑 到 PP 是 从 R" 到 喀 ( 工 ) 的 投影 算 子 。 若 限制 工作 用 在 M, 上 ， 则 线性 算 
子 工 ;MM: 玉 梁 ( 二 ) 是 一 对 一 且 上 映 上 的 ,从 而 是 可 履 的 。 于 是 巾 隐 函数 定理 得 知 ,在 (tu,v,p) = (0， 
0:0) 的 菜 个 邻 域 内 , 式 (9.2.7) 有 了 叭 一 解 w==gtuyp)( 即 Pflu 十 J(us,p),p) 二 0), 且 满足 (0， 
0)==0, 其 中 映射 $4. 人 (71) XJ 一 Mi。 | 
再 把 * 一 %Cx ,代入 式 (9. 2. 55) 中 ,得 到 | 
Flusp) Qf Huy) = 0 (9. 2. 8) 
其 中 贞 射 下 ,wf(L)XJ 一 Mi, 出 于 在 琳 异 点 (x,p) 二 (0,0) 的 某 个 邻 域内 ,函数 fCz,p) 的 零点 
与 函数 下 (xz 的 零点 有 一 一 对 应 关系 
Tu yr) (9. 2,9) 
因此 原 方程 式 (9. 2, 5) 的 求解 问题 等 价 于 在 较 低 维 数 的 空间 .fCL) 中 的 方程 虑 (9. 2. 8) 的 求 
解 问题 。(9. 2. 8) 称 为 约 化 方程 (或 分 支 方程 ) , 它 包含 了 研究 式 (9.1. 5) 的 解 在 奇异 点 附近 的 性 
态 所 需 的 全 部 信息 ,从 而 简化 了 静态 分 支 分 析 。 
在 应 用 中 ,我 们 往往 在 .人 (L) 和 MM 中 引进 坐标 , 令 {e ye 和 fr ，…,er? } 分 别 为 
-YL) 和 M; 的 正 交 标 准 基 。 任何 xE . 少 (Z) 可 写成 
t= Dy 《9. 2, 10) 


j=l 


记 = Cyl, ,14)7 ER*, 将 式 (9. 2 10? 代 入 式 (9， 2, 8) ;得 到 
i 。 有 
gly,1) = QH 了 er 十 名 2 yet) ‘| 一 0 《9,. 2, 11) 
j=1 j=1 
考虑 到 QI 一 P, 且 对 任何 <E R", 有 了 P.E 强 (1L)=ML , 故 


AS er ,已 . 六 = 二 之 ee » (I ee Py), 一刀 ee » > = 1 sk 
利用 上 式 ,我 们 可 将 式 (9. 2. 11) 写 成 下 面 的 关于 y,,…,y 的 方程 组 


SR Ee fi DE 十 弄 we ;> = = 0， i 二 1, (9. 2. 12》 


显然 式 (9. 2. 12)( 即 式 (9. 2. 11)) 是 与 方程 式 (9. 2 8) 等 价 的 ,因此 人 也 和 为 约 化 方 有 (人 
支 方 程 )。 一 般 地 说 , 式 (9. 2, 8) 便 于 理论 分 析 , 而 式 {9. 2. 12) 便 于 应 
应 该 注意 ,虽然 约 化 方程 式 (9. 2, 8) (或 式 {9. A 
是 困难 的 ,此 外 , 约 化 方程 还 依赖 于 方程 式 (9.2,7) 的 解 由 (uy ,后 者 也 是 难以 求 出 的 ,从 而 约 
化 方程 亦 难以 朋 显 地 写 出 。 不 过 ,由 于 式 (9, 2. 7) 满足 隐 辐 数 定理 的 条 件 , 因 此 它 隐 解 (sp) 
一 般 可 以 用 逐次 近似 法 或 级 数 展开 法 求 得 .于 是 我 们 就 得 到 约 化 方程 的 主 部 ,并 通过 其 主 部 去 
研究 解 的 许多 主要 性 质 。 特 别 地 ,一 维 的 约 化 方程 便于 用 函数 的 奇异 性 理论 进行 研究 。 、 
一 般 地 说 ,在 直 和 分 解 式 (9. 2. 3) 和 式 (9. 2. 4) 中 ;我们 不 一 定 要 取 补 空间 M1;M 分 别 与 
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(tL), 骂 (L) 正 交 , 因 而 Mh :24, 的 选取 有 任意 性 。 此 外 ， 在 -YCL) 和 M; 中 的 基 的 选取 也 有 任 
意 性 。 -由 此 可 见 ,的 化 方程 不 是 唯 -. -的 ,但 是 可 以 证 明 , 上 述 的 不 同 选取 通过 LS 方法 得 到 的 约 
化 方程 实质 上 是 等 价 的 。 
对 于 无 限 维 空间 的 租 才 分支 问题 ,我 们 同样 可 以 用 LS 方法 进行 约 化 ， 从 而 当 -#() 是 有 
限 礁 时 可 化 为 有 限 维 静 态 分 支 问题 去 研究 。 

例 1 设 .Fr 一 (CD 十 一 三 ,一 zz 一 7 )7, 其 中 es 分 支 参数 ER, 研 
究 方程 、 


EE | 3 
的 静态 分 支 。 
. 解 首先 确定 本 数 (7140) 的 音 异 点 ,因为 : 
a 


所 以 由 式 (9: 2.1) 可 知 了 有 一 个 奇异 点 Cz,p) 一 40,0), 它 是 可 能 的 静态 分 支点 ,x 一 0 是 可 能 
的 静态 分 支 值 。 
, 然后 我 们 在 奇异 点 (00? 附 近 用 LS 方法 建立 约 化 方程， , 记 线 性 算 于 
工 一 0) 一 FE 加 
Noe 0 一 1 
工 有 符 征 值 0 和 一 1, 等 易 风 到 
MAD = (Cts) zs = 全 
Ba 上 RE) = {nmin = 0j 
因为 深 (Z)=-YAL)! ,所 以 我 们 可 取 Mi 二 有 R(L)y MWL), 此 时 直 和 分 解 式 (9. 2. 3) 与 (4 
2.4) 相 同 , 令 m 一 (1,07 和 es 二 (0,1)7 分 别 为 I)( 叶 zi 得) 和 沈 (7)( 邑 xs 轴 3 上 的 单位 
ls 任何 ER 都 可 写成 
I 二 十 0 
en (0 一 zses 世 吏 () ,从 形 到 鹏 人) 的 正 交 投影 算 子 忆 为 
Pz =< ez > ees, YR 
利用 上 面 结果 ,在 完 (7,) 上 投影 方程 (9.2. 54) 等 价 于 “ 
Ce f(T >=~ Zi A = | 
即 三 | T= | (9. 2. 14) 


由 此 得 到 号 ， i 朗 了 Re 
mm 一 ye =— re ， 《9. 2, 15) 
将 式 (9 2. eh nl 亿 并 壮族 到 中 NL), 我 们 可 取 。* 一 于 是 得 到 ~ - 维 的 约 化 
es amp i rl a >. . 
rr a 2.16) 
的 人 (9. 2.16) 进 符 静 态 分 支 分 析 ,(9.2. 167 有 两 个 解 
ee 四 a 


由 此 可 见 ， 6 .病案 是 次 约 2 .15) 的 静态 分 赤 值 ， 相应 的 静态 分 支 图 可 参看 后 面 的 图 9.7(5)， 
这 种 分 支 通常 称 为 跨 临 界 分 支 。 利用 式 (9. 2. 14) ,可 以 得 到 原来 的 方程 Fr,A) 一 0 有 两 个 解 
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7 ii = 


7 @ 一 一 


Lt 


| ,T 
rn = (0,0)7 xm) 一 | 全 ,一 | (9. 2. 18) 


显然 了 Cr,2) 一 0 也 在 4 一 0 处 出 现 跨 临界 静态 分 支 。 由 此 可 见 , 原 来 方程 的 分 支 性 态 完全 可 以 
用 约 化 方程 描述 。 

用 [方法 得 到 的 约 化 方程 式 (9. 2. 11)《 其 分 其 形式 是 式 (9. 2.12)) 还 可 以 用 来 研究 平衡 
点 的 稳定 性 。 在 这 里 我 们 讨论 线性 算 子 也 = 站 -FAF(00,0》 只 有 一 个 特征 值 等 于 零 ,而 共 他 特征 值 
都 有 负 实 部 的 情形 ,此 时 约 化 方程 是 -- 维 的 , 设 静 态 方程 式 (9. 1.5) 对 应 的 动态 方程 式 (9. 1. 
4)。 此 外 , 通 当 选择 .WCL} 和 MM 的 基 疝 量 ee" ,使 得 一 eye" 人 >>0， 

定理 2 设 (z,2) 一 (0,.0) 是 方程式 (9.1,5) 的 静态 分 支点 ,在 其 附近 约 化 方程 (9, 2. 11) 的 
某 个 解 (3(p7，p0 3? 及) 对 应 方程 式 (9.1.5) 的 解 (z(p) ,和 0; 则 当 gCy(2 p<0 时 , (x)， 
4) 是 新近 稳定 的 ; 当 g,GCayva>0 时 ,za 是 不 稳定 的 。 

定 埋 2 的 证 明 请 参 厦 [18j 的 第 一 竟 。 当 约 化 方程 的 维 数 等 于 1 时 ,我 们 可 用 定理 2 去 判定 
在 静态 分 支点 附近 式 (9. 1.4) 的 各 个 平衡 点 解 的 稳定 性 。 

对 于 上 而 的 例 1, 我 们 取 2 ==e=@ ,出 约 化 方程 式 C9. 2, 16) 得 到 


9 
可 -ve 


根据 定理 2, 不 难 知道 方程 式 (9. 2.13) 的 是 个 解 ,作为 动态 方程 式 (9, i. 4) 的 平衡 解 村 的 
稳定 性 : 

(1}r py ; 当 HO 时 , 渐 近 稳定 ; 当 L000 时 ,不 稳定 ; 

《2)zx (1): 当 p<<0 时 ,不 稳定 ; 当 上 >0 时 , 渐 近 稳定 。 


三 、 中心 流 形 方法 


在 静态 分 支 研 究 中 ,我 们 也 可 以 用 中 心 流 形 方法 去 降低 方程 的 维 数 。 
研究 方程 成 (9. 1. 5), 设 (0,0)E R*XJ 是 PFCzyp) 的 一 个 奇异 点 , 记 线 性 算 子 二 一 
Dn-/(0,0)。 我 们 考虑 工 的 特征 值 没有 正 实 部 的 情形 ,这 样 不 但 便于 讨论 ,而 且 这 也 是 实际 感 兴 
趣 的 情形 即 稳定 系统 开始 失 稳 的 临界 状态 )。 设 在 上 的 特征 值 中 ,有 点 个 等 寸 零 ,其余 的 有 贷 
设 式 (9.1.5) 对 应 的 动态 方程 是 式 (9, 1. 4), 即 
r= fr,H) 
根据 上 面 对 世 的 特征 值 所 作 的 假设 ,我 们 把 含 参数 系统 民 (9.1. 4) 写 成 等 价 的 系统 
w= RE 十 到 Gyj) 
v= Bllvt Gv pnp) > (9. 2,19) 
££ 二 0 ， 
其 中 z= 二 Gv)E RXR' ApEJ 当 =0 时 寻 X 开 拓 阵 4 的 特征 值 都 等 于 骂 ,(z 一 人 )X(n 
一 怒 征 阵 BA 的 持 征 值 者 有 负 实 部 ;: 国 数 卫 :G 及 其 对 x,wv 的 偏 导 数 在 (0,0,0) 处 等 于 零 。 在 
式 (9. 2. 19) 中 ,我 们 把 p 也 看 作 变 县, 这 样 便于 了 解 参数 x 变化 的 影响 和 得 到 分 支 图 。 由 十 参 
数 上 是 与 i 无 关 的 , 礁 第 三 个 方程 为 4 二 0.(9. 2.19) 称 为 扩张 系统 。Cu wv,p) 一 《0,0,0) 是 扩张 
系统 (9. 2. 19) 的 一 个 非 双 曲 平衡 点 。 根 据 中 心 流 形 定 理 , 式 (9. 2,19) 在 Cu,w,p) 一 空间 中 有 一 
个 有 十 mm 维 中心 流 形 , 它 在 (0,0,0? 处 与 (xy 空间 ( 即 中 心 子 空间 ) 相 切 。 由 于 在 (0,0,0) 附 
近 , 中 心 流 形 上 的 流 足 以 反映 系统 的 动力 学 性 态 , 因 此 我 们 可 以 恨 据 中 心 流 形 上 平衡 点 分 支 去 
描述 原 系统 的 平衡 点 分 支 ( 包 括 静 态 分 支 ?的 情况 。 
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例 2 考虑 Duffing 方程 
7 二 7 一 让 十 ”二 0 rER (9. 2, 20) 
其 中 8ER 为 参数 , 试 讨论 当 有 在 0 附近 变动 时 系统 上 代 (9. 2. 20) 的 平衡 解 分 支 。 
解 式 (9. 2.20) 等 价 于 含 参数 的 平面 自治 系统 
| 一 5 
ye (r,s) ER (9. 2. 21) 
当 86=0 时 , 式 (9.2.21) 在 (r,s) 二 (0,0) 处 的 线性 近似 系统 有 特征 值 0 和 一 1。 由 紫 可 见 , 《r,s， 
让 二 《0,01,0) 是 式 (9. 2. 21) 的 有 映画 数 的 一 个 奇异 点 。 现在 研究 在 该 处 的 平衡 点 分 支 捕 况 ， 


为 了 方便 起 见 , 生 变换 
bs 


lee 


我 们 得 到 式 (9. 2. 21) 的 等 价 系 统 


1 (zyy) ER’ (9. 2. 22) 

y=— B+ y+ (rt) 

为 了 研究 分 支 情况 , 取 扩 张 系统 
z= P(r+) (z+) : 
汪 | 9. 2. 23) 
y=— Br yy (ry) 


这 个 系统 有 个 二 维 的 中 心 流 形 , 它 在 Cz,y:p) 二 (0,0,0) 处 与 (x,8) 一 平面 相 切 , 若 在 原点 附 


近 中 心 流 形 由 y= 站 (zy 人) 家 示 , 其 中 函数 产 :RXR-R, 则 方程 式 (8. 5.7) 可 写成 
3 有 3 十 上 A) 一 {rz 十 全 

3z738 0 

十 BCz 十 有 十 hh 一 (zx 十 hh 二 人 0 


odz,8)) =| 


即 
CBCz + C+] Berth -hteth: (9.2.24) 
我 们 可 以 用 方程 式 (9. 2. 24) 连 同 条 件 


3 五 ah 加 
下 (00) ee 0,3750,0) 下 本 0,0) 一 0 (9. 2. 25) 

去 确定 函数 二。 如 果 
hlzt) = 6z 十 br + ep + O(n) (9. 2. 26) 


其 中 p= (十 六) , 则 式 (9. 2. 26) 满 足 条 件 式 (9., 2. 25)。 再 把 式 (9. 2. 26) 代 入 方程 式 (9. 2. 
24) ,比较 两 边 同 次 项 的 系数 便 可 求 出 
a= 16=— lc=0 


从 而 中 心 流 形 的 表达 式 为 
y= hzB) = Brix + Op) {9, 2. 27) 
我 们 把 Cz18) 的 结果 式 (9. 2.27) 代 入 式 (8.5. 6), 便 得 到 约 化 系统 


T= Br— roO() (8 = 0) 《9. 2. 28) 
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1T. 到 了 


在 图 9. 5 上 给 出 了 式 (9. 2. 28? 的 分 支 狠 ,还 标明 了 当 参 数 8 取 不 同 值 时 式 C9, 2. 28) 的 轨 
线 , 显 然 在 人 ,8) 一 50,0) 处 出 现 跨 临界 静态 分 支 ,8=0 是 一 个 静态 分 支 值 . 我 们 还 可 以 从 轨 线 
的 方向 知道 当 参 数 8 固定 时 平衡 点 的 稳定 性 。 

在 图 9.6 上 给 出 了 扩张 系统 式 (9.2.28) 的 中 心 流 形 上 的 流 的 情况 ,由 于 在 {x,y,)==(0， 


图 9.5 加 9.6 


0,0) 人 附近 , 当 参 数 8 轩 定 时 ,系统 式 (9. 2. 22) 的 平衡 点 的 稳定 性 也 由 约 化 系统 式 (9, 2. 28) 决 
定 ( 见 § 8.5 定理 2) ,因此 系统 式 (9. 2. 22)( 从 而 系统 式 (9. 2. 20)) 也 有 同样 的 跨 临 界 静 态 分 
汉 必 

应 该 指出 ,在 用 中 心 流 形 方法 钙 究 静态 分 支 时 ,不 但 可 以 知道 平衡 点 数 旭 的 变化 ,而 哩 能 
够 讨论 平衡 点 稳定 性 的 变化 。 一 般 地 说 ,中 心 流 形 方 法 可 用 于 讨论 与 平衡 点 有 关 的 局 部 动态 分 
支 问题 。 当 然 , 与 中 心 流 形 有 关 的 计算 和 分 析 也 是 相当 复杂 的 。 此 外 ,中 心 流 形 方法 也 可 以 推 
广 到 无 限 维 空间 的 情形 (参看 [9]~[13])>。 


、 一 些 重 要 的 单 参数 静态 分 支 


下 面 列 举 三 种 重要 的 ,有 一 维 堆 空间 的 单 参数 静态 分 支 的 充分 条 件 , 但 不 给 证 明 。 
考虑 单 参数 静态 方程 
f(T) =0rEUCR EISIER 《9. 2. 29) 
其 中 f:U XJ 一 R", 设 f(0,0)==0, 记 上 = 二 Df(0,0)。 设 工 有 一 个 (代数 上 ) 单 重 特征 值 等 于 零 ， 
其 余 特 征 值 的 实 部 锋 不 为 零 。 上 的 零 特征 值 对 应 右 单位 特征 ( 列 } 向 量 PE R" 和 左 单位 特征 
{ 行 ) 向 量 $ER", 即 


Lp= 0,gL =0,f9) = Hyl =1 (9, 2, 30) 
式 (9, 2. 29) 对 应 的 动态 方程 是 
z= zy (9. 2. 31) 
1. 鞍 结 分 支 
如 果 /还 满足 下 面 的 条 件 
a 人 gD.f(0,0) #05 人 yDf0,0 pW] 00 (9. 2, 32) 


则 在 (x,p) 一 空间 中 (0,0) 的 某 个 邻 域内 ,有 式 (9. 2. 29) 的 一 条 解 曲线 经 过 (0,0) , 它 可 以 用 参 


全 这 用 Dftvss po) 一 Df Crop) 3Defr po (a) 是 fx; 把 在 (zoipw) 处 的 f 阶 微分 (>1) ,并 可 用 下 式 计算 


了 
如 BG 
DFrn py (RN) = a 3 4 十 ne) fp 


数 方 程 


T=x(e) = e+ Oe) 
(9, 2, 33) 


eb , 
= pe) =— z+ OC) 


表示 ,其 中 参数 EER 且 |si 是 小 量 , 由 式 
(9. 2.,33) 易 知 , 当 4a 与 5b 蜡 号 (或 癌 号 时 ) 
时 ,方程 式 (9. 2. 29) 对 py<<0( 或 半 0) 元 解 ， 
而 对 jx>0( 或 近 0) 有 两 个 解 , 它 们 分 别 对 应 
e>0 和 <s<0, 且 当 s=0 时 在 (0,0) 处 汇合 ， 了 , 
这 种 分 支 称 为 鞍 结 分 支 ,《0,0) 称 为 方程 式 : 

(9. 2. 29) 的 解 的 转向 点 (或 极限 点 ) , 当 x 
RR 且 取 9=y=1 时 的 静态 分 支 图 如 图 9. 7 

的 Ca) 对 a>06<0 情 形 ) 和 人 ta2)( 对 a 之 人 

0,6<0 情形 )。 在 图 上 还 标 出 了 式 (9. 2. 33) 图 9.7 

作 动态 方程 式 (9. 2. 31) 的 平衡 解 时 的 稳定 性 , 若 对 给 定 的 py 天 0 有 解 , 必 有 一 个 是 稳定 的 { 用 
实 线 表示 ), 另 一 个 是 不 稳定 的 (用 虚线 表示 ) 。 


2. 跨 临 界 分 支 

如 果 了 还 满足 下 面 的 条 件 ; 

(DfEE0Y HE 了 汪汪 (9. 2. 34) 
(2)6 GLD:F00,0) (9,9) #0 

(De yD,D,f 0,0) p20 (9. 2. 35) 


则 在 (zx, 思 一 空间 中 C0,0) 的 某 个 邻 域内 除了 平 几 解 (0,g) 之 外 ,还 有 式 C9. 2, 29) 的 一 条 
非 平凡 解 曲线 经 过 (0,0), 它 可 以 用 参数 方程 
X= T(E) = p+ Ole) 
we = 一 多 十 OC) | 人 
表示 ,其 中 参数 cER 下 |s| 是 小 量 ,由 式 (9. 2. 36) 易 知 , 方 程式 (9. 2. 29) 对 pz20 有 两 个 解 ,而 
对 4 二 0 只 有 平 见解 ,这 种 分 支 称 为 跨 临 界 分 支 。 当 ze 玉昌 可 9 一 % 一 1 时 的 静态 分 支 图 如 图 
9.7Gc) 所 示 5( 对 5<0vce>0 情 形 ) 。 在 图 上 还 标 出 了 式 (9. 2. 31? 的 平衡 解 的 稳定 性 , 当 产 由 负 变 
正 时 ,平凡 解 由 稳定 变 为 不 稳定 ,而 非 平 凡 解 由 不 稳定 变 为 稳定 ,这 种 现象 称 为 稳定 性 交接 。- 
3. 叉 形 分 支 
如 果 /还 满足 下 面条 件 ; 
(1) 对 R" 中 使 得 Sp 二 一 p 的 线性 变换 5 有 | 
. . Sr = Sfx A YE 《9. 2. 37) 
式 (9. 2. 37) 称 为 对 称 性 条 件 。 特 别 是 当 x&ER 时 ,有 S= 一 IC 为 重 等 变换 ), 于 是 (9.2. 37) 可 
写成 
fl Ft) 一 一 (rp) 
即 六 是 关于 xz 的 奇 函 数 。 此外, 易 证 当 式 (9.2. 37) 成 立时 方程 式 (9. 2. 29) 对 一 切 xEJ 有 平凡 
解 (0, 1)。 | 
(2) cyD,D,f O00 p00 yD 0,0) Cp,9,9D] 20 (9. 2. 38) 
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则 在 Cz;,j0 一 空间 中 (0,0) 的 某 邻 域内 除了 平凡 解 :0,y:} 之 外 ,还 有 式 (9. 2. 29) 的 一 条 非 平 凡 
解 曲线 经 过 (0,0), 它 可 以 用 和 参数 方程 
T= Xx(e) = ep Ol) 
. eae (9. 2. 39) 
k= gle) 一 一 十 Ola) 

表示 ,其 中 参数 sE 尽 且 |e| 是 小 量 。 由 式 (9. 2. 39) 易 知 ,除了 平凡 解 之 外 , 当 < 与 e 异 号 《或 同 
号 ) 时 ,方程 式 (9.2.29) 对 pz>0( 或 <<0) 还 有 两 个 非 平凡 解 ,它们 分 别 对 应 e>>0 有 s<0, 且 当 = 
二 9 时 在 (0,0) 处 汇合。 这 种 分 支 称 为 又 形 分 支 。 当 xzER 且 取 8g==y 一 ] 时 的 静态 分 支 图 见 图 
9.7 的 (0) (对 c>>0e<0 情 形 ) 和 (cs) (对 c>>De>0 情 形 )。 在 图 上 还 标 出 了 《5. 2. 31) 的 平 黎 
解 的 稳定 性 ,可 以 见 到 若 对 给 定 的 z 关 0 有 非 平 凡 解 存在 的 话 , 它 的 稳定 性 性 态 与 平凡 解 相 
上 反 。 如 果 非 平凡 解 在 jz 大 于 分 支 值 的 范围 内 出 现 , 则 称 分 支 是 超 临 界 的 ,如 图 9.7《e1); 否 则 称 
为 亚 临 界 的 ,如 图 9. 7(cz) 。 

应 该 指出 ,上 述 结论 都 可 以 用 LS 方法 或 中 心 流 形 方法 推导 ,此 时 的 约 化 方程 是 一 维 的 ， 
当 系 统 只 有 一 个 状态 变量 rE R 时 ,上 述 条 件 成 为 表 9 1 中 的 识别 条 件 。 

其 次 ,在 各 种 单 参数 静态 分 支 中 , 欢 结 分 支 是 唯一 的 通 有 有 分支, 其它 都 是 退化 分 支 , 也 就 是 
说 ,只 要 对 f(x,p) 加 上 适当 的 小 扰动 ,就 可 以 使 非 蒋 结 分 支 的 定性 性 态 发 生变 化 ,因此 在 实际 
应 用 中 ,只 有 对 系统 加 上 某 些 限制 条 件 ( 如 跨 临 界 分 支 的 条 件 式 (9. 2, 34), 丸 形 分 支 中 的 对 称 
性 条 件 式 (9,2.37)), 即 对 拢 动 加 以 限制 ,才能 使 非 蒂 结 分 叉 具 有 保持 性 ,此 外 , 除 鞍 结 分 支 外 ， 
其 他 的 单 参数 静态 分 支 都 要 通过 引进 附近 参数 的 方法 才能 扩展 成 通 有 分 支 。 例 如 ,方程 wz 一 
二 0(zEER,pER) 在 &=0 处 出 现 踪 临界 分 支 ,。 它 的 扰动 方程 w 十 pz 一 到 =0 在 P=0 处 出 现 
萄 结 分 支 。 


$9.3 奇异 性 理论 方法 


函数 的 奇异 性 理论 是 本 世纪 60 年 代 中 期 发 展 起 来 的 , 它 使 我 们 能 够 用 统一 而 明确 的 方式 
处 理 不 同 的 静态 分 支 问 题 , 亲 异 性 理论 在 分 支 研 究 中 的 应 用 包括 三 方面 的 内 容 :识别 (recogni- 
tion) 问 题 、 开 折 《unfolding) 阿 题 和 分 类 {classification) 问 题 。 这 里 ， 我 们 只 简单 地 介绍 一 些 基 
本 结果 。 | 

本 节 讨论 有 -一 个 状态 变量 zER 的 局 部 静态 分 支 问题 。 在 应 用 中 经 常 通 到 有 一 维 零 空间 
的 静态 分 支 问 题 ,我 们 可 以 用 LS 方法 得 到 一 维 的 约 化 方程 ,然后 用 奇异 性 理论 方法 研究 约 化 
方程 的 静态 分 支 问 题 。 


首先 考察 一 个 例子 。 

例 1 考虑 图 9$.8 所 未 的 力学 系统 ,这 是 研究 一 维 杆 
在 受 压 时 的 届 曲 现象 的 一 个 篇 化 模型 。 这 个 系统 由 两 根 
由 匀 链 连接 药 刚性 社 以 及 扭转 阐 簧 组 成 。 设 杆 长 等 于 1， 
弹 贷 的 弹性 系数 也 等 于 1, 在 点 B 作用 着 水 平 压 力 六 且 
忽略 摩擦 力 。 此 外 , 设 此 系统 处 于 静止 平衡 状态 ,并 取 角 
度 xz 作为 状态 变量 , 试 讨论 其 静态 分 支 问题 。 图 8 
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这 个 系统 的 势能 为 


V(ru) 一 十 22(eosz — 1) (9.3.1) 
其 中 第 “项 是 弹簧 的 弹性 势能 ,第 二 项 是 外 力 所 作 的 功 。 于 是 ,平衡 状态 由 下 面 的 方程 措 述 9 
号 (Ze) 一 一 3 一 一 了 十 2psinr 一 0 (9. 3. 2) 


易 知 (zp) 一 | 0, 去 ] 是 的 一 个 奇异 点 ,在 其 附近 g 有 展开 式 


1) 2 
gz,p) 一 ?| 一 |= 6 一 高 阶 项 《9. 3. 3) 
我 们 由 $ 9.1 的 例 1 知道 ,方程 
pz 一 四 一 0 《9. 3. 4) 
在 (z, 内 一 (0,0) 处 出 现 又 形 分 支 。 如 果 武 (9. 3. 3) 中 的 高 阶 项 在 | 0, 二 | 附近 对 乞 数 的 定性 性 


态 没有 影响 的 话 ,我 们 可 以 预期 方程 式 (9. 3. 2) 在 [0, 了 | 处 出 现 丸 形 分 支 , 这 就 涉及 所 谓 “ 识 
别 问 题 *。 即 在 什么 条 件 下 ,函数 g(x,m) 与 其 Taylor 展开 式 的 低 阶 项 部 分 有 相间 的 定性 性 态 。 
在 这 里 暂时 把 例 1 操 轩 起 来 , 转 而 讨论 单 参数 静态 分 支 的 识别 同 题 的 基本 结果 ,然后 解决 例 1 
的 分 支 问题 。 下 面 都 假设 区 域 UXJESRXR 且 (0,0O) EUXJ，。 
定义 1 设 g,ih;EUXJ>R 是 两 个 C" 通 数 。 如 果 在 点 (0,0) 的 某 个 邻 域 U. XJ 内 存在 
C” 微分 同 胜 工 ;Cx 上 (XCzp MCp)) 和 C* 画 数 5SCr,p0 (其 中 天 :UX>R,M:JI 
Rs,S :UXJ*R) ,它们 满足 
M(O0) = 0,X(0,0) = OM (1) > OKRAT) > 0S(rp) >0 (9. 3. 5) 
并 使 得 在 点 (0,0) 附 近 有 
BTL) = SX ORCXKIT, 1) Mp)) (9. 3. 6) 
则 称 g 和 不 是 等 价 的 , 记 为 g~h。 
必须 指出 ,在 局 部 静态 分 支 问题 中 ,我 们 只 关心 在 某 点 的 充分 小 的 邻 域内 的 局 部 结果 。 因 
此 ,严格 地 说 ,本 节 中 涉及 的 “C“ 阔 数 ” 应 当 是 “ 共 ”(germ)。 如 果 两 个 C”“ 函 数 f; 和 在 原点 
欧 某 个 邻 城内 相等 ,就 认为 它们 是 等 同 的 ,并 称 它们 居于 同一 个 苏 上。 
由 定义 1 容易 证 明 ， 
推论 1 设 g~h, 且 (0,0) 是 8g 的 一 个 奇异 点 ( 即 g(0,0) 一 gz(0:0) 一 0) , 刚 (0.0? 也 是 天 的 
一 个 奇异 点 。 
推论 2 设 g~h,(zt,2) 上 (XCz,p),M(j)), 由 定义 1 给 出 , 则 方程 g(x,p)=0 和 有 CX，。 
M) 二 0 在 点 (0,0) 陆 近 解 的 数目 有 下 面 关 系 
nt) 一 ns ML)) (9. 3.7) 
式 (9. 3.5) 中 的 条 件 M (Ce 六 0 保证 M 栈 严格 单调 增加 ,于 是 当 g~h 时 ,由 推论 1 和 
推论 2 可 知 在 点 (0,0) 附 近 , 静 态 方程 g(z,A 一 0 和 天 zy 一 0 有 相同 的 分 支 性 态 。 式 (9, 3. 
5) 的 最 后 两 个 条 件 ( 凤 各->0,S>>0) 使 得 在 对 应 的 动态 方程 中 向 量 场 的 方向 相同 ,从 而 保证 对 
应 的 平衡 点 有 相同 的 稳定 性 。 


侈 如 有 果 系 统 的 惯性 矩 等 于 1, 则 运动 方程 为 


X=— Vr = gr). 
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现在 叙述 静态 分 支 的 识别 问题 的 含义 。 考 虑 一 个 在 点 (0,0) 哇 近 定 义 的 C ”函数 屿 xyAx)。 
设 (0,0) 是 Pz, 呈 的 一 个 奇异 点 ,我 们 要 研究 C~ 酌 数 g(r,p) 满 足 什么 条 件 才能 与 & 等 价 ,这 
些 条 件 称 为 六 的 识别 条 件 。 显 然 ,满足 天 的 识别 条 件 的 & 的 静态 分 支 性 态 与 相同。 通常 我 们 
对 - 些 有 代表 性 的 且 比 较 篇 单 的 多 项 式 画 数 h(z,p) 确 定 其 识别 条 件 , 这 些 函 数 及 称 为 规范 形 
normal form)。 在 表 9.1 上 列 出 了 一 些 规 范 形 的 识 蜀 条 件 《 包 括 限 定 条 件 和 非 退 化 条 件 两 部 
分 )。 


一 些 规范 形 的 识别 条 件 | 表 9-1 
非 退 化 条 件 


并) 和 和 Hesgn(g2) 0 


ET or 
此 安 3 
e(z2 十 8H2] 


ge 一 Are 一 0 < 一 sg | 和 =sgn(grs) tO 


£=3g11(grz) HM 8—=sgnA0 


+ -一 一 一 -一 一 一 . 


ESsgn( gam =sgh gv) 0 


8 一 一 各 一 从 于 


er 十 3 | 5 一 gz 一 和 一 和 一 go 一 0 > ‘sgn (gas) 和 sgn(g) £0 . 


E=sgn(grer) 天 


gz toe ggr—gu—pgrr— gu=0 


关于 表 9. 1 的 几 点 说 明 ， 

“1l) 根 定 条 件 和 非 退 化 条 件 都 是 对 (zw) 一 (0,0)? 了 到 值 的 。 在 非 退化 条 件 中 ,要 求 在 sgn 后 
面 的 括号 内 的 部 分 不 等 于 零 。 

(2)A=detD’g,; 其 中 Dg 是 函数 g(z,p) 的 Hesse 矩阵 , 即 


Dog = be | | 


Lg Bp 
《3) 在 第 四 行 和 第 五 行 中 ,由 于 4 二 0, 故 Dig 有 和 零 特征 值 , 记 % 为 Dg 的 对 应 零 特征 值 的 
特征 向 晤 ,并 用 g 表示 沿 荐 v 的 方向 导数 等 等 。 例 如 , 若 
中 (yp = alr+t be) 


《9. 3.8》 


其 中 e 关 0, 刚 
ey 2a 2ab 
pe = [2 | 
易 见 人 =0, 取 v= 05, 一 1)" 为 Dig 的 对 应 零 特征 值 的 特征 向 量 ,于 是 方向 导数 算 子 
a 
DU dx dp 


(4) 在 第 五 行 中 ,y= greg 一 3g 
我 们 容易 知道 家 9. 1 上 的 各 种 规范 形 h 的 静态 分 支 图 (参看 图 9. 11)。 对 于 应 用 中 给 出 的 
锋 数 g ,如 果 满 趾 表 9. | 的 某 组 识别 条 件 ,就 可 以 由 对 应 的 规范 形 产 得 知 & 的 静态 分 支 性 态 ， 
现在 考虑 例 1 中 的 函数 gCz,p) ( 见 式 (9. 3.2))。 作 变换 4 一 p 一 喜 ,8(z,)=g(z,p), 则 有 
有 (zzM) = 一 工 十 (22 十 1)sinz 
它 有 一 个 麻 异 点 4z, 和 一 (0,0)。 因 为 
7 £0,0) = g.(0,0) = g(0,0) =&(0,0) =0 
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&azzk00) =— lga= 2 
根据 表 9. 1 的 第 二 行 ,可 知 #(x, 放 的 规范 形 是 Cx, 力 二 一 局 十 zt, 从 而 方程 8 ,和 ) 二 0 如 同 
一 十 Ax 二 0。 那样, 在 点 (0,0) 处 出 现 超 临界 丸 形 分 支 , 其 分 支 图 有 图 9. 1 的 形式 。 由 于 py 一 A 
十 言 ' 因 此 例 1 的 方程 g(z,j 一 0 在 点 | 0, 汪 ,处 出 现 超 临 界 叉 形 分 支 。 
表 9.1 的 缚 果 可 以 用 [18- 的 第 二 章 给 出 一 般 方法 证 明 。 这 里 通过 其 中 的 一 个 重要 结果 ( 表 
9. 1 的 第 二 行 的 &= 3 情形 ) 加 以 说 明 。 
定理 1 设 C” 贡 数 g;:U XJ->R 满足 
FE(0D) = ge(0,0) = 8.(0,0) = g,(0,0) 一 0 (9. 3.9) 
. gr(0:0) > 0,8(0,0) < 0 (9. 3. 10) 
则 gzyp) 与 二 xz) 一 ~-Ar 等 价 。 
证 不 失 一 般 性 , 设 g--(0,0)==6,gs(0,0) 二 一 1。 如 玉 不 是 这 祥 , 我 们 可 以 通过 (xz,p) 的 
一 个 微分 回采 实现 这 一 点 ,这 并 不 影响 等 价 性 的 结论 。 
本 定理 的 证 明 分 三 步 进行 ， 
(1) 记 zyA) 一 Epo 一 Axzu ,证 明 pp 可 表示 成 
P48) = ar rh rp blr AR (es pe) [9. 3.117 
事实 上 ,由 式 (9, 3. 9) 知 道 
户 (0;0) 一 p00 = pal030) = p,(0,0) 一 0 
并 利用 plz 各 在 (0,0) 处 的 Taylor 展开 式 , 得 到 


户 (TAR) = TRATED 十 zz) + jee Tp) (9. 3. 12) 
注意 到 关系 区 
T 一 十 [一 (x 一 pr) + FB 一 1)] 
Az 一 卫 [3(z 一 Kr) — rt(3x: 一 2 ‘9. 3, 13) 


1 = 37(p7) — p37: — p) 
以 及 = 二 z 一 px ,hs 二 3x' 一 p; 且 在 (9, 3.13) 的 第 三 式 右 边 第 一 项 中 令 jxz 二 zt' 一 电表 把 第 一 式 
代入 ,于 是 式 (9. 3.13) 中 整理 成 


好 一 十 (一 二 十 4h。) | 
je = 订 (3h 一 zh) > [9.3. 14) 
= 一 到 xz 十 (3= A] 
把 式 (9, 3. 14) 代 入 式 (9. 3. 12) , 便 得 到 式 (9. 3. 11)。 
《2 也 (zp 和 二 有 (1 十 tp{zsp) ;其 中 由 人 (1) 给 出 ,证 明 pp 可 表示 成 
| PTsp) = oT + Br ps) 9. 3. 15) 
事实 上 ,利用 式 (9. 3. 11) ,我 们 将 了 写成 
| 了 (zt) = (1 十 ta)h + thh, (9. 3. 16) 
于 是 FT = tah— (tiatib)h +t thhee 【9. 3. 17) 
由 耳 p 满足 
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六 ro(0.0) = pr O10) prrl030) 一 0 

我 们 对 式 (9, 3. 11) 求 导 ,并 令 (z,Am 一 (0,0) , 便 证 得 

at0,0) = Bb(0,0) = b.(0,0) = 0 (9, 3. 18) 
利用 式 (9. 3. 18) ;可知 a,8 可 写成 

A(TH) = AT LH) 十 HAR 2) | 

az 一 HBT + XB (TH) } 
把 式 (9. 3. 19) 代 入 式 (9. 3.17), 并 用 式 (9. 3.14) 和 ,==6Tt; 可 以 得 到 

fT) belrrp)h + [1 十 zeCryA) ih, 9. 3. 20) 


《9. 3. 19) 


其 中 e 满足 e(0,0) 一 0。 
于 是 我 们 可 以 从 式 (9, 3. 161 和 式 (9.3. 20) 中 解 出 天 和 上 产 , 再 代入 式 69.3.11), 便 得 到 式 
(9. 3. 15) 
PTH) = atrs pt)f + Br ptyf, 


其 ga.8 满足 
af0:0,t) = POO) = BOOQt) 一 0 (9. 3, 21) 
(3) 最 后 证 明 存在 天 (zpywt) ,9 Cxspt) 使 得 
AEA) = STE RCCr yt) st) (9, 3, 22) 


则 当 z=1 时 , 便 得 到 定理 1 的 结论 ;g ~ 上 。 


JS 十 SA t+ SfX, = 0 《9. 3. 23) 
考虑 末 /=p=of .| Bf, 
式 (9. 3, 23) 可 守成 
[+wf 人 +B 六 -0 (9.3. 24) 


此 外 : 当 上 0 时 .考虑 到 .Arza0)y 一 hrya) 式 (9.3.227 给 出 
页 人 证) — Sern OR KR A 0) ,A) 
故 有 
(Ts0) 一 1 和 (PPy As0) = x 《9. 3. 25) 
由 式 人 9, 3. 24) 和 式 (9. 3.25) ,我 们 取 下 列 微分 方程 初 值 问 题 ( 其 中 把 x+,x 当 作 常数 ) 
和 Type 十 HRC pt = 0 i 
pe | {9, 3. 26) 
DALE) + olKEc a a rt) = 0 
(zs0)》 一 1 
式 (9. 3. 26) 和 式 (9, 3. 27) 的 解 基 (zy, 拉 和 SCz,pwt) 就 能 使 式 (9. 3. 22) 成 立 。 证 毕 。 
信 得 注意 的 是 ,在 表 9. 1 上 给 出 的 规范 形 的 识 刘 条 住 只 包括 g 的 儿 个 篇 导数 ,我 们 只 需 计 
算 g 的 Taylor 展开 式 的 有 限 多 项 ,就 可 以 判定 & 是 否 与 规范 形 六 等 价 , 这 时 称 上 六 是 有 限 
确定 的 。 
我 们 在 本 节 开 头 曾经 提 过 ,在 实际 应 州 中 遇 到 的 一 维 静态 分 支 可 是 往往 是 高 维 问题 经 过 
约 化 后 得 到 的 ,我 们 通常 准 以 得 到 约 化 方程 的 明显 表达 式 ,然而 : 当 我 们 用 LS 方法 进行 约 化 
时 ,就 可 以 直接 利用 原来 的 函数 的 导数 去 计算 约 化 函数 的 导数 ,无需 知道 芍 化 函数 揭 具 体 卖 达 
式 。 因 此 LS 方法 特别 适合 于 与 奇异 性 理论 方法 配合 去 解决 静态 分 支 问 题 。 


(9, 3, 27) 


设 方程 f(y,p) 二 0( 其 中 f:R"XR 一 R") 经 过 TS 方法 得 到 一 维 的 约 化 方程 8E(z,w) 一 0 
(其 中 g:RXR->R)。 设 (0,0) 是 了 的 一 个 奇异 点 , 记 工 二 Df(0,0)5e 和 e* 分 别 为 Y(tL) 和 M， 
三 统 (L)- 上 的 单位 基 向 量 ,P 为 从 到 经 (L) 的 正 交 投影 算 子 ,此 外 ,我 们 采用 式 (9,2. 32) 中 
脚注 中 的 微分 沁 号 (在 这 里 都 是 对 (y,A) 一 (0,0) 取 的 , 故 略 去 C0,0) ,如 了 ifeye) 就 是 D2(0， 
0)(eve) ,等 等 ), 下 面 列举 约 化 函数 g 的 一 些 偏 导数 计算 公式 ,它们 可 以 用 隐 函 数 微分 法 求 出 
(参看 [18] 第 -- 章 53)。 读 者 还 可 以 自行 推导 更 多 的 公式 ， 

(1)g.(0;0) 一 0; 

(2)gxx(00) 一 < ,Dif(eye)>; 

(git0,0)= <e’ ,Dil(e,e,e)—3Difle,L PDifle,e))>; 

(4) gC0,0)=<e' ,Df>; 

(C5) gD,0) = Le DD, eo)— Difle,L PD,f)>, 

必须 指出 ,在 计算 上 述 导 数 中 ,主要 困难 是 求 逆 算 子 上!', 但 有 两 种 情形 可 以 避免 或 减少 
这 种 麻烦 ， | 

(1)7 了 是 3 的 奇 医 数 , 即 人 一 y, 让 = 一 了 ysp) ,这 时 有 Ds。f(0,0) 志 0 和 DD3f(0,0) 二 0, 因 
此 有 

Bz (O00) = gt0,0) = 0 
gzret O00) = ee ,Difle,e,e) > 
(2) 对 于 一 切 k 有 (0,p2 二 0, 这 时 有 DD.f(0,0) 二 0, 因 此 有 
gC0,0) 一 0 
| gia(010) 一 <e DD,f ce) > 
我们 还 要 指出 ,前面 都 是 在 规范 形 环 给 定时 讨论 它 的 识别 条 件 ,至 于 如 何 根据 给 定 的 g 去 
选取 合适 的 规范 形 h 通常 是 一 个 十 分 复杂 的 问题 ,我 们 在 此 不 予 讨论 。 


二 、 开 折 问 是 


这 段 讨论 当 分 支 方 程 受 到 小 扰动 时 ,在 分 支 性 态 受 到 的 影响 .分 支 问题 中 的 方程 是 物理 现 
象 的 一 个 理想 化 的 数学 模型 。 然 而 真实 状态 往往 与 理论 状态 
有 微小 的 差别 , 称 为 非 完 全 性 (imperfection}。 我 们 把 非 完全 
性 看 作对 理想 系统 的 一 个 小 扰动 ,对 于 这 种 扰动 所 引起 的 分 ， 2 
支 性 态 变 化 研究 称 为 非 完全 分 支 问 题 。 非 完全 性 可 以 通过 引 
进 一 些 附加 参数 的 方法 去 描述 ,因此 需要 扩展 为 多 和 参数 分 支 
间 题 ,这 就 涉及 所 谓 “ 开 折 ” 的 问题 。 ‘a) 
例 2 在 例 1 系统 的 基础 上 进 … 步 考虑 两 种 非 完 全 性 而 


得 到 的 力学 系统 ,一 种 非 完 全 性 反映 结构 重量 的 影响 ,并 采取 
作用 在 中 间 匀 链 向 下 的 力 。 表示 ( 图 9.9(a)), 另 一 种 非 完 侈 加 
性 反映 弹簧 的 非 对 称 性 ,并 用 零 扭 盾 位 置 zx 一 人 表示 (图 9.9 


(b)) ;如 果 弹 筑 是 对 称 的 , 则 6 二 0。 于 是 我 们 用 两 个 附加 的 小 让 
参数 。 和 8 去 描述 系统 的 非 完全 性 。 没 系统 处 于 静止 平衡 状 
态 , 试 讨论 静态 分 支 问题 。 

这 个 受 拢 系统 的 势能 为 
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Pr, me:0) = 他 人 Dd Wr — 1) + ésinx (9. 3. 28} 
平衡 状态 由 下 面 的 方程 描述 
GrpH ED) 二 二 2psinz — ecosr = 0 (9, 3. 29) 


式 (9. 3.29) 可 以 看 成 对 未 受 扰 方 程式 (9.3. 2) 的 搞 动 结果 。 在 未 受 抠 函 数 gCz,p)( 见 式 (9,3. 
2)) 的 奇异 点 (zyp0) = 二 《0,1/2) 附 近 ,G(Cz,p,e,6) 有 展开 式 


了 上 
Gray) 二 一 二 十 当下 十 2|p 一 雪 ]z 十 介 一 十 高 阶 项 (9.3.30) 
\ 


我 们 关心 能 否 根 据 式 (9. 3. 30) 的 低 阶 项 部 分 得 知 附 如 参数 = 和 了 变化, 对方 程式 (9. 3. 
29) 的 静态 分 支 图 的 影响 ,更 一 般 地 ,我 们 还 关心 对 例 1 的 系统 的 任何 扰动 ,是 否 需 要 更 多 的 附 
加 参数 去 描述 ,在 这 里 ,暂时 地 把 例 2 搁置 , 转 而 计 论 单 参数 静态 分 支 的 “ 普 适 开 折 ”问题 ,然后 
解决 例 2 的 问题 ， 

定义 2 设 对 C" 涵 数 glzsp) (其 中 g;U XJ>R), 存 在 C™” 函数 Gkzwoe)( 其 中 GUXY 
XK—rRia= (a 4)7TEKCR,& 之 0 且 0E€ 民 ) ,使 得 当 a 一 0 时 有 

Gxte0) = g(r,p) | (9. 3. 31) 

则 称 G 为 g 的 -个 8 一 参数 开 折 ,a 是 开 折 参 数 。 特 别 地 ,G 的 0 一 参数 开 折 就 是 函数 g 本 身 。 

因为 

GP) = gE + [Gz pd) 一 CCz， £210)] 

所 以 我 们 可 以 把 Glx ,p19) 着 作 g (x,p) 的 某 个 扰动 函数 ,其 中 扰动 与 个 附加 参数 EP 
有 关 ， 

函数 5(zw) 有 无穷 多 个 开 折 ,现在 讨论 它们 之 阁 的 关系 。 

定义 3 设 Glrspy) 和 及 (z,p,B) 是 C* 晴 数 glx,w) 的 两 个 开 折 ,wxE KR:,BEKR,CS 
RR。 如 果 在 《x,p;8) 二 {0,0,0) 的 菜 个 邻 域 如 XJ 内 存在 C”" 函 数 SCr,p,B) ,XCr,p,B),M(n， 
BB 和 ACB) (其 中 SUXJXKe>R,X;UXJXK>R,M:JXK,>R,A:K.R'),S ,YY 除 
了 当 8 固定 时 满足 式 (9. 3. 5) 中 的 后 三 个 条 件 之 外 ,它们 还 满足 


六 ( 工 ,0) 5] ,人 CFAD)》 一 Zid(U0) 三 LACD) 一 小 《9. 和 32) 
并 使 得 在 点 (TM8) 二 (0,0,0) 附 近 有 


再 (zi 有) = Sr PG Xr DJ) EC ACB)) 《9. 3. 33) 
出 称 五 可 用 局 分 解 。 

在 定义 3 中 , 式 (9, 3.33) 家 未 对 开 折 五 的 每 个 元 素 吾 (。,。,B) ,都 可 找到 开 折 G 的 基 
个 元 素 GC，，* ,448)) 与 之 等 价 。 也 就 是 说 , 开 拆 C 在 等 价 的 意义 上 包含 了 开 拆 中 的 一 切 
扰动 ,其 次 ,由 于 GCCrp,0) 一 g(zyp ,Czyp00)=g《zxyp) :元 当 8=0 时 , 式 (9.3.33) 应 当 给 
出 恒 等 关系 ,从 而 要 求 此 时 83,X,M,4 满足 条 件 式 (9. 3. 32)。 最 后 ,在 定义 3 中 并 不 要 求 对 一 
切 BEKs 有 (CX(0,0,P),M(0,8))= (0,0), 即 当 B 关 0 时 并 不 变 求 原点 的 保持 性 ,这 样 对 一 和 
讨论 更 为 方便 。 

例 3 令 gCr;yp) 二 Zz 一 pz, 显然 

CrPB) =r ~— pr+ BrBER 
是 g 的 一 个 1 一 参数 开 折 , 令 (zx,#) = 二 gtxsp) 为 g 的 0 一 参数 开 折 ,并 职 
SC(r npB) = 1 RCP) = x, MP) = 4+B 
4(8) = | 
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旭 式 (9, 3, 33) 成 立 , 即 & 可用 上 分 解 。 

对 于 许多 函数 g 来 赔 , 存 在 某 些 开 祈 6G, 它们 在 等 价 的 意义 上 包含 了 g 的 所 有 扰动 函数 ， 
即 g 的 每 个 开 折 都 可 用 G 分 解 。 下 面 的 定义 概括 了 这 个 重要 概念 ， 

定义 4 如 果 避 是 C" 函 数 & 的 茶 个 开 折 , 且 g 的 任何 开 扩 都 可 用 如 分 解 , 则 称 G 是 gg 的 
一 个 金 开 折 (versal unfolding) ,在 g 的 一 切 全 并 折 中 ,所 舍 参 数 的 个 数 最 小 的 开 折 称 为 兽 适 开 
折 (universal unfolding)。 在 g 的 全 开 折 中 的 参数 数目 的 最 小 值 称 为 g 的 余 维 数 
(codimension): 记 和 作 codim g。 

必须 指出 ,并非 所 有 C“ 函 数 g 都 有 全 开 折 ,如 果 g 没有 全 开 折 , 则 称 g 的 祭 维 数 为 无 穷 
大 。 
由 于 g 的 普 适 开 折 在 等 价 的 意义 上 以 最 简单 的 形式 包含 了 如 的 所 有 挑 动 函数 ,因此 在 研 
究 方程 g= 二 0 受 扰 后 可 能 出 现 的 各 种 分 支 性 态 时 有 上 分 重要 的 作用 ,注意 g 的 普 适 开 折 一 般 
不 是 唯一 的 。 

我 们 讨论 g 的 开 折 GG 是 普 适 开 折 的 充分 条 件 。 

定义 5 记 @ 为 在 UxJCSRXR 上 定义 的 金 栖 C™ 函 数 构成 的 向 量 空 何 ， 对 gE 有 取 怠 .= 
{flf~s}. 呈 在 & 处 的 切 空 间 了 (5) 为 

Tg) = (aGr， Wg + Br ng 十 cl gy! (9. 3, 34) 

其 中 qay6 七 2,c 为 J 上 的 C” 函 数 。 : 

定理 2 函数 gE€4 的 余 维 数 等 于 切 空间 T(g) 的 余 维 数 9 即 


codimg = codimT'(g) (9. 3. 35) 
定理 3: 设 gEF,codim g 一 4, 且 存在 记 ，… ,pi 世态 , 使 得 
FS = T(g) span{pi,., p,} 【9. 3. 38) 
则 
G(x sa) = Bg(X HA) 十 Si (9. 3.37) 


jm] 


是 & 的 一 个 普 适 开 折 ， 凌 中 a= 《aq) ER'。 
定理 2 和 定理 3 的 证 明 请 参看 [18]。 这 两 个 定理 提供 了 求 8 的 余 维 数 和 普 适 开 折 的 方法 ， 
关键 在 于 确定 了 (g) 的 补 空间 的 一 组 基 向 量 {pi,… ,pi}。 
例 4 求 h(ryp)= 二 x 一 pz 的 余 维 数 和 普通 开 折 。 
解 由 (9. 3. 34) 得 到 
Th) = {alz — pr) + bl Co) + cr {9. 3, 38) 
其 中 4a=alxyp) 68=6LI yj 二 cp) ;由 C9. 3.14) 知 道 x ,ptf 人 ET(R)。 
对 于 任何 gE€E2, 由 g 在 60,0) 处 的 Taylor 展开 式 有 
可 BT) 一 Bo) 十 BCUOX + Bax! + galr pT 
易 见 
ETHITIET Rh) 
Bar =P rt ppt hr 
=Pr:(modT (h))@ 
BI(OT=Y TY TET(R) 
gol =60 + 6 p+ p=60t dumodT Ch)) 


全 若 向 量 空间 必 二 蕊 困 wa, 则 定义 子 空 间 Ti 的 余 维 堵 为 rodimiri 一 dinTa。 
多 几 一 万 tnodT(A)) 表 未 户 一 户 ETT(8)， 
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其 中 如 、B、Y, ,54.51 是 常数 。 考 虑 3x! 一 gET(h), 故 
gol1) = 6, 十 Sri(modT (A)} 
综合 上 述 结果 ,有 
BITH) = 二 oxi:{tmodT(h)) 
其 中 心 二 66ER,a; 一 记 十 ER, 这 表明 了 (如) 的 补 空间 是 由 全 ,x*} 张 成 的 ,于 是 codimT Ch) = 
2 
根据 定理 2 可 知 ,codim 上 =2， 再 几 定 理 3 可 知 , 的 一 个 普 适 开 折 为 


H(zra md) = wi Tt ar (9. 3. 39) 
容易 见 到 ,我 们 也 可 以 取 记 的 另 一 个 普 适 开 折 为 i 
好 (rpratyge 一 位 一 Ar 十 站 十 op 【9. 3. 40) 


在 应用 中 ,往往 需要 考虑 普 适 开 折 的 识别 问题 ,也 就 是 已 知 g 与 规范 形 等 价 ,G 是 & 的 
-个 开 拆 , 我 们 要 判定 G 是 否 是 g 的 普 送 开 折 ; 在 这 里 给 出 两 个 重要 的 结果 ,关于 它们 的 证 明 
请 参看 [18] 的 第 三 竟 。 
定理 4 设 C” 疼 数 g(zp) 与 总 zs 一 土 拉 土产 等 价 ,G 是 5 的 一 个 1 一 参数 开 折 , 则 当 
且 仪 当 在 (z,pnove)=(0;0.0) 处 有 
Sn Sr | 
de Gi (9. 3. 41) 
时 ,GCz,pro) 是 &g 的 一 个 普 适 开 折 。 
定理 5 设 C 函 数 g(z,p) 与 h(x,p) 一 土 xz? 土 px 等 价 ,G 是 g 的 一 个 2 一 参数 开 折 , 则 当 
且 仅 当 在 (zymzye,8) 一 (0.0;0;,0) 处 有 
0 0 gr Bass 
At 0 grr fon prr 
G, Go Gp Go, 
Gs Gp Gr, CG ges 
时 ,Gtz,prasB) 是 g 的 一 个 普 适 开 折 。 
与 规范 形 的 识别 问题 一 样 , 普 适 并 折 的 识别 间 题 只 用 到 开 折 C 的 有 限 多 个 导数 ， 在 实际 
应 用 中 这 会 带 来 很 大 的 方便 。 作 为 一 个 简便 的 例子 ,读者 容易 用 定理 5 去 证 明 (9. 3. 39) 和 (9. 
3. 40) 中 的 五 和 五 。 都 是 x 一 jer 的 普 适 开 折 。 
表 9.2 中 列举 了 一 些 余 维 不 大 于 3 的 规范 形 的 普 适 开 折 。 下 面 利用 普 适 开 折 去 研究 当 分 
支 方程 受到 扰动 时 ,分 支 性 态 可 能 发 生 的 变化 。 设 GCx ,pa) (其 中 GRXRX RR) 是 glr, 
A (其 中 &g;RX RR) 的 普 适 开 折 , 设 (0,0) 是 g 的 一 个 奇异 点 。 由 于 普 适 开 折 G 包含 了 8 的 
一 切 拢 动 ,因此 我 们 在 开 折 参 数 “的 空间 R' 中 讨论 避 的 分 支 图 {Cx ,0 |GCz,pya) 二 0} 是 如 何 
随 “ 变化 的 。 可 以 发 现 , 对 某 些 < 值 ,g 的 普 适 开 折 人 G 的 某 些 分 支 图 在 受到 小 扰动 时 ,在 等 价 的 
意义 上 保持 不 灾 , 即 分 支 是 通 有 的 .我 们 称 这 些 分 支 图 是 持久 的 。 对 另 一 些 “ 值 ,G 的 分 支 图 会 
在 小 扰动 下 改变 其 定性 性 态 , 即 分 支 是 退化 的 。 我 们 称 这 些 分 支 图 是 非 持久 的 。 应 当 指 出 ,如 
果 在 分 支 图 上 有 三 种 点 ( 歧 点 、 述 灌 点 (hysteresis) 、 双 极限 点 (double limit point)) 全 之 一 -时 ;分 
支 图 就 不 是 持久 的 。 


0 (9. 3. 42) 


鲁 在 方程 ftzv=0 的 解 蝎 线 上 ， 如 果 在 某 点 处 还 有 另外 的 解 山 线 经 过 , 战 种 该 点 为 歧 点 # 如 果 过 某 虑 钓 切线 王 直 于 
上 和 轴 , 且 解 曲线 位 于 此 切 并 的 两 侧 , 就 称 该 点 为 迟 儿 点 1 如果 有 x 坐标 相间 的 次 个 极限 点 ( 即 转向 点 》, 就 称 它 门 为 双 稻 限 点 。 


ee ee ep ea i 


定义 6 I 

(1) 歧 集 ， 名 = {aE€ RR| 存 在 (zx,p) ERXR, 使 得 在 (zpya) 外 有 G=G, 二 G. 二 0); 

(2) 人 迟滞 集 ， 如 = {gE R*'| 存 在 (z ,jERX 民 ,使 得 在 (x,p,9) 处 有 GCG=G,:= 二 G,:= 二 0}); 

《3) 双 极限 集 : 急 ={eE R*| 存 在 (zi ,xesy10 ERXRXR,z; 关 zz, 使 得 在 (x;cp.a) (i 二 1， 
2) 处 有 G=G,= 二 0}; 

(4) 转 迁 集 (transition set); 2 一 宙 避 UU 久 ， 

转 迁 集 就 是 GLz ,x,a) 的 非 持久 分 支 图 所 对 应 的 开 拆 参数 的 集合 , 它 可 用 R: 中 的 超 曲面 
表示 .。 歧 集 . 迟 滞 集 和 双 极 限 集 对 应 的 分 支 图 的 非 持久 性 的 三 种 类 型 (在 图 9.10 上 有 幢 集 和 退 
灌 集 的 例子 ) 。 当 我 们 只 考虑 小 扰动 , 即 只 限于 在 RR 的 原点 的 某 个 小 邻 域 W 中 讨论 时 , 转 迁 集 
上 和 将 WW 分 成 若干 个 子 区 域 ,在 每 个 子 区 域 中 G 的 分 支 图 是 持久 的 。 在 同一 子 区 域内 .不同 的 参 
数 a 对 应 的 分 支 图 是 等 价 的 。 于 是 我 们 可 以 根据 这 些 子 区 域 列举 G 的 全 部 持久 分 支 图 。 

例 5 研究 hlz,p)=z' 一 jxz=0 的 扰动 分 支 
图 。 下 大 的 一 个 普 适 开 折 ( 式 (9. 3. 39))。 

H(z pa me) = 7 — pr a + ooz’ 
出 于 H,.=3z: 一 gk 二 2azxwyHy= 二 一 T+,Hs: 一 6x 十 Za 
因此 可 以 由 定义 6 得 到 
B= {0) € Rila = 0} 
= (a 0) €E Re = @/27} 
B= 
转 迁 集 为 
3=BUN 
如 疼 9. 10 所 示 , 转 迁 集 把 原点 的 令 域 开 分 成 
四 个 子 区 域 . 在 图 9. 10 上 还 给 出 了 各 个 区 域 及 边 
界 上 的 分 支 图 ,在 四 个 于 区 域 中 ,五 的 分 支 图 上 的 
奇异 点 都 是 极限 点 ( 即 转向 点 ), 且 没有 双 极 限 点 。 
在 巴 集 ( 即 m 轴 7 上 ,万 的 分 支 图 上 有 歧 点 ,在 其 图 9.30 
附近 出 现 跨 临 界 分 支 。 在 集 五 ( 即 曲线 wm =m?/27) 上 ,五 的 分 支 图 上 有 述 河 点 。 此 外 ,五 的 分 
支 图 上 都 设 有 双 极 限 点 。 
现在 我 们 回 到 例 2 的 问题 。 作 变换 


y=— 一 -一 YY6( 一 20q 一 全 一 sioas 一 


讶 & 


YE 2 Y36 
则 人 锁 2 的 平衡 状态 方程 式 (9. 3. 29) 可 写成 
喇 {yyayaiyas) = i Ay 十 CI 二 Qoy 十 高 阶 项 二 0 《9. 3. 43) 


出 于 刀 (yayoes) 是 下 (3 =y iy 的 一 个 扰动 ,因此 方程 式 (9. 3. 43) 的 分 支 性 态 可 以 用 到 
的 普 适 开 折 描述。 考虑 到 天 的 营 适 开 折 只 有 两 个 开 折 参 数 , 且 展开 式 (9. 3. 43) 是 收敛 的 ,因此 
我 们 在 (2 加 一 (0,0) 附 近 可 以 略 去 高 阶 项 ,用 截断 方程 六 一 和 7 十 wm 十 ws 如 一 0 去 讨论 例 2 的 局 
部 静态 分 支 问题 。 在 不 同 的 小 参数 (wm ,oz) 下 的 分 支 图 可 参看 图 9. 10。 由 此 还 可 以 知道 在 不 同 
的 原来 参数 (e,5) 下 的 分 支 图 ,在 此 不 再 详 述 ， 此 外 ,我 们 还 知道 ,要 完整 地 研究 扰动 对 例 1 的 
系统 的 分 支 性 态 的 影响 ,只 需 引 进 两 个 附加 参数 ;例如 , (e,5) 或 (a a)。 
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三 ,分 类 问题 


我 们 希望 把 局 部 静态 分 支 问题 按 定性 性 态 进 行 分 类 。 在 这 里 , 余 锥 数 的 概念 有 重要 的 作 
见 . 由 于 随 着 余 维 数 增 加 ,奇异 点 的 退化 程度 增 大 ,分支 情况 越 来 起 复杂 :分 支 图 越 来 越 难 以 表 
示 , 因 此 我 们 只 对 余 维 数 不 大 于 3 的 奇异 点 进行 分 类 , 称 为 初等 静态 分 支 问题 。 对 此 我 们 有 下 
面 的 结果 。 
定理 6 设 C0" 函 数 g(x,x) (其 中 :UXJ->R) 有 奇异 点 t0,0)( 芭 (0,0)=gs(010)== 
0), 且 codim gS3, 则 5 必 与 表 9.2 中 的 11 个 规范 形 中 的 某 个 等 价 。 
余 维 数 不 大 于 3 的 分 支 问 题 的 规范 和 普 适 开 拆 喜 9.2 


| 奇 异 点 规范 - 形 
01) | 袖 限 点 To ex? + Op 人 
(2} | 野 临 界 分 支点 1 ez 二 By (= 一 1}) (x2— y+ar) 
C3) 那 立 点 1 g(x ter 《0 一 十 1) slr! 十 a) 
(4 述 滞 点 1 Erz3 十 十 Fe eri 二 butar 
《5》 | 非 对 称 尖 点 2 ex?+ Bp Ex 十 8 十 al 十 as 
(6) | 尺 形 分 支点 2 Exit Ber Si 十 pz 十 到 十 oz 和 2 
(7) 类 Er1| By Ext+ Buta rt ar? 
8) 3 ez2 十 人 pt Ez2 十 Bld 十 al 十 wap 十 ap 
(9) 3 ez 十 全 et 十 Br 下 十 al 十 aa 十 asp 
3 ex 二 Ber EX BnT 十 1 二 at 十 i 
ET5 十 站 Fe EX 二 Ga 二 Tort 二 mI? a 


注 : 本 表 中 e 和 全 只 荫 11 或 一 1。 
定理 6 表明 , 余 维 数 不 大 于 3 的 g 的 奇异 点 只 有 11 种 分 支 性 态 , 它 们 也 是 在 实际 应 用 中 
经 常 遇 到 的 静态 分 支 类 型 ,相应 的 分 支 图 和 平衡 点 的 稳定 性 如 图 9.11 所 示 。 


图 9.11 11 种 刘 等 分 丸 的 分 支 图 ie== 一 1} 


应 该 注意 ,关于 平衡 点 的 稳定 性 结果 ,图 9. 11 是 对 动态 方 穆 工 =g(zym 而 言 的 ,而 参考 文 
献 [18J 蚌 对 动态 方程 二 十 g(x ,一 0 而 盲 的 ,因此 它们 是 有 差别 的 。 


由 于 篇 幅 有 根 , 我 们 没有 给 出 关于 上 述 11 种 初等 分 支 问 题 的 普 适 开 折 的 转 迁 集 、 持久 分 
支 图 及 识别 问题 的 结果 。 


在 实际 的 静态 分 支 问题 中 ,奇异 性 理论 不 但 提供 了 统一 而 方便 的 理论 研究 方法 ,而 且 还 可 
以 根据 实验 或 数值 计算 得 到 的 某 些 有 代表 性 的 分 支 结果 进行 讨论 ,从 而 得 到 完整 能 分 支 分 析 
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ee 


结果 ,内 此 是 很 有 几 的 。 
9.4 PB 规范 形 理 论 和 计算 方法 


在 微分 方程 研究 中 ,我 们 往往 需要 借助 变换 去 得 到 较 简单 的 形式 .Poincaré 的 规范 形 理论 
使 我 们 能 在 平衡 点 附近 ,通过 坐标 变换 把 微分 方程 化 简 。Poincare 一 Birkhoff 规范 形 (以 下 简称 
PB 规范 形 ) 不 但 是 微分 方程 定性 研究 的 重要 手段 ,而 且 当 它 用 于 含 参 数 的 微分 方程 时 ,成 为 动 
态 分 支 研究 的 基本 工具 ,本 节 介 绍 PB 规范 形 的 基本 概念 和 计算 方法 。 


一 、PB 规范 形 的 概念 


考 虚 微分 方程 
r= fr) rE R" (9, 4. 1) 
设 Az) 是 足够 光滑 的 , 且 疙 0) 一 0。 现 在 研究 对 于 某 个 给 定 正 整 数 "二 2, 通 过 坐标 的 多 项 式 变 
换 , 使 得 在 /的 Tayior 展开 式 中 直到 -~ 次 的 项 有 比较 简单 的 形式 。 我 们 要 由 低 次 项 到 高 次 项 
隶 步 实 项 这 个 化 简 过 程 。 这 些 步 申 都 是 类 位 的 ,因此 只 党 讨论 其 中 的 一 个 步 难 。 
记 HC2 和 hE 是 从 本 到 有" 的 所 有 点 次 齐 次 多 项 式 组 成 的 向 最 空间 。 令 了 = DAC07，, 设 
微分 方程 (9, 4, 1) 的 右边 的 展开 式 中 的 直到 (% 一 1) 次 的 项 已 经 化 简 , 并 写成 
f(r) set gr) tt gai() 
二 atxr} 二 pC) C9. 4. 2) 
其 中 g:E HG 二 2,… 上 一 1) 为 已 经 化 简 的 项 ,hE H+。 我 们 现在 要 找 一 个 坐标 变换 去 化 简 挛 
(7z), 且 保持 次 数 低 于 率 的 项 不 变 。 考 虚 如 下 形式 的 变换 


=v 二 Ply) (9. 4.3) 
其 中 PrE KH: 为 待定 函数 ,把 式 (9. 4.3) 代 人 入世 (9.4.1)? 可 得 到 
y= (+ DP f(y 十 已 (v)) (9, 4,4) 


由 于 
(1+ DPA 1 = 7- DPify) 十 of 
并 考虑 式 (9.4. 2), 方 程式 (9.4. 4) 化 为 
y= Ly+ gy) +t gy) — DP Ly — LP(y)T + od yi’) 


= Ly gay) tt pe ty + hty) - adiPCy) + oll yl’) 《9.4. 5) 
其 中 线性 算 子 adi 由 下 式 定义 ;对 下 ;R'"->R" 有 
adiF (SLDEG)] Ly — LRCy) (9. 4. 6) 
显然 , 值 域 ad (Ht:)CHi。 记 B=aqdi(HY) ,并 取 堪 在 17: 中 的 补 空 旭 G:, 革 
Hi= BODG (9. 4.7) 


十 是 hE HH 可 表示 成 
Rly) fity) 4 gy) ,fi E Bg, E OG (9. 4.8) 
因为 有 EB 二 adi《11) ,所 以 ,我 们 可 以 找到 PsE 于 : 策 得 adoP CD) 六 (07)。 于 是 方程 式 (9. 
4. 5) 化 为 
y= Lyt py) te gy) Tg) + ol yt) (9. 4. 9) 
其 中 gr€ Gt。 上 述 讨论 对 十 2S&h<r 都 成 立 ,因此 我 们 可 以 通过 一 系列 的 坐标 变换 ,使 名 EGG 
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[> 


全 二 2,… sx) ,有 妈 证 明了 下 述 定理 。 
定理 1(Poincart 一 Birkhoff 规范 形 定理 ) 设 f(z) 是 C' 向 量 场 (r 庆 2), 1(0)=0, 上 上 =DF 
《0)，, 则 在 原点 附近 存在 一 全 坐标 的 > 次 多 项 式 变 换 ,使 得 在 新 坐标 系 中 ,方程 式 (9.,4.1) 化 为 
下 面 的 规范 形 、 
yy Ly gaAy) gy) + ol yl "} (9. 4, 10) 
其 中 gEGG=1,2,"…,r)。 
定义 1 系统 
y= Lyt gy) + g,(y) {9.4.11) 
称 为 式 (9.4.1) 的 一 个 > 阶 (截断 ?PB 规范 形 。 
应 该 注意 ,对 于 给 定 的 > 来 说 ,r 阶 PB 规范 形 的 取 法 一 般 不 是 唯一 的 。 此 外 ;定义 1 则 样 
适用 于 复数 情形 。[19] 把 式 (9. 4. 11) 称 为 > 阶 4 一 规范 形 。 
在 平衡 点 x 一 0 附近 ,截断 PB 规范 彤 (9.4. 11) 与 原来 的 系统 式 (9. 4. 1) 的 拓扑 结构 往往 
有 密切 关系 ,但 并 不 一 定 相 辣 , 一 般 地 说 ,对 二 给 定 的 rr 阶 PB 规范 形 到 底 能 在 多 大 程度 上 反 
缺 百 米 的 系统 的 定性 性 态 仍 然 是 一 个 未 解决 的 问题 。 此 外 ,即使 地 是 解析 的 ,在 式 (9. 4. 10) 右 
端的 部 分 当 二 oo 时 也 不 一 定 收 合 。 尽 管 如 此 ,在 大 量 的 研究 中 发 现 , 阶 数 不 太 高 的 PB 规范 形 
通常 就 能 提供 定性 性 态 方面 的 重要 信息 ,这 对 原来 系统 的 招 扑 结构 的 研究 有 银 大 的 帮助 ,内 此 
PB 规范 形 是 微分 方程 的 定性 研究 的 重要 工具 。 


二 、PB 规范 形 的 计算 


根据 补 空间 G 的 不 同 取 法 ,就 有 PB 规范 形 的 不 同 的 计算 方法 。 下 面 讨论 一 族 有 相同 的 
线性 部 分 的 微分 方程 ( 即 给 定 线性 算 子 ,但 非 线 性 部 分 是 尾 意 的 ) 的 7 阶 PB 规范 形 的 一 些 计 
算 方法 。 通 常 假设 工 为 Jordan 标准 形 , 这 总 可 以 通过 坐标 的 线性 变换 去 实现 。 

1, 矩阵 表示 法 

由 于 HW 是 一 个 有 限 维 的 向 量 空 间 ,ad 是 线性 算 子 , 因 此 ,我 们 可 以 用 第 阵 表 未 法 求 出 补 
空间 G4, 从 而 得 到 PB 规范 形 。 

命题 1 设 (te :el 为 下 的 一 个 基 ,4 为 adz 在 这 个 基 下 的 祭 阵 , 则 A* ( 即 和 4 的 复 共 辊 
转 置 矩 阵 ) 的 零 空间 C4") 是 B: 在 Hi: 中 的 一 个 补 空间 , 即 下 -BGA 。 

命题 1 容易 由 线性 代数 还 得 。 于 是 我 们 可 取 Gt 一 .f(A )， 

例 1 考虑 微分 方程 

r= f(r ,rER | (9. 4. 12) 

其 中 (x)=ol|z1), 求 式 (9,4,12) 的 2 阶 PB 规范 形 。 

解 ” 在 本 例 中 有 了 -0, 取向 量 空间 Hf 的 一 个 基 为 (0) 一 {y*),yE 尺 。 由 式 (9.4, 6? 直 接 
得 到 


adre(y) = Eee 0—0rw=0 
因此 adi 在 基 !{y2} 下 的 矩阵 表示 为 4 一 0, 内 而 4* 一 0, 于 是 我 们 有 人 二 .人 (4 ) 二 Hi?, 表 对 gs 
EG 有 ge(y) 一 0 ;其 中 为 常数 。 
《9.4.12) 的 -个 二 阶 PB 规范 形 为 
y=uy,yER 
于 是 式 (9. 4.12? 可 以 通过 适当 的 坐标 变换 y=y(x) 化 为 
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y= ay To(ly|’) - 
常数 a 是 与 函数 了 有 关 的 ,在 本 情形 中 可 直接 取 y=x, 这 时 有 a 一 了 5:(0)/21。 
例 2 考虑 微分 方程 
7 一 Lr 十 Tr) 4 一 CT IT) € R’ 


其 中 了 tx)=ol zx 中 ), 工 = 隐 |], 求 (9， 4.14) 的 二 阶 PB 规范 形 。 


解 令 ? 一 (ny ER, 取向 量 空间 已; 的 一 个 基 
{e129831 646: 166) 一 {| ,| | 4 国 3 3" 
3 了 2 yz 0 
对 于 每 个 下 (y) 二 (CF.(y) ,Fs(y)) "EH3, 有 
adiF{y)= [DF(y) 1 Ly — LF(CY) 
9F!: 3F. 0 1 
ay 3 | ri 到 ] 
am ao 国 
[3 SU oy 


因此 对 于 基 疝 量 €,(y) (=1,…,6), 有 有 


2 
adiei(y) = [一 这 ‘|iadiesty) — = 9 | 
2Yy1 Ye 2 


L 
从 而 得 到 adi 在 这 个 基 中 的 矩阵 表示 


下 
Co 
七 
OOOOScCoon 


我 们 求 出 线性 代数 方程 组 
A*E= 0.¢€R 
《在 本 情形 有 4* 二 A7) 的 一 个 基础 解 组 | 
{CD,1.0,2,0,0)7, (1 ,0,0,0.0,0)7} 
由 此 得 到 Gi 一 f(A' } 的 一 个 基 


a (2y? 证 
Eee 出 网 | 
1 


Yiys) Li， 
故 有 
= Ca 2ayi 
gs(23) = ael ly) + besly) 国生 a ja 
其 中 Qh 为 常数 。 
从 而 式 (9 14) 的 一 个 二 : 阶 规范 形 为 


hn = ;二 2ay? | 
ya = ayys Tt By: 
于 是 式 (9. 4. 14) 可 通过 适当 的 变换 y 二 yCx) 化 为 
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(9. 4. 13) 


(9. 4. 14) 


《9. 4, 13) 


or 


= ys 二 Zayf + oly | 加 1》 | 
= ayys + by + olly.|’, 1y2)) 
常数 4,8 与 务 数 了 了 有关, 车 要 具体 确定 系数 a,5, 我 们 根据 式 C9. 4. 3) 取 如 下 的 坐标 变换 
四 区 十 piyt 十 六 23-3s 一 | 
Zs 3a 二 qi 二 qayiys + gay 
其 中 py,… ,gs 也 是 待定 常数 。 把 式 (9. 4. 17) 代 入 式 (9. 4. 14) (其 右边 取 Taylor 展开 式 ) ,并 考 
虑 到 式 (9. 4. 16) 利 gs《») 的 表达 式 , 那 么 ,通过 比较 等 式 两 边 的 同 次 项 的 系数 的 方法 就 可 以 确 
定 上 述 待定 常数 ,特别 是 系数 a,6， 
矩阵 表示 法 的 原理 比较 简单 ,但 是 鼠 * 的 维 数 9 随 着 nn 和 的 谱 大 而 迅速 增 大 (如 当 n=4， 
£ 一 3 时 ,dim 开 :二 60) ,从 而 计算 量 太 大 . 此 外 ,在 求 不 同 阶 的 PB 规范 形 时 ,要 用 不 阿 的 线性 代 
数 方程 组 求解 ,从 而 增添 了 计算 的 复杂 性 。 
2. 共 辑 算 子 法 
通过 在 H; 中 适当 地 定义 内 积 的 方法 ,可 以 证 明 下 面 的 结果 。 
命题 2 设 志 为 线性 化 矩阵 也 一 PAF(0) 的 复 共 斩 转 兽 和 矩阵 ,其 在 FH: 中 ,线性 算 子 cdr 
的 零 空 间 .Yud，) 是 BB 的 一 个 补 空间 , 即 :一 BBY (adi )。 
由 命题 2 知道 ,我 们 可 以 取 G=-7 ladr，), 神 定 - 人 (adL，} 的 问题 就 是 求 下 面 的 线性 仿 
微分 方程 组 在 五: 中 的 全 部 多 项 式 解 
LDF(D] Ly ~ LF =0FEH: (9,4.18) 
例 3 用 共 g 算 子 法 求 式 (9, 4. 14) 的 二 阶 PB 规范 形 。 


(9.4.16) 


(9: 4.17) 


0 0 > 
解 在 本 例 中 有 "一 | ， 0]: 记 y= G453)7 .PGCFiCy) ,FG9)77, 式 (9.4.18) 可 以 
写成 | 
aF, aF, 0 0 ， 
OY 9ys Qo So 各 二 
?3F， 9F, a | 
dy aydi YY’ 0 
即 | 
了 Hi 
"ay 0 《 
ap | 9. 4, 19) 
> 9 ys er 1 
著 下 EE, 由 式 (9. 4.19) 可 以 求 得 全 部 解 
FCy} = [ a ] 
y i rt 《9, 4. 20) 


其 中 ,6 为 任意 常数 。 由 于 上 述 (Cy) 的 全 体 组 成 个 一 (ad,，), 故 可 取 gzly) 二 FCy); 从 而 
得 到 式 (9, 4. 14) 的 二 阶 PB 规范 形 


yi 三 yay 
《9. 4. 21) 


ys = ayys + by? 


267 


必须 注意 ,由 于 这 里 取 的 补 空间 避 与 例 2 不 同 , 故 二 阶 PB 规范 形式 (9.4. 21? 与 式 (9, 4. 
15) 也 有 差别 。 | 
共和 罗 算 子 法 的 最 大 优点 在 于 求 不 同 阶 的 PB 规范 形 时 都 用 同样 的 储 微 分 方程 组 (9. 4， 
18).。 但 是 它 在 实用 上 也 有 局 限 性 ,主要 是 求 出 式 (9. 4. 18) 在 丘 * 中 的 全 部 多 项 式 解 并 非 易 事 ， 
市 且 在 这 方 徊 没有 一 般 的 解法 。 
PB 规范 形 还 有 别 的 计算 方法 (如 李 代 数 表示 法 等 ) 以 及 其 他 的 同 是 ,读者 可 参看 [19]。 
最 后 讨论 一 下 含 参数 的 微分 方程 规范 形 问题 。 我 们 把 含 参数 的 微分 方程 
r= f(r rE RKER" (9, 4. 22) 
写成 扩张 系统 
. t= /rp) 
天 = 一 和 
在 讨论 扩展 系统 的 PB 规范 形 时 ,所 取 的 坐标 变换 应 当 有 互 CzA 一 (人 (zeyp) 的 形式 ， 
使 这 些 变换 保持 方程 ==0 不 变 , 此 时 PB 规范 形 的 计算 方法 如 前 所 述 ,不 过 其 系数 是 其 关于 
的 展开 式 。 我 们 将 在 下 面 研 究 动态 分 支 问 题 时 作 更 多 的 说 明 。 


§ 9.5 Hopf 分 支 定理 


Hopf 分 支 是 指 当 分 支 参数 变化 娃 经 过 分 支 值 时 ,从 平衡 状态 产生 孤立 的 周期 运动 的 现 
象 .从 相 图 上 看 ,这 时 有 极限 环 从 平衡 点 * 镀 ?出 来 .Hopf 分 支 是 一 类 比较 简单 但 很 重音 的 动态 
分 支 问 题 , 它 不 仅 在 动态 分 支 研究 和 极限 环 研究 中 有 重要 的 理论 价值 ,而 且 因 为 它 密切 联系 站 
激 振 动产 生 的 问题 ,所 以 ,在 实际 上 作 中 也 有 广泛 的 应 用 。 本 节 介 绍 Hopt 分 支 的 有 关 定 理 和 
一 些 应 用 ， 

考虑 单 参数 系统 

T= F(A (rH) EUXITERXR C9. 5,1) 
当 p==0 时 有 平衡 点 C60) 二 0《 即 f(0,0)==0), 且 =DF(0,0) 有 一 对 单 重 纯 特 征 值 十 jw (w>> 
0) ,其 余 的 特征 值 的 实 部 纱 不 为 零 。 因为 工 是 可 逆 的 , 故 由 隐 函 数 定理 得 知 , 当 在 0 附近 时 ， 
系统 式 (9. 5. 1) 有 唯一 的 平衡 点 xCp) ,使 得 z(0) 二 0。 由 此 可 见 , 当 p=0 时 在 原点 的 邻 域内 不 
会 出 现 静 态 分 支 ,然而 ,如 果 当 yy 经 过 0 时 ,平衡 点 xty) 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 的 维 数 发生 
变化 ,那么 ,在 平衡 点 < 附近 的 流 的 折 扑 结构 会 出 现 不 属于 平衡 点 分 支 的 变化 . 下 面 将 对 此 
作 较 深入 的 研究 。 我 们 注意 到 ,在 上 述 的 条 件 下 , 当 pz 一 0 时 系统 式 (0, 5. 1) 的 平衡 点 蔗 = 0 有 
一 维 中 心 东 形 ,内 此 可 以 利用 中 心 流 形 定 理 把 二 维系 统 式 (9, 5. ] ) 的 分 支 问题 化 为 二 维系 统 的 
分 支 问题 去 讨论 ,为 此 我 们 着 重 讨论 二 维 Hopf 分 支 问题 ， 


一 、 PB 规范 形 的 计算 
在 这 里 讨论 无 参数 的 平面 系统 
[= 一 $y 十 f(ry) 
[y= x 二 + g(r,y) 


的 PB 规范 形 的 计算 问题 。 设 f,g 足够 光滑 ,f,g 及 它们 的 各 个 一 阶 偏 导数 在 (0,0? 处 等 于 零 ， 
先 计算 二 阶 PB 规范 撒 。 在 本 情形 中 ， 


(zyy) EUCR? 《9.5.2) 
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人 Hi 的 一 个 基 


[中 10 < 由 by [| 
"vi! 0 ”0 Io] 
对 于 每 个 Fuyv) 二 (Fayv)1Fslusv)) "EH2 有 


1 
je. rea spy ser res eel 一 :|， 


aF: aF]ro ~—1]i« Pe 一 1， 
| | | 1 
Qadir Hv) 二 aF, 3F, | ' Lp, 1 

ax vll Di 区 1 | 


因此 对 于 基 疝 量 e(yo)tt 一 1,…,，6? 有 


— 一 ar 
adie) 一 区 | = 区 2 上 上 we 
从 而 得 到 adi 在 这 个 基 下 的 帘 阵 表示 


-1 0 0 0—1 0 
医 -1 0 2 0 一 ? 
PR 到 | 0 
1 0 ~-1 0 1 0 0 
2 0 1 0 
.0 1 0 0 0 2 


容易 看 到 ,4 "是 满 秩 抑 阵 ( 因 det4==3), 故 线性 代数 方程 组 

A'E= 0,6ER' 
只 有 等 解 , 因 此 G=-Y(4 一 10j 从 而 grGzp) 一 (0,0)7。 由 此 得 到 式 (9. 5.2) 的 一 个 二 阶 
PB 规范 形 


| 


Pee (9. 5. 3) 
于 是 (9. 5.2) 可 通过 适当 的 坐标 变换 zx 一 xz,yyu 一 wz(zryy) 化 为 
= vo+otlul:, 人 
和 (9, 5. 4》 


这 表明 式 《9. 5. 2) 的 二 次 项 可 用 学 标 变换 消去 ,从 而 二 阶 PB 规范 形式 (9. 5. 3 只 包含 线性 部 
分 ,显然 它 在 原点 附近 不 一 定 能 反映 非 线性 系统 式 (9, 5. 4)( 它 对 应 原来 的 系统 式 (9. 5. 2)) 的 
写 性 性 态 , 由 此 可 见 ,我 们 需要 计算 葛 高 阶 的 PB 规范 形 。 

再 计算 三 阶 PB 规范 形 , 取 向 量 空间 及 ;的 -个 基 


| A gh 


我 们 可 以 求 出 ad: 和 


-1 0 0 0.0—1.0 0 

0 -1 0 0 3 0 ~? 0 

0 .0 -1 0 2 0 一 3 
0 0 90-1 0 0 1 0 
0 -1 0 0 1 0 0 0 

3 0 一 2 0 进 0 0 

0 2 0 -3 0 0 1 0 

to 0 1 0 0 0 0 1 
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线性 代数 方程 组 4 8=0EE Rs 有 一 个 基础 解 系 
{C010:110:1 :0)7 ,1 省 ,1 "0,0, ee 1,0, 一 1)7} 
从 而 G= .4(4 7 有 一 个 基 
中 | vla? 十 
(vu + vw) Lula + wv) 
由 此 得 到 式 (9.5.2) 的 一 个 三 阶 PB 规范 形 , 故 式 (9. 5. 2? 可 有 通过 适当 的 坐标 变换 化 为 
#=— vi au oo dot + rt) + ollul’, | 
v= Tov 二 wv 十 Bul 二 VD) 二 olluB, Jo)) 
在 极 坐 标 中 , 式 (9. 5. 5) 写 成 比较 简单 的 形式 
r= ar 二 olr’) 3 
| (9. 5. 6) 
8= 1 br’: + or’)!) 


由 中 心 和 焦点 判定 问题 知道 , 当 a 天 0 时 ,从 式 (9. 5. 6) 中 略 去 三 阶 以 上 的 项 后 , 仍 能 反映 原来 
的 系统 在 点 的 局 部 定性 性 态 。 若 a<0, 则 原点 是 稳定 细 焦 点 ; 若 a>0, 则 原点 是 不 稳定 细 焦 点 。 
鉴于 式 (9, 5. 6) 中 系数 4 的 重要 性 ,这 里 给 出 其 计算 公式 


“一 站 [LA fey + gers + Bow + ff + fs) 


9.5.5) 


! | (9, 5.7) 
— Bgr tt gy) — fergies tt fyygyy | co.) 
其 中 胃 数 f,g 由 式 C9.5.2) 给 出 。 
这 插 , 关 于 无 参数 的 平面 系统 的 规范 形 的 讨论 ,对 下 面 关 于 含 参数 的 平面 系统 的 研究 有 很 
大 的 启发 。 


- 二 , 二 维 Hopf 分 支 定理 
考虑 合 单 参数 的 平面 系统 


工 一 Flr,ys py) 
y= Gr yf) 
假设 (0,0) 对 一 切 “是 式 (9. 5.8) 的 平衡 点 , 即 

F(OO0) = GO = 0 EJ (H1) 
记 式 C9. 5. 8) 在 Cz,y) =(0,0) 处 的 线 丹 化 窍 阵 为 人 Cp)。 假设 LCp) 在 上 = 一 0 附 迁 有 -对 复 共 因 

特征 值 aCp) 土 BC C8(p) 放 0), 且 当 j=0 时 ,它们 等 于 纯 碟 数 土 ww>0), 即 
a0) = 0,8(0) =w>0 (FH,) 

利用 坐标 的 线性 变换 癌 把 式 (9. 5. 8) 写 成 

T= pr 一 BC + (rs yp) 
y= BDr + aoa)y + ge,y,k) 


(TW EUERKETER (9. 5. 8) 


(9, 5. 9) 


证 明 式 (9. 5,9) 的 一 个 三 阶 PB 规范 形 为 (参看 [177 ,在 那里 给 出 复数 形式 ) 
w=— ev [egt a ve — Tepe blu + ve) le 


{0.5.10 

v= wu tt [epgt blus dt vu [cp alw? + ve) lv sh 
其 中 c=w (0),e 二 (D0)。 在 极 坐 标 系 中 ,9.5.10) 写 或 
r= cpr 十 ars 1 

《9.。5, 1 》 


0= w 十 eu 二 or 
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我 们 直接 厦 介 . 当 a 天 0,c 尖 0 时 ,系统 式 (9.5.11) 在 pk 一 0 处 出 现 Hopf 分 支 。 如 当 a<0,c>0 
且 w 在 0 附近 时 , 若 ws0, 式 人 (9.5 11) 只 有 一 个 稳定 焦点 ; 若 p>0, 式 (9. 5.11) 有 一 个 不 稳定 
焦点 各 一 个 稳定 的 极限 坏 。 对 其 他 情形 亦 可 同样 地 分 析 。 我 们 自然 会 提出 这 样 的 问题 ;原来 的 
系统 式 (9, 5.9) 是 否 了 世 具 有 其 三 阶 截 内 /系统 式 (9. 5. 11) 的 分 支 性 态 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 
问题 。 

定理 1 设 系 统 式 (9.5.9) 满 足 条 件 ( 电 ,)、CH:) 和 条 件 

c= (0)AU (H3) 

如 果 az 天 0, 则 式 (9.5.9) 在 % 一 0 处 出 现 Hopf 分 支 。 当 jp 
天 05|A| 充 分 小 ) 且 与 ere 异 号 时 ,在 (zy 一 (0,0) 附 近 
有 唯一 的 极限 环 , 当 p>0 时 ,此 极限 环 趋 于 原点 。 对 充分 
小 的 1x| ,这 个 极限 环 的 振幅 且 4s*e v Ac 为 菜 个 比例 
常数 ) ,周期 人 2r/w。 当 a<0 时 ,此 极限 环 是 稳定 的 ; 当 
40 时 ,此 极限 环 是 不 稳定 的 。 人 

这 个 定理 的 结果 可 以 包括 在 下 面 的 定理 2 中 ,在 图 9. 12 上 表示 了 极限 环 的 振幅 随 的 变 
化 情况 及 极限 环 的 稳定 性 。 在 涉及 财 负 的 分 支 问题 中 ,到 常 采用 这 种 形式 的 分 支 图 ,其 纵 坐 标 
取 振 幅 或 截 喷 。 在 图 9. 12 上 还 表示 了 平衡 点 的 稳定 性 随 py 的 变化 情况 。 图 9. 12(a) 是 w<<0， 
<>0 的 情形 ,此 时 出 现 超 临界 Hopf 分 支 ;在 图 9. 12(b) 是 ae>>0,e>0 的 情形 ,此 时 出 现 亚 临界 
Hopf 分 支 。 

在 定理 1 中 类 定 极限 环 稳定 的 a 是 二 阶 PB 规范 形 (9. 5. 11) 中 的 三 次 项 系数 。 类 似 式 (9. 
5.7), 这 里 给 出 其 计算 公式 


2 去 [f= =- Eg, a 下 名 : wy 《CD.240D》 十 二 一 高 (9. 5. 12) 


Xx [六 (CA 十 天 站 一 Ril 十 8o) 一 大 5= 十 ge 
我 们 在 下 面 取消 a 关 0 的 限制 条 件 ,讨论 式 (9. 5. 9) 出 现 Hopf 分 支 的 问题 。 为 了 简单 起 
见 , 很 设 式 (9. 5. 9 中 的 f,g 在 (0,0,0) 的 邻 域内 对 z,y 和 p 是 解析 的 。 
定理 2(Hopf 定理 ) 设 系统 式 (9. 5. 9) 满 足 条 件 ( 五 ,)， ( 生 乡 和 (Hy), 则 存在 一 个 充分 小 
的 so>>0 利 一 个 解析 函数 


HH) Dm dsc (9.5,13) 
二 一 2 


使 得 对 每 个 eE (0,e,) ,系统 式 (9, 5. 9) 有 闭 轨 Pue( 我 们 可 取 闭 轨 有 上 某 点 的 向 径 作为 是 ,这 
时 有 两 种 可 能 的 情况 : 

第 一 种 ,如 果 pCe) 二 0, 则 系统 式 (9. 5, 9) 在 平衡 点 (0,0? 的 邻 域 内 充满 闭 轨 , 即 系统 起 (9 
5. 9) 以 (0,0) 为 中 心 , 反 之 亦 然 。 

第 二 种 ,如 果 A(e) 不 恒 等 于 零 , 则 使 6 天 0 的 最 小 下 标 下 必 为 僵 数 ,从 而 存在 e.>0, 使 得 
对 每 个 e€ (0,51) 都 有 ze)>0( 若 n>0) 台 ple)<0( 若 pn 一 0), 它 在 平衡 点 (0,0) 的 充分 小 
鱼 域 内 对 应 叭 -的 闭 轨 Po 并 有 下 面 的 性 质 ; 

(1) 记 4(e) 为 团 轨 了 的 振幅 (或 截 距 ), 则 

lim ee —oz0 C9. 5.14) 


@ 在 这 里 ,定义 振幅 为 此 极限 环 上 各 点 的 向 径 的 平均 全 或 某 个 有 代表 性 的 值 。 


从 而 当 e->0 时 ,zfe)-0,P co 赵 于 原点 。 
(2) 闭 罗 工 ,cw 的 周期 (8)} 是 一 个 解析 函数 


To = (1+ Bnd) 0<e<s 《9.5.15 


(3) 当 加 与 c( 即 a (0)) 同 号 时 ; Tec ,是 稳定 极限 环 。 当 pm, 与 < 蜡 号 时 , 工 .是 不 稳定 极 
限 环 。 

而 于 篇 幅 所 限 ,在 此 不 给 出 定理 2 的 证 明 。 在 [55] 中 ,利用 复数 形式 的 PB 规范 形 进行 证 
明 , 并 给 出 了 系数 Asyr 的 一 些 计算 公 式 , 这 对 于 具体 的 Hopf 分 支 语 题 计 算是 有 用 的 ,在 下 面 
的 例 1 中 我 们 给 出 周期 分 支 解 的 另 一 种 计算 方法 。 此 外 ,[8].[55] 也 用 后 继 函 数 进行 证 明 。 下 
面 对 定理 2 作 几 点 说 明 ， 

《1) 由 定理 2 可 知 , 当 yle) 不 恒 等 淮 时 ， 展开 式 (9 5.13) 的 头 一 个 不 等 于 零 的 系数 mu, 的 符 
号 次 定 Hopf 分 支 的 方向 。 当 和 >>0( 或 和 0) 时 ,系统 式 (9, 5. 9) 对 充分 小 的 p>0( 或 之 0} 有 极 
限 环 , 即 出 现 超 临界 (或 亚 临界 )Hopf 分 支 。 

(2) 由 [55] 知 道 : 若 c 关 0, 有 


a 
Ph (9.5.16) 


其 中 常数 ab ycse 见 三 阶 PB 形 (9. 5. 10) 。 因此 ， 当 aa 天 0 时 ;有 He 天 0, 即 对 应 此 一 2 的 情形 , 璋 
用 式 (9. 5. 16) ,我 们 可 由 定理 2 得 到 定理 1 。 

(3) 我 们 对 条 件 ( 吾 《号 :和 (号 :) 作 一 些 说 明 ; 

条 件 ( 万 ) 总 可 以 通过 坐标 变换 实现 ; 

条 件 ( 瑟 ;) 表 明 原 点 是 系统 式 (9. 5, 9) 的 中 心 型 平衡 点 , 即 原点 是 式 (9. 5. 9) 的 线性 近似 系 
统 的 中 心 。 

条 件 (Cs) 连 同 ( 五 :表明 系统 式 (9. 5. 9 的 线性 化 插 阵 工 (z 的 复 共 统 特征 值 , 当 一 0 时 
以 不 等 于 零 的 速率 横 穿 虚 轴 。 于 是 对 充分 小 的 |4| 取 9 有 aly) 关 0, 即 系统 式 (9.5. 9 在 0 
时 有 粗 焦 点 , 且 ax 在 p=0 的 现 侧 异 号 , 戎 当 疡 变化 县 经 过 0 时, 上述 粗 售 点 由 稳定 变 为 不 
稳定 (图 9, 12) ,或 者 由 不 稳定 变 为 稳定 。 

4) 条件 CH 和 ( 召 ;) 的 等 价 形式 ;我 们 把 式 (9. 5. 8) 或 式 (9. 5.9) 的 线性 化 矩阵 L(y) 写成 
展开 式 


Llp) = LO0) + pL tp) (9.5.17) 
因为 矩阵 LC(0) 有 纯 特 征 情 土 iw, 氛 以 条 件 (17,}) 等 价 于 
trL(0) = 0,detL(0)=w>>0 (Hs} 
此 外 ,因为 窍 阵 工 (*) 有 复 共 辆 特征 值 aCp) 土 8C40 ,trLCp) 二 2a《p) ,从 而 
UL OM tr limL(p = tr lim 0 
tim HE) LOD ji 2 — 0)) 
Heb Ho x 
= 2a'(0) = 2c | 
故 条 件 ( 五 ,) 等 价 于 
trL(0) 关 0 (H.) 


出 于 条 件 (8 ) (5 ) 无 需 计算 矩阵 的 特征 值 , 有 时 和 更 便于 使 用 。 


(5) 由 定理 2 见 到 ,从 于 衔 点 “ 冒 出 "极限 环 之 后 ,平衡 点 的 稳定 性 突然 改变 , 且 平 衡 点 与 极 
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限 环 有 相反 的 稳定 性 性 态 , 这 时 Hopf 分 支 服从 稳定 性 交换 原则 (图 9. 12) 。 1 

〈6? 我 们 通常 把 满足 条 件 c=w (0) 关 0 和 me 基 0 的 Hopf 分 支 称 为 通 有 (或 非 退化 ?的 ,把 
其 他 ( 即 有 cc 二 0 或 pg==0) 的 Hopf 分 支 称 为 退化 (或 非 通 有 ) 的 , 由 式 (9. 5. 16) 知 道 , 对 于 通 有 
的 Hopf 分 支 也 有 a 天 0 因此 定理 1 就 是 通 有 的 二 维 Honf 分 支 定理 。 

C7) 我们 由 说 骨 (2) 已 经 知道 原点 是 系统 式 (9.5.3) 的 中 心 型 平衡 点 ,由 于 了,g 是 解析 函 
数 , 故 原点 只 可 能 是 中 心 或 细 焦 点 。 从 定理 2 知道 ,如 果 条 件 《77,),( 态 ;) 和 C77) 大 立 , 则 

1)p(e) 二 0 时 系统 式 (9. 5. 9) 以 原点 为 中 心 ; 

2) p(s) 不 恒 等 于 0 时 系 统 式 (9. 5.9) 尺 原点 为 细 焦 点 。 

进一步 分 析 表 明细 焦 点 的 稳定 性 与 从 平衡 点 " 租 出 ”的 极限 环 的 稳定 性 是 一 致 的 , 即 当 
上 与 < 同 号 时 ,系统 式 (9, 5. 9) 以 原点 为 稳定 细 焦 点 ;而 当 各, 与 < 异 号 时 ,系统 式 (9. 5. 9) 以 原 
点 为 不 稳定 细 焦 点 。 

我 们 再 给 出 一 个 关于 二 维 Fopf 分 支 的 定理 ， 在 这 里 不 要 求 条 件 ( 了 7,) ,而 且 从 平衡 点 “ 冒 
出 ?的 极限 环 不 必 是 唯一 的 。 

定理 3 考虑 系统 式 (9. 5.8), 设 忆 和 C 都 是 z,y 和 的 解析 函数 。 如果 当 x==0 时 ,系统 
式 (9. 5.8) 以 (0,0) 为 稳定 (或 不 稳定 ) 细 焦点 ! 举 wp>>0 时 ,系统 式 (9. 5.8) 以 (0,0) 为 不 稳定 
〈 或 稳定 ?焦点 ,出 对 充分 小 的 kK>0, 系 统 式 (9. 5.8) 在 (0,0) 附 近 至 少 有 一 个 稳定 (或 不 稳定 ) 
极限 环 , 它 们 当 上 ->*0 时 鸥 于 原点 。 

在 [20] 中 ,利用 Liapunov 第 二 个 方法 证 明了 定理 3。 

应 该 注意 ,由 于 定理 3 中 不 要 求 条 件 ( 瑟 ,) ,因此 当 p>0 时 ,(0， 0) 不 必 是 粗 焦 点 。 另 外 ;把 

“4 之 0" 改 为 "p<0《|px| 充 分 小 )*, 定 理 3 仍然 成 立 。 


三 、 二 维 Hopf 分 支 的 例子 
例 1 研究 系统 


(To EE Ri,uER 《9, 5, 18) 


的 Hopf 分 支 问 题 。 
解 (1) 定 性 研究 ;系统 式 (9. 5.18) 对 于 一 切 x 都 有 平衡 点 (0,0)， 下 条 作 (11 成立 。 式 
《9. 5.18) 在 人 0,0) 处 的 线性 化 矩阵 为 
0 一 1 
L(g) 一 "| 
显然 , 当 p==0 时 ,L(0) 有 特征 值 士 i, 即 满足 条 伞 ( 瑞 ,) ,于 是 p==0 是 可 能 出 现 (Iopf 分 支 的 参 
数值 。 下 面 再 作 进一步 的 研究 。 
由 于 tp) 一 LC0) 十 pLitp) ,其 中 


= 


Be ?| 
1 10 1 


王 然 ,trZ(0) 一 1 天 0, 故 满足 条 件 (五 )( 即 满足 ( 瑟 ;)) ,直接 用 式 (9. 5. 12) 求 得 < 一 一 言 .于 是 


由 定理 1 知道 ,p=0 是 Hopf 分 支 值 ,对 充分 小 的 i>0, 系统 式 (9. 5.18) 在 (0,0) 附 近 有 唯一 - 
的 稳定 极限 环 。 当 p>0 时 ,此 极限 环 趋 于 (0,0) ,周期 趋 于 2x。 
我 们 也 可 以 用 定理 2 和 定理 3 讨论 。 由 前 面 已 经 知道 式 (9. 5. 18) 满 足 条 件 (1)、(H,) 和 
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18) 可 写成 
二 一 y 
y= ry 
“(0.0) 是 此 系统 的 中 心 二 平衡 点 。 若 取 1iapunov 函数 V (zy)= 攻 十 六 , 则 有 守 一 2x*y*, 由 
此 可 知 ,0,0) 是 渐 近 稳定 的 ,因此 它 是 式 (9. 5. 18) 的 一 个 稳定 细 焦 点 。 
根据 定理 2, 系 统 式 (9.5. 18) 在 pk 一 0 处 出 现 Hopf 分 支 。 为 了 确定 分 支 的 方向 ,我 们 用 公 
式 (9.5. 16) 直 接 计算 pb 王 174, 从 而 知道 对 充分 小 的 & 记 0 在 原点 附近 存 唯一 的 稳定 极限 环 
《注意 :ec 一 tr 六 (0)72 一 172) 。 
此 外 ,我 们 亦 可 无 沉 计 算 ps 而 利用 定理 3 去 确定 分 支 的 方向 。 因为 LCD 的 等 征 信 的 实 部 
. a (4) 满足 a(0)==0,@ 《0) 一 < 一 二 ,所 以 对 充分 小 的 PP0 有 alp) 记 0; 从 而 系统 式 (9. 5. 18) 以 
C0,0) 为 不 稳定 焦点 。 根 据 定理 3, 对 充分 小 的 p>0 在 原点 附近 至 少 有 一 个 稳定 极限 环 ,再 出 
定理 2 知道 此 极限 环 是 唯一 的 。 
(2)Hopt 分 支 的 周期 解 计算 : 记 Cs 为 周期 2x 的 金 体 维 连续 向 量 激 数组 成 的 空间 ,在 
其 上 定义 内 积 
YU 2 全 | < D2 dsyy wv €E Corn 
其 中 u(ts},w(s) 放 为 4 维 向 量 w(s) 和 vts) 的 欧 氏 内 积 。 此 外 , 记 C2.n 为 周期 2r 的 全 体 ” 维 连 
续 可 微 向 量 函 数组 成 的 空间 。 
令 4 和 微分 算 子 下:C Ca 为 


| 
玉 一 = A 
其 共 辑 算 子 天 :Ch 一 Ca 定义 为 
1 二 T 
K’ 一 一 本 及 
引 理 若 fEC,; 则 非 齐 次 方程 
. Ku=f: 


有 解 wE C4 的 必要 且 充 分 条 件 是 
fh, = 0 = 1 ,nNn, 
其 中 (ti ,办 } 是 线性 齐 次 方程 
人 Kv=0vE€ Ca 
的 一 个 基础 解 组 。 
这 个 引 理 是 泛 落 分析 中 的 Fredhold 择 一 性 定理 的 特殊 形式 ， 在 沁 略 去 证 肯 ， 
现在 用 小 参数 展开 法 求 式 (9. 5. 18) 在 充分 小 的 上 >0 时 的 周期 解 (zG),y(t))。 设 这 个 周 
期 解 当 上 一 0 时 的 初 值 为 (es,0 六 。 在 下 面 取 e>0 为 小 参数 进行 讨论 , 记 这 个 周期 解 的 周期 
为 了 (se) ,由 定理 2 知道 | ， 
2 T(e) = 2r(1 十 ze) 
我 们 取 新 的 变量 


27 Pe ft 
Tle) 1 十 r(e) 


8 一 
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ee me 


于 是 对 原来 的 变量 上 的 周期 为 人 Ce) 的 解 变 为 对 新 的 变量 * 的 周期 为 2r 的 解 , 记 
MK5》 一 TU]) vs) = y(t(s)) 
ws) 一 《assVCs) 7) 


方程 式 (9. 5.18) 可 写成 
tr Aw (9. 5. 18) 
其 中 矩阵 
0 
4=-| 
1. 0 


0 F 
f= ni 一 2 
我 们 要 求 出 式 (9. 5. 187 的 局 期 为 2r 的 解 ww(s)E€ CB。 
根据 定理 2, 我 们 可 取 小 参数 展开 式 
:二 Ho 二 
r= te 
ws) 一 YE tals)e 二 +， 
其 中 (9) = (wi 人) G7 wes 二 《W209) ,0209))7: 都 是 C2, 函数 ， 
把 上 述 展开 式 代 入 式 (9. 5. 18)', 并 比较 等 式 两 端的 ds a 
依次 求解 , 初 值 取 rw (0)==(， at WV 2,3，。 


一 阶 近似 方程 为 
学 : — Aw: = 0yaul(0) = (1,027， 
容易 求 得 上 述 方程 的 Cirs 解 四 
TIKSD) COss 
wi(s) 一 eg [| 
二 阶 近似 方程 为 
学 一 4aos — O00) = (0,0)7 
于 是 上 述 方 程 的 C036: 解 | 
ta C3) -0 
wl8) 一 “| jo] 
三 阶 近似 方程 为 
dxo 


ds 一 Aws = toAw + gp C0,0) = (0,0)7 
其 中 g;(0,pzw 一 wv1)”。 将 一 阶 近 似 的 结果 代入 上 式 , 有 方程 


d 
— Aw; = fy,tw(0,0) = (0,0)7 


其 中 f= 二 (wsins ,一 rzc9ss 十 jusins 一 cvs?ssins)”"。 根 据 引 理 , 上 述 方 程 有 解 ww EC 的 必要 且 
充分 条 件 是 
fur>, = 0k=1,2 (x*) 
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I 


一 于 一 4 0 Ee Ch 


的 一 个 基础 解 组 ,容易 求 得 
fh = Ccoss,sins)T 
be = (sins, — coss)” 


于 是 上 述 的 可 解 性 条 件 (* ?可 写成 


2 
| [rssinseoss 十 【一 racos5 十 jesins … cosissins)ainy Jds 一 人 0 
y 


2F 
| [rssinssins 一 【一 TseOss 十 pasins 一 cosissins)coss ds = 0 
on 


| m0 

mr; nro=0 

由 此 求 出 吉 一 计 , 呈 一 0, 这 与 按 公式 (9. 5. 16) 计 算 的 结果 一 致 .把 和 yn 代入 三 阶 近似 方程 中 ， 
可 以 求 得 满足 初始 条 件 w,(0,0) 二 (0;0)7 的 CC: 解 


?03(5》 一 各 (sins — sin3s, 一 Coss 十 cos35)7 


积分 后 得 到 


于 是 得 知 晨 开 结 果 为 
只 一 Ie 十 Lye 二 二 Tae 十 … 


wls) = ws)e ct wls)e 十 

其 中 mayrs 要 由 四 阶 近 似 方程 的 可 解 性 条 件 确 定 。 由 此 可 见 , 对 于 充分 小 的 px 之 0, 有 
e = 2p8 + Oly) 
因此 ,方程 式 (9. 5.18) 有 周期 解 
Wz KA) 一 2z (sp 十 Brws (sd + Oe) 

我 们 还 可 将 :; 换 为 原来 的 变量 t, 得 到 方程 (9, 5, 18) 对 于 充分 小 的 pz 汪 0 的 周期 解 (z(z, pg)， 
3) 六。 它 的 关于 变量 上 的 周期 为 

Tp) = 2r(l + 7) = 2r(1 + OE)) 

例 2 研究 系统 
人 (9, 5. 19) 
iy 三 X 十 jy 

的 Hopf 分 支 问题 。 
解 ” 式 (9.5,19) 对 一 切 产 有 平衡 点 (0,0), 它 在 (0,0) 处 的 线性 化 矩阵 为 
£2 1 
Ll) = EE 辣 
在 k=0 处 ,L(0) 有 特定 值 士 i; 又 由 于 
1 1 
LC) 一 EE: i . 
故 trZif0) 一 2 天 0, 由 此 机 多 和 茶 件 () (CE 和 (五 :) 都 成 立 ， 
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我 们 指出 , (0,0) 是 式 (9. 5. 19) 的 中 心 , 于 是 由 定理 2 知道 , 式 (9. 5.19) 在 pk 一 0 处 不 会 出 
现 Hopf 分 支 。 我们 利用 [55] 的 理论 也 容易 证 实 , 当 z 关 0 时 ,系统 式 (9. 5.19) 不 存在 闭 轨 。 当 
a<0 了 时 ,(0,0) 是 稳定 焦点 1 当 p>>9 时 , 《0,0) 蚌 不 稳定 焦点 ,这 时 没有 从 平衡 点 < 汾 出 ”极限 环 


的 现象 。 
例 3 研究 系统 
工 一 一 3 一 3 妇 十 人 一 /zy 十 寻 
3 R?, R 《9. 5. 20) 
[En (zyy) EE A#E . 
的 Flopf 分 支 问 题 。 


解 式 (9.5.20) 对 一 切 关 有 平衡 点 (0,0) , 它 在 (0,0)? 处 的 线性 化 矩阵 为 
se 
1 0 
容易 看 到 ,在 A 一 0 处 虽然 满足 条 件 ( 互 :) ,但 不 满足 条 件 ( 开 ,) (因为 tr.(0)=0) ,因此 定理 2 
不 能 应 用 。 道 过 对 平衡 点 (0,0) 的 定性 分 析 , 可 知 当 一 0 时 ,(0,0)? 是 二 阶 稳定 细 焦 点 ; 当 p>0 
且 pg 充分 小 时 ,(0,0) 是 一 阶 不 稳定 盎 仿 点 。 于 是 由 定理 2 得 知 ,系统 式 (9. 5. 20) 对 充分 小 的 
>0 在 原点 附近 至 少 有 一 个 稳定 极限 环 。 | 


、# 锥 Hopf 分 支 定理 


考虑 系统 | 
X= FC rE R'ER 《9. 5. 21} 
并 假设 F(z,p) 是 z 和 的 解析 函数 ;对 于 一 切记 有 FC0,p) 二 0。 记 工 (pj) 一 DRC0,p)。 设 
(在 p=0 附近 有 一 对 复 共 驾 特征 值 aCp) 土 请 (Cp), 当 =0 时 有 
B(0) = w > 0,0(0) = 0,m (0) 关 0 
且 Z(0) 的 其 余 (n 一 2) 个 特征 值 都 有 非 零 实 部 ,这 时 有 下 面 的 定理 。 
定理 4 在 上 述 假 设 下 ,存在 一 个 充分 小 的 g>0 和 一 个 解析 函数 


产业 He) = Snel,0 ec 
使 得 对 每 个 sE (0,60) ,系统 式 (9.5,21) 有 阔 期 解 pb1)。 如 果 pe) 不 恒 等 于 零 , 则 使 点 隆 0 的 


最 小 下 标 如 必 为 偶数 ,从 而 存在 s>>0, 使 得 在 (0,e) 上 ute) 重 正 ( 或 恒 负 ) ,和 且 每 个 eE (0,6) 
都 对 应 唯一 的 周期 解 pt2)。 当 s>? 时 ,pt) 趋 于 原点 ,这 个 周期 解 的 则 期 是 一 个 解析 函数 
T(s) = 各 | 1 十 Vane) 
p.(1) 有 两 个 特征 指数 。 当 -0 时 趋 于 零 , 其 中 一 个 等 于 零 , 另 一 个 是 解析 函数 
Ble) = Dpe 

当 Ble)<<0 时 ,周期 解 六 (是 相位 渐 近 稳定 的 ; 当 8(e)>>0 时 ,p(t) 是 不 稳定 的 。 

在 本 定理 的 假设 下 ,系统 式 (9. 5. 21) 在 z=0 附近 有 二 维 的 中 心 流 形 ,从 而 我 们 可 以 约 化 
到 中 心 流 形 上 进行 研究 ,[55] 利 用 中 心 流 形 方法 和 复数 形式 的 PB 规范 形 证 明了 本 定理 ,并 提 
供 了 系数 wyz 入 的 一 些 计算 方法 和 公式 。 值得 指出 的 是 ,[18] 利 用 LS 方法 和 函数 的 奇异 
性 理论 也 证 明了 类 似 的 定理 。 | 

Hopf 分 支 对 于 研究 物理 ,化 学 生物、 机电. 控制 等 系统 当 参 数 变 化 时 ,由 于 平衡 状态 失 稳 
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而 产生 让 激 振 蔓 的 现象 有 重要 的 作用 。 
例 4 研究 Brusselator 振子 方程 
了 一 四 十 1)z 十 2 
1， 一 br ry 
的 Hopf 分 支 问题 , 其 中 a>0 为 常数 ,00 为 分 支 参数 。 
解 ” 系统 式 (9.5.22) 有 平衡 点 (a,8/a) ,我 们 作 坐 标 变换 


其 
zx 一 和 十 cy 一 ?十 | 过 | 
上 


(zy ER (9. 5. 22) 


于 是 式 (9. 5. 22) 化 为 


| é= Bo— DE+ay+ C/E + ga + 
入 | (9. 5. 22) 
| 972 apo Bat 2287+ £7] 


系统 式 (9. 5, 22)' 对 于 一 团 5 沁 0 都 有 平衡 点 (0,0) ,此 系统 在 (0,0) 处 的 线性 化 矩阵 为 
:= a 
A(B) =! | 


= 一 已 — ei 


A(B) 有 特征 信义 .05) 二 YD) 士 :8(6) ,其 中 
Yh) = 计 攻 一 (1 十 a 直 8) = Yar— FBS (9. 5. 23) 
南 此 醋 见 ;, 当 |X(60|<a2 即 上 一 22<B<1 十 3a29 时 ,和 凡是 一 对 复 共 钨 特征 侦 。 特 别 地 , 当 才 


一 & 会 1 十 a? 时 ,YC6)==0; 放 入 :5) 二 士 w, 由 此 可 见 , 刀 二 1 十 a? 是 可 能 出 现 Hopf 分 支 的 参 
数值 。 To 二 
对 应 特征 值 如 (5) 的 一 个 特征 向 量 为  . 


yl 
wi 二 [srt 


i 
取 变换 和 矩阵 
1 0 
P= (Rew, 一 Imwi) = E 一 如 十 y 一 | 
到 a a 
加 - 过 rf 
和 坐标 变换 |-r] 
式 (9.5.22)' 化 为 EE 
uu= Yu Brott B/D — Cu aduglu sv) | ey 
v= Put Yot Bb/adu tt Hu + ayuglu,v) ES 
其 中 


Plies, vw) _G-4Pe- 色 


Az 


> b+ 
= Wet SR 
如 


于 站 并 介 可 以 二 措 和 用 1 Hopf 分 支 的 有 关 定 理 研究 式 (3. 5.23) 在 参数 5 在 & 附近 的 分 支 情 
沈 。 利 用 公式 (9. 5, 12)、(9. 5.16)、(9,5, 23) 和 (9. 5.24) 等 ， 可 以 直接 算得 (注意 ， 各 式 广 当 对 分 
支 参 数 5=b. 夺取 值 》 
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Pe 9 >0e— pO0 


1 [ri1 
入 一 3 二 十 过 > oa= 如 [| 二- 


， (9. 5. 25) 
出 定理 2 知道 , 当 8>b. 且 人 8 一 8.) 充分 小 时 ,系统 式 (9. 5. 24) 在 (usw) 王 《0,0) 附 近 有 了 唯一 的 稳 
定 极 限 环 ; 当 6~>b. 时 ,此 极限 环 趋 于 (0;,0)， 这 个 极限 环 对 应 的 向 期 解 的 周期 为 


rT- se (1+ Bee {9. 5. 26) 
考虑 到 
6 一 上 = De = me + Oe) 
下 一 3 
利用 式 59. 5. 25}) 中 jw 的 公式 ,得 到 
e= 2ala +a-ib— b+ OU — bi) 


将 上 式 代入 (9. 5. 26) ,再 用 C9. 5. 25) 中 zz 的 公式 ,得 到 参数 值 
为 2 人 六) 时 间 期 解 的 周期 


ee 


xX 人 一 总 ) 十 加 (一 天 


《9.5.27》 

我 们 还 可 以 计算 这 个 周期 解 ,在 此 不 再 详 述 。 同 样 地 , 当 z> 放 
且 6--&. 充分 小 时 ,原来 的 系统 式 (9. 5. 22) 在 平衡 点 附近 有 唯 
~ 的 稳定 极限 环 , 即 出 现 超 临 界 Hopf 分 支 。 在 图 9. 13 上 给 出 
当 a=1,58=3 时 ,在 (&,7) 一 平面 上 的 极限 环 的 数值 计算 结果 。 图 9.13 

顺便 指出 ,根据 定理 2 的 说 明 (7), 当 5=6. 时 ,系统 (9.5. 22) 的 平衡 点 是 稳定 细 焦 点 : 由 
此 可 见 , 本 例 利用 二 维 Hopf 分 支 定理 ,比较 简便 地 得 到 重要 的 结论 。 

例 5 气动 弹性 颠 护 问 题 

当 气 流 以 恒定 的 速度 V 流 过 一 个 弹性 结构 (如 机 桥 , 桥 梁 : 建 筑 物 .输电 线 等 ) 时 ,在 - 定 
的 条 件 下 弹性 结构 会 出 现 并 维持 振幅 一 定 的 自 激 振动 ,这 种 现象 称 为 气动 弹性 颤 振 , 当 旺 振 振 
幅 过 大 时 ,会 导致 结构 破坏 或 其 他 的 危险 结果 。 

这 里 考虑 一 个 简单 的 气动 弹性 振子 模型 的 方程 


o 十 芒 十 好 一 二 cfrai4i| 下 一 4 区 + 4i| 下 一 4 二 | (9.5.28) 

其 中 状态 变量 zER,m 为 质量 ;+ 为 阻尼 系数 ,名 为 弹性 系数 ,p 为 空气 密度 ,7 为 气流 速度 ,a 

为 弹性 结构 的 迎风 面积 ,4,, As, 4s,4; 是 由 实验 确定 的 正常 数 。 我 们 要 研究 当 T 增 大 时 强 性 

结构 出 现 颤 振 的 情况 。 把 式 (9. 5. 28) 改 写成 平面 自治 系统 ,上 述 问题 归结 为 一 维 Hopf 问题 。 

取 V 作为 分 支 参 数 ,计算 表明 当 V=V.== , 下 时 出 现 超 临 界 Hopf 分 支 , 即 V>V., 且 (V 一 V.) 
充分 小 时 有 一 个 稳定 的 极限 环 ,于 是 当 气 之 后 ,弹性 结构 就 会 出 现 语 振 。 

顺便 指出 , 当 V 继续 增 大 到 一 定数 值 Y 时 ,又 会 出 现 极限 环 的 分 支 ; 当 V>>V, 时 ,有 三 个 


极限 环 包 转 着 在 原点 处 的 不 稳定 焦点 ,其 中 有 商 个 极限 环 荐 稳定 的 ,它们 被 另 一 个 不 稳定 的 极 
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限 环 分 隔 , 北 时 弹性 结构 会 出 现 较 大 振幅 的 窜 振 。 


§ 9.6 Hopf 分 支 的 应 用 


”， 一. 一 类 具有 时 清 的 非 线性 动力 系统 


考虑 一 类 具有 时 滞 非 线性 微分 方程 组 
dP(t) i ; 1 
= duP 二 dN — DT) + FAP) NOG)) (9. 6. 1) 


了 
ee dP ~ 7) + daN() + fAPONG)) (C9, 6, 2) 


式 中 有 和 fs 都 是 关于 PC(2) 和 NCE) 的 二 项 式 ;di,i,j 二 1,2 是 实 参数 ;r 是 正常 数 。 本 有 段 讨论 
当 实 数 4 变化 时 , 方 避 组 (9. 6. 1) 和 (9. 6. 2) 变 化 的 特征 ,分 析 这 类 方程 组 零 解 的 稳定 性 ， 从 而 
得 到 它 产生 Hopf 分 支 的 条 件 。 

引入 trsz(S) 一 Prsvy(S) 一 NIrs) ,把 它们 代入 方程 组 (9, 6.1) 和 (9, 6,2), 然 后 仍 把 s 
换 为 ,并 令 py 二 dar, 于 是 方程 组 C9. 6. 1) 和 (9. 6,2) 化 为 


ED rat) + dry — DD + f(rle) sy)) C9. 6. 3) 
dD 1) 4 dvrylt) + flrlt) ,yt) ) 
de = A t—1) oTY (Ft) + fatty) y(t)) (9.6,.4 


再 引入 


| 加 ee D | 和 EE 因 
04 Wi bh 0 ,A 本 0 dat ,CE)》 一 [sy ;= 请 3 


于 是 方程 组 (8.6. 3 和 (9, 6, 4 的 矩阵 形式 为 . 
LM) = A Dr Amt) +f (9, 6, 5) 
设 C#( 一 1， 0 表示 在 [一 1， 0] 实 二 维 向 量 值 函 数 空间 ， 它 的 两 个 分 量 是 & 阶 连续 可 微 ,在 
自治 系统 式 (9. 6.5) 中 , 设 zz( 人 一 “十 0 yt[ 一 1,0]>R',0E[ 一 1， 0], 线 性 算 子 
A Ct— 110) > RAssC(— 1,0)—> R: 
和 算 子 网 y 
FDIC( 一 1,0) -如 | 
而 式 (9. 6. 5) 的 解 是 8:C( 一 1,0) 二 R? 的 元 素 即 解 把 连续 初 值 映射 到 R?。 
根据 Riesz 表示 定理 ,存在 一 个 2X2 的 揭 阵 函数 
9 1): — 110) > RY 
它 的 每 个 分 量 层 有 界 变 差 函数 且 对 于 所 有 的 YEC( 一 1,0) 使 得 


hp= air 
于 是 
d 
dg 一 | sr lace— 
py .01 


式 中 68 十 1} 为 Diraes 一 函数 。 
定义 1 对 于 gE€C'( 一 1,0}), 有 
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fay 


A 十 he ” 
I dvssi)pe) + Ap+ fe =0 
于 是 , 式 (9.6.5) 可 化 为 
= AGOW Ru AC1) 一 Ais 十 4 (9. 6. 6) 
因为 , 对 于 一 1<9<0, 式 (9. 6. ET -只 ,对 于 9 一 0, 式 (9. 6.6) 就 是 式 


《9.6.5)， 
显然 , 式 (9, 6， 6) 的 平衡 解 是 等 解 ， 考虑 式 (9 人 .67 中 轴 性 算 子 ACp) 谱 的 分 析 ， 它 的 特征 
函数 为 


二 二 的 一 外 dre 


a rs Ndpr— A — pdure (9,6.7) 
pe dor CO— AF a | 
Di = Mw) + iS(w) ew € R -3 G9. 9 6.8) 
式 中 ja) 一 ReD(io) ,Ste)=EmD(iw) ， re Re Pe 
定理 1 设 dr=dzr= 二 一 bp,b>0,duf= 一 al >0: 和 人 Ee 
m), 并 且 pu 满 足 F 列 方程 ， 
bw 一 Hindin a 一 
中 一 媒 十 Huatos2d = 0 
则 方程 组 (9. 6. 1) 和 9. 6. 2) 的 淮 解 是 浙 近 稳定 的 3 
证 明 在 假设 条 件 下 ,由 式 (9. 6.7) 和 (9. 5. 8}) 可 得 … i 


Miw) = 你 一 wt 二 Hzdos2w | (9, 6. 9) 
“gCw) = 2bo 一 in | 《9.6, 10) 


令 MCw)=0 即 解 下 列 方程 
可 —w 士 pacos2w = 0 ce (9. 6.11) 
显然, 式 (9. 6. 11) 至 少 有 一 个 正 根 圳 有 mi 和 阁 数 ) 个 正 根 ;这 we vi -ma 为 奇才 对 二 下 
标 为 偶数 的 正 根 位 于 区 间 | 一至 ,xj 呈 一 1 pe ,由 手 式 (9 6, 10) 可 知 ， Sk)>0, 自 
然 成 立 , 且 只 要 适当 选择 参数 a.6 可 以 有 (二 TSCaD) 二 i 
对 于 下 标 “ 为 奇数 的 正 根 os 位 于 区 间 | xjrj+ 至 | , "1,2,…, 要 使 8(in) > 0 必须 清 必 
25o 一 pasin2u > 0 : 


印 , i 
: 和 We a po, 2 i a 
F< 和 一 join2a po 
因此 ws 注 尾 雇 下 放 程 和 
je 2 wiiaditea = 0 i 本 6;127) 
新 一 电 十 piaacoszaxs = 0 (5. 13) 


由 于 p<pas 且 pn 满足 式 (9 6. 122 和 《9， 6, 13)， :于 是 S(w)>0 人 iii 国友 


> DiS) = 1 


我 们 到 分 支 参 数 为 p 令 分 支 值 为 所 二 min Cok 一 j… 因此 pc 时 ,根据 文献 
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[57]，,4 Cp 的 特征 根 在 4 一 平面 的 左 半 面 , 即 4(p) 的 所 有 特征 根 都 具有 严格 的 负 实 部 ,所 以 方 
程 组 (9. 6. 1) 和 (9. 6, 2) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 定 理 1 得 证 。 ee 
下 面 分 析 当 pw= 六 时 ,特征 报 4=a 十 iw. 实 部 的 符号 。 内 武 (9, 6.7)， 得 
DV=D(atiw) = (atiwt6) + pae +™ 
一 上 影 十 痉 一 w+ 2abt pae “cos2w ti(2wa i Zub— pae sin2w) 
邻 p= -par 的 m+iws 代 入 R40) 县 灌 


产生 如 二 a 2b eo es ‘8. 6.14) 
Zw 十 2 一 Jane 2sin2o 一 9 9. 6.15) 

由 武 (9. 6, 12) vg. 多 13) ,9.6.147 钉 09.6.18) 得 让 | 2 

2 十 “ls 十 一 i =0 
所 以 QO 二 0 或 i 二 os ; 

ye 6.12)、 (9, 6.13), (9. 6, 14) 和 (9. 6. 交友 0 表示 , 则 式 《9. 6.. 

12) 4.9. 6.13)、{966, 14) 和 (9. 6:15} 不 变 , 说 明 上 述 结果 对 ~w 也 是 成 立 的 。 

一 ee [tae™ 0 a 一 7 二 Cae rsinge 十 dj 


X {[(pae cos20 .一 -4 一 Deoazo 十 (pae -zsin2w 十 w)sin2w] 
十 i[ (pae~™sin2w)cos2w," = (ae “copw Re &— asin2w]; 《9 6..167 
于 是 ， 人 6.12) 和 (9, 6. 13) ,由 式 59..5.: 16)，, ep i 


pt 《 丰 十 中 十 旺 (ol 二 殉 
| 


Ce ih 
24.L Ce 十 下 一 从 十 > 
综合 所 壕 ， ' 物 们 得 腊 了 线性 算 子 A401 的 讲 的 分 相 有 以 下 结果 和 Re 
C1)a=a(j) 和 w= (四 是 关于 的 单 谓 增 务 数 ， 如 果 所 = in (pask— 1 和 
om) emind! b= ly “m3 和 和 : 六 一 u(x}= -rhirit fa l., 下 一 1 mi}。 Rs 
(2) 存 在 一 对 复 共 力 本 征 信 x 汪 志 种 eh 一 wj oaraoza， (I> 
O05 Ww — em GH) PaOs. 
《3) 所 有 其 他 的 2x0) 有 严格 的 负 安 部 。 
根据 Hopf 分 支 定理 得 到 ， : 
定理 2 如 果 dr=dwt 王 一 b， b>0, .Anzr= a pz= 比 时 ,方程 组 (9. 6.1) 和 
《9. 6,2) 产生 Hopf 分 支 。 Vs 
另外 ,我 们 又 根据 中 心 流 形 定理 和 Hassard 的 “规范 形 " 方 法 ,可 以 计算 方程 组 C9. 6. 1) 和 
(9.6, eS 这 些 结果 在 此 不 作 介绍 。 


>0 


Fs 


nd : : 
' ， a 1 
9 和 
dy(t) V3  ， (9. 6. 18) 


| ld re 
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XY 1 ~_- i 


因为 已 知 4 一 1 br, 由 式 59, 6. 12) 和 (9, 6， 13) .经 计算 订 得 


并 且 


| a A ja 9 Ee 
“eT gr Vr td) 


因此 , 当 一 内, 让 组 (9. 517) 和 9.6.18) 产生 Hapis 关 有 检阅 分 将 的 一 一 放 分 支 
前 期 媒 是 软 进 浙 进 福 居 有 .其 迹 慨 家 达 并 为 


5Gp)s x Sep) 9 路 ，3 2r SC 上) 习 
zt =| Es 1™ 2 二 | CO5 + 3 sin + +o [Seg te ] 


dE 2 


:| pe 


1{ 2 
SC》 过 .sin 和 和 rol[2 二 多] | 


人 
- 二 、 具有 扩散 和 群体 防 卫 的 简单 食物 鱼 模 型 


1. 简单 食物 链 的 反应 扩散 模型 

目前 ,对 单线 简单 食物 链 模 型 已 作 工 不 少 研 究 ,得 到 了 许多 销 果 ， 许多 支 献 首先 把 这 一 -并 
理 归 结 为 一 组 自治 的 党 微分 方程 ,然后 证 昭 系 统一 切 解 的 有 界 性 和 全 局 稳定 性 ;同时 ,还 利用 
Liapunov 函数 得 到 了 系统 持续 性 的 判 据 ,[52] 提 出 了 改 伟 防卫 的 概念 ,并 对 具有 这 一 特征 的 
东单 食物 链 系 统 的 玖 定性 和 持续 性 进行 了 定 信 分 ,过 过 对 自然 现 象 的 深入 观察 研究 ,这 个 
模型 也 在 不 断 的 改进 和 发 展 ， 

_ 本 服 除 考 下 好 低层 食物 具有 群体 防卫 角力 外 :加 时 还 考 虞 友 简 音信 物 甸 三 :入 多 由 密度 
分 布 是 不 均匀 的 ,因此 ,必然 有 迁 荐 现 介 即 扩 做 现象 这 种 内 有 扩 数 议 类 简体 铭 呈 的 相 风 和 
站 志 鸭 帮 下 的 到 应 扩散 者 程 组 。. 二 


区 = di 和 二 让; 声 (Piik) 二 a 浊 ， 汉 - Sh i + 


ps — 4, bs 


十 Pi[— r+ otP))] — Ppp 


a je 
P08) = Pt) = Pr 也， 00 站 一 Pa = Pi ,POD) = pd, ) =P: 

ee vt 《9. 6, 19) 

式 中 PiCzit)， Psalmt), PCz,n) 分 别 表示 时 低层 食物 .中 闻 展 食物 和 最 高 宕 食物 的 密度 ， 中 

ds 分 别 表 示 三 种 群 的 扩散 系数 ,而 (Pt ,Pi ,P;y ) 是 系统 (9. 6. 19 的 正平 衡 解 。 本 段 将 研究 

扩 艇 对 系统 稳定 性 的 影响 ;分 析 系 统 产生 "Hoptf 分 支 的 条 伸 ) 讨 纶 中 心 流 形 的 存在 ,并 通过 正 

则 化 向 题 ,从 而 将 得 到 系统 式 《9..6119% 分 支 周 期 解 的 激 近 形式 及 其 稳定 性 的 判 据 。 ， 
我 们 假定 ,Pi,)， Fl PY 中 (P3) 是 连续 可 微 的 。 grrysayol 和 os 均 为 正常 数 .上 表示 环 

境 的 承载 能 力 旭 环 境 的 容纳 呈 ， 且 认为 它 是 足够 大 , 隙 (P1,) 表 示 最 低层 食物 在 没有 搜 食 行 
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Ba | 
4 a | 


为 条 件 下 的 增长 率 , 且 假定 满足 : . 
(1) ,0,8)=h>0, Bk, 2 ,Bs, (PLk) SO, CN Ck ,A) <0,Da PsA) SO, Pi>0 
$,(P;) 表 示 中 间 层 食物 的 功能 性 反应 ,县 假定 满足 
(2)8:(0) 一 0,8:(CPi)>>0, 忆 >0, 并 且 存 在 一 >0, 使 得 i 
(3) 色 :( 门 > 二 ， 且 当 0<Pi<T 了 时, (PD)>0; 当 P 一 个 时, @(P,)=03; 当 疡 > 天 时 ， 


于 (PD<0。 的 存在 是 模 所 最 低层 食物 P, 所 具有 的 群体 防 中 能 力 。 
4(P。) 衣 示 最 高 层 食物 的 功能 性 反应 ， 且 假 定 袜 足 : 
(4)B C0)=0 ;BP) >0, Ps>0, ee 


在 Q)~(4) 的 人 定 下 ， 二 考察 有 统 式 (9.6. 6 19) 正 平 筑 角 的 存在 性 ， 如 果 ， 
“A YEranged, (Ps), , 那 公 , 则 类 (9.6， 19) 第 三 个 方程 可 条 ,一定 存在 淮 的 Pp; >0, ,信和 
a (Pi) ~ 各 ey C9. 6. 20) 
es | J ee 
(6)Pi ERange 名 (P31Pi>0, 那 么 ,由 (9.6.19) 第 一 方程, 模 思 障 二 数 定 理 可 知 ,至 
少 存在 一 个 P? NE 


再 由 式 (9. 6 pt 逢 得 Re 
a hi A Ca {9.6; 22) 
六 全 > i re ee 
i OFAPY) ee: 8,23) 
因此 ,由 式 (9.6. a 6. 23) 可 得 i 


“ 引 理工 站 结 (9~ 刀 省 并 四 :2 成立 那么 ， "系统 并 的 EE i 
Cp 团 PEY, 

ea 6. 19) 的 Hopf 分 赤 问 题 和 和 他 亲 件 不 站 可 详 彼 轩 不 许 六 铂 为 
方便 起 见 , 我 们 只 考虑 4d;=4: 二 0,d:= 二 4 ,!= 二 Xf, 的 情形 ， 同时 ， 对 起 (9, 6, 19) 进 行 蛮 换 , 令 Ui 一 
Pj 一 Pr ,i 二 1,2,3, 那 么 式 (9. 6.19) 化 为 


ha es ‘i YI 
Ey :十 让 as 了 w, Se 
an 5 
出 Fu En . 
一 d 3 十 al 十 Mioztts 证 mat 十: A (ii Sl, V9.6.24) 


en 2 = i ee e wd x R+ 
区 be 让 Di di pa LN 0 党 : 0 = en ~ mr 一 站 飞 ne 
渤 学 RT EE 2 和 < y A 村 

忆 可 用 十 -eri 谈 》 记 ps etPD 
1 人 中 wpPEB Pr 


Ps SO: 
BPY) 


a pe i 到 和 i : 
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my 三 一 入 (P7) 之 0 二 ， 
BP; 站 
站 (W112 U3) ,f= Cf fo fy, pe” = (Pp; ,Pz ,Pi )， 式 中 了 表示 转 置 ， 4 ) 一 


sz = [= 六 十 BD )] >0 


Mm, m2 0 0 0 0 Pe 
2 mz AP” si d eek ,4 一 4 式 (9 6. 24 化 为 矩阵 形式 
0 mes 0 How | 
aU ee 
2 | 9. .25) 
U0 # Ut) = | re 
式 中 JU ,是 连 续 可 的， :县 f(0)= =0 ;Duf(0)=0 和 Ge 
1 六/ ， 3 1 Ff 


1 


‘8. 1 Pf; . 
f= 六 Ei 十 Ea 下 2 二 死 ， 小 DR 


uiw, 十 ” 


(9. 6.-26》 


1 5 Ff 


式 中 下 的 二 队 和 三 阶 信 导 | 8 


ap} ! BP ab 3 Pi, dP’ PP, dp? ' WsaP PY 
fs Ff Ff Pfs Ff Ff Ff 


aP?9P,’ api’ apiaPi;” ap? ’ aP, PP 3 和 瑟 纪 诺 "通过 计算 ， : 均 有 可 用 Pr :Pe Ps 和 ,B,D,, 


i ,全 在 (CR P21Ps ) 处 的 信和 表示 出 来 。 这 样 就 把 对 系统 动 (9， 6, 19) 所 讨论 的 
问题 归结 为 研究 式 (9. 6. 24) 或 式 (9. 6. 25) 的 Hogf 分支 问 题 。， 

2. 系统 零 解 的 稳定 性 和 Hopf 分 支 产 生 的 条 件 

现在 我 们 考察 式 (9:6. 257。 人 所 半 名 理论 全 扩散 现象 种 状 体 防 于 能 为 的 简单 宜 物 链 
0 2 


= tic sts € Di. ‘有 滨 3 雹 为 实 的 } 
上 的 光滑 局 部 半 流 .五 Ba=— ue HO ni | #0r = 0 = ,2;3) 并 且 DuR(0 是 无 穷 
小 生成 元 4=4: 十 4:4 的 紧 举 群 , 算 子 A:U-a40 = 二 AiU0 十 Ay4U。 取 DDa= {sinnz,n 二 1,2， 
…}zE [0 时 ,于 是 , 式 (9. 6. 25) 在 U=0 处 的 线性 化 部 分 


:DO 一 Un) 一 0 (956.27) 
的 天 定 于 和 人 化 和 和 的 和 人 的 分 - 设 
y= DD ist Tein 7 
是 特征 信 所 对 应 算 子 4 的 符 征 丙 数 ,也 以 | 
i DI Gert be ee 


ER Ph 


= 之 Cn sa an a 


为 了 使 系统 式 (9. 6. 24) 或 式 (9. 6. 25) 有 非 平 凡 解 , 则 必须 有 


na m0 

ma l 元 ,二 站 sas =0 (9. 6. 28) 
0 mz 一 让 2 
式 中 mm 一 ma 一 de 以 一 1,2,…。 式 (9. 6, 28) 化 为 SY 人 
Do 对 十 ww 庆 王权 A 二 Cc 二 0， 二 1 .9.6.29) 

式 中 a. 二 一 (jmui 十 zz) "br =m umes em — a3z ,C= ma | | 
DB PE) > 0 PLB PI) /BPIY <L, 有 op? nef- a <— op,x 
| 一 ,那么 当 当 rE (0,08,(P!)), 对 于 任意 > 有 we>0， 6c 区 


\ 本 


Flrd) 一 ja 中 -， Pu( 一 本 (5. 6. 30) 
式 中 Re A a Re oi Ra 


2 FF oD, ”PP» 车 
一 二 [mu 下 


+ ar i ao 


ee ti Ci2) oil -2 各 


jor] 


pops 一 aa | a 
Rom ~ daoPy Dt dn?) >0. E 
则 时 ; 式 《9.6.30) 可 转 艳 为 2 


由 浅 (9.8.:303 和 .63 均 亨 知 ; 财 颂 +- 固定 Le ,那么 


另外 ， 当 r+ 二 ws 时 ， ee Dale i )>9, 而 当 x 二 0 村 ,有 有 
ee k.(0, 2) i Pad + 0 Ei C9.6. 33) 
式 中 Fi=—mi>0 人 Ee a FE 


FO= ms [os 上 二 S| 十 a oF, 人 一 :2 十 oPi oPi BB > 0 


FY = gaymnP: BL, - = ee i | | 


十 meldi 


十 osP; $B,} 十 oP; $,B, | 
显然 ,F(0,d) 是 关于 和 严格 单调 增 的 函数 。 
假设 FO 过 0, 则 宥 ,0:89 二 FF 信之 b, 因 此 ,对 后任 总 给 定 的 区 ,一 定 存在 d.,, 使 得 
FAV Cd nad) 十 Fd, nd) + FP = 0 (9. 6. 34) 
由 式 (9. 6. 34) 解 得 站 ee 
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_ pa Vn) ~ sp ae 
dn = i 土改 一 引信 i dF ‘1 (9. 6. 35) 

引 理 2 ， 如 果 t1l) 07) 和 PP<0 戒 立 , 县 .z2 起 , 则 对 于 任意 固定 的 ao 当 六 Et0,0@,) 
时 ,系统 式 (9. 6. 25) 的 线性 化 矩阵 的 特征 值 上 共有 严格 的 负 实 部 : . 

因为 ,Cogs,d)>0, 而 当 4d>ds 时 ,Ff (0,4) 守 0， 性 r 的 一半 有 
<0。 根据 及 outh 一 Hurwirz 稳定 性 判定 冠 理 ， 引 理 2 得 证 ; : , 

由 于 式 (9. 6, 35) 的 右 端 与 6,d, 无 关 , 故 当 ,二 1,2,3,… 时 ， 则 所 对 应 的 入 这 > 

。 我 们 取 使 F,(0,d1) = 二 0 的 di, 于 是 ， 对 任意 d>>diwn 这 1 时 必 有 FF,(0,d) 这 0, 而 F(ao@, ,2) 
>>0, 基 于 引 理 2 同样 的 理由 ,可 得 以 下 定理 。 站 

定理 3 ”如果 (1) 一 (7 和 下 <0 成 立 , 且 了 2 本, 机 (0， 4d)= 0， 有 本 
郑 1, 系 统 式 (9， 6. 24) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 
”车 d& (Cn 本》 则 一 定 存 性 叭 一 的 天 使 Fry.,q) = 二 0， 好。 GmObkr) 下 er 《为 方便 ， 以 下 
均 用 :a 油分 别 表 示 &1551) ,因由 y 当 wE-(nvaBy} 时 ,对 于 任意 # 宕 1, 的 特征 信 英 有 严格 的 负 
实 部 ,系统 式 (9. 6. 24) 处 于 稳定 状态 } 当 一 时 ,Fifr. 0) 二 0 即 民 二 c ;系统 式 (9.6..24) 处 于 
临界 状态 ; 当 et Fmd rn 0 6. 24) 处 
于 不 稳定 状态 i 2 i 

我 们 选取 为 系统 的 分 支 参数 ,= 为 分 支 值 ， 令 p= -+ 一 ,于 是 记 也 为 分 支 参数 ,一 0 
为 分 支 值 。 以 下 我 们 只 分 析 g=0 的 临界 情形 , 即 a(0)6(0)= et0) 的 情形 ， 

根据 卡 丹 公式 ,通过 计算 , 式 (9. 6. -29) 将 三 个 特征 根 分 别 为 


一 站 二 区 < 


= &CA) 十 ia) 一 3 十 * 2 {Bi Ba) 
| Le= at : 一 md 二 一 鱼 士 站 i: 二 EB, = By 
a :WV 宇 有 十 PB 2 RN 入 A 
由 a(0)5(0? 一 c50) ,通过 计算 ， 可 i 网 人 
0) : Se qre) = . di ee 和 {9; 6. 36) 
: w{0) = w = wr = v (9. 6. 37) 
(ea 一 .3mag 十 1— Es | 一 3 df 
站 Fe 
a'(0) 一 Ga 二 有 i (9, 6. 38) 
| us| 1 二 | 十 oPi Bna = 
w (0) 一 《9, 人. 39) 
2 (ea 十 | 
现在 将 以 上 的 分 析 概 括 如 下 ， a 


(1) 对 于 n=1,4€ (0,d1) 时 , 则 4(0)=0,w 二 YB 光 03 
(2) 对 于 任意 * 之 2， 则 有 P。 Cr. :4)>0, 因此 ， 系统 式 他， €. 24) 辽 有 一 对 共 辐 纯 江 根 外 ， 其 
ee 


(3) 如 果 [a? -matb) (1 - 乏 多 


王 ] <3cP 加 那 委 "aC0) 半 0, 这 表明 7 横 过 临界 值 ~ 
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时 ,系统 式 (9. 6. 24) 出 现 Hopf 分 支 。 ) SE a 
“因此 ,根据 Hopf 分 支 理论 ,可 得 以 下 定理 。 : 

定理 4 -假设 (3 一 (7 和 <0 成立, 如 时 dE(0,di)， 有 1 一 生生 
3oP; 罗 ,那么 当 r=re 时 ,系统 式 (9; 6.3 和 4 产生 Hopf 分 支 。 2 

3. Pofhcare: 正则 落 式 发 中 心 流 形 ee 

本 段 首先 把 系统 式 (9， 6， 24) 化 为 Poireare 站 生计 从 中 心中 
人 a 


本 


, {9.6.40) 


ST 
‘ 


sw | Ee 

.. i 0 

式 中 (U1DER' XR,A= A 二 Ash。 i ny 
设 .9=(9iygzy9i)7sinxyg 二 (97 993》7sih 主 分 别 表 未 结 阵 .4(0);A7(0) 对 应 于 本 征 值 

iwo, 一 two 的 党 征 沿 量 , 且 (Y: "eg gr + ig gt i ghiau), A 57 97 a 

a he 49 一 一 il :元 计 算得 


2 人 “ig, i Re 弟 me 和 a 请 i i 
一 a = :0a 0 一 ga ny 4 一 一 苗 ,gy 一 国 9.6, 41) 


ntl 13 12 11237823 


二 站 
9 一 gr + i191 992 = 二 (二 mnqy + Yb gi),g2 = 人 a — mngr) 


= 一 3 Vg + hg ysgs = 二 mi 
21 .al 
l : (9, 6, 42) 
mi —a) tm —b) 2(—m.ta) Vb 


.2M Oy. 1 
式 中 gr 一 (M+ N'Y "2 :而 MoT TA 人 any 


根据 a5=c;, 可 以 验证 <q* ,9 一 1 < 9 一 0。 如 果 (9 3e? 一 0， ,可 计算 得 e 一 2Ee ve， 


1 了 
E gg232 2 Es 1, 2, _ mesmas i 
一 一 ee。 车 取 二 sinz;, 则 |e= "7 me 1 ， 
“为了 本 现 区 6. 40) 的 Poincaré EN ; 人 PoV : 即 
V= PU | . (9, 6. 43) 
0 1 1 六 
| (9. 6. 44) 
Po= [Reg, 一 Imese] 一 | ma hlz. :Phaz., “| SINT 
me ovd _ meme 
215 msm 2d 
Hse volp 十 ma) mab Ve. 
Py mtn 总 1 . Wi 
“+ Pr 让 下 me 0 2 二 一 二- {sinz)™! 
0 1921279323 1277193 Sad | 
Ha Y Be Yo ei pb 
T2212.23 ”1211 71s 
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式 中 | 己 ,| = — V5 (a +6) /mYomtss. 因此 , 式 (9. 6. 40? 化 为 


Es —— PriAPV + GV; | 


VO = Vmt) =0 
式 中 GY 1D= ps CPU 由 式 (9. 6. 43) 和 式 (9 6. 44) 计 算得 


《9. 6, 45} 


> FD 一 0 < | 0 wh 0 
= py 14P, = ‘wo “0 op [- 0. 0! 
‘0; -0 Da: “0 .0 p, 


式 中 Do=a (mm 名 q 一 欧 wb) /mm《a’ 十 5), 所 以 式 (9. 6. .45) 具 有 所 需要 的 Poincare 正则 形式 。 

通过 以 上 分 析 , 根 据 中 心 流 形 定 理 可 知 ,在 YY: 和 上 空间 的 原点 附近 , 且 通 过 原点 存在 
ee | 

{i | 《FA) = Vw, ,Va A)， | Ca | < 3}， 
Pe 公 是 共同 对 ivV， 和 属于 C+ 的 , 服 WOViV31)= 一 DIV Ya:oo | 小。 这 
一 读 中 心 流 形 在 原点 与 V.XR 相 切 ， 这 里 VV. 是 本 征 信 土 jw, 所 对 应 的 本 征 向 量 空间 , 它 具 有 局 
部 吸引 和 局 部 不 蛮 的 特征 。 < 我 们 引入 流 形 片 的 慨 念 即 ， 
= (VI E Cp 是 常数 i 

现在 我 们 把 并 (6.6 a 中 心 放 形 片 CsCx 二 0) 上 ,为 此 ， a 


RE 


=<q''V>, 0 _ 《9. 6. 46) 
于 是 ,系统 式 (9. 6. 45) 由 | 汪汪 a 
二 tz 提 g(t ,T4111) _ ee (9. 6, 47) 
描述 ， 式 中 8g 一 Ge,2 ,Wlz ,2s p31) ,人 一 gs fCOW +oRetzg) i) > : | 
i Wo= LW+ Hlssz Wass O38) ee (9. 6. 48) 


式 中 如 = f(W +2Re (zg) ;1) —2Re(gG), H= hshas hs Wa CW Ws WT .HTReg’ ,Ww 
>=0. 扫 Img 5 厂 演 一 0, 司 时 ,E5c(0,0,j0 关 45C0， Op)=0.W. (0,Q = Wi(0,0, 4)=0 
4. 分 支局 期 解 及 其 入 定 性 A 
下 面 将 求 出 系统 式 (9. 6. 强 ) 分 支 周期 解 的 过 近 形式 ， 月 时 ， 还 要 推 革 它 的 和 定性 的 关 所 ， 
我 们 考察 式 (9.6. 和 ) 和 式 (9.6.48)。 
首先 ,把 多 cc, 和 &C,) 站 原 点 展开 为 甘于 x 和 z = 的 级 数 形式 
g = 5 de zzi + OCzle'?) (9. 6. 49) 


i 


十 Ma : CA 
we Bue 十 OCz|r+t?) Re a ~ (9. 6:50) 
Hi: 


为 解决 本 节 所 提出 的 问题 ， 只 
应 用 式 (9. 6. 43) 和 式 (9. 6; 46)， 经 计算 得 
tl1 一 [ute + *) + 一 Ba 二 有 Wi 和 (9, 6, 51) 


全 一 


= [ts Cz + z) + 这 二 -sinz 十 还 ly, 一 a Ws + DW, | (9. 6. 52) 
17818- k [1 ， 


ws= [Eatz + 2) 十 论 y(z 一 Z)Jsinz 十 [zaw， Vy 2 Tsay | | 
T1129 7 1277t23 mlz 二 


《9, 6. 53) 
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OO 


式 中 本 
人 


_ iz 十 zz : 
i 1 Ss 
Dil2 a PE 277t32 
t= mpeg es my Vb 一 mms mad Wb CO— mb 
0 齐 和 i 一 -eal {9. 6,. 54) 
9 ee tps . ee 
和 Ce 2 加 
bm ma | ma W mami ‘i¢ ab + mma vb 
2 ， 一 一 a 
mi :Io miea es 31799233 


由 式 (9. 6. 26) 9. 6. 51》 《9, 6, 53) 和 (9. 6. 54), 通 过 计算 整理 ,得 
Dm fafrtz tz) a ~— Zia (et 2 — 2IJsinsr | 
: 二 Fale tr: 十 33 中 凡人 e 十 Z}( 之 二 各 站 千 faz 小 ZI 一 到 
十 各 中 tx 一 有 Ja]sin3x 十 [ea Ce 十 z) 十 ia (2 + 2) Wsinz. 
十 Lag (z 十 2) 十 ie 和 oz 一 2)]Wssinz 本 [ag 十 2) 
十 joy 一 习 ]Wgsinz 十 Of Eh Di [a ss -1 2 < 


和 本 ch ‘56) 
式 中 a 全 ,at2 ,a ya 多 ,和 a ph 2, 3 家当 的 
算 , 均 可 由 和 各 各 ,名和 如 发 7 对 于 (Pj, PP 的 二 和 bo sy 
来 。 

”再 由 式 (9. 6. 24) 和 式 (36.5 全 ,得 


SE 4 Eee — igi je 到 w’ 十 人 一 io) — DD: 


py 一 ] 
i 十 2) (zi Dl 十 top ~ 这 Ye 中 -六 2 


古 : 4 一 2) 击 2) (2 - 二 2 十 a ae 和 igd je ye 人 一 z 
Fall(gs + igi) te —2)] + [gial 二 qa) ig 
ey gr a IW 十 [Cava by i) 计 2 各 yt 人 < 多)] 防 。、 . 
+ [ga + geag) + (gst BE 
(9. 6. 56) 
式 中 刻 ; 一 | Wsinsz dx = 1,2,36 . 


由 式 (9. 6.47)、(9. 6, 48) 和 和 (9, 6.58)， 经 计算 得 本 5 
h; = [Ch )zoz’ + (ht )os 有 2 十 (hf Ya int 和 op 由 人 i 
+ (hy )usgz]sinz + OdR|D), .j= 1,2,3 . {9, 6. 57) 
式 中 (六 )a Ci 外)a (好 2 和 (67 wos《h7 )oy (hz )a 通 过 计算 整理 , 均 可 用 a,a 欠 ,a 入 ,a ， 
Ca 和 人 aa 和 42841,2， 3 和 陀 ,gi 二 1,2,3. 表 示 出 来 。 


RMT 人 2。 


sin:xz 二 SinnTy, 
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2 0， 并 一 Zoo4 
2 | Be 


mt i 


yr 章 i te 
Se Son, = St a 


于 是 ,由 式 (9, 6. 57) 一 式 (9, 6, 59)， 得 Se 
ho = TIL ol, + hr aod. ,0 yal. 


n= 


给 


+ Ch) Ch Yl + od T sips 


hu=. [on 二 ud Ch nD, 


#1 


+ rd il, + a nr 


因此 ,由 式 59. 6. 49) 《9. 6.56)、(C9. 6. 64)~(9. 6: 67) 1 可以 和 由， 


(9. 6. 58) 


《9.、6. 59》 


(9. 6. 60) 


09. 6°) 


3 办 二 hoo ”A (9. 6. 62) 
根据 [55j, 有 i a 
i [GHADT EIWAA = hp j= "(9.6.63) 
四 式 (9. 6. 577 僵 趟 (9. 6. 63)， 得 _ 2 
六 主 中 Wsin’ zx dz . | . i 类 
= D4 [aio 一 Ld tO wT + hr Yodals sh Dl 
与 二 1 ， 
1 四 Yi dis (Ra 天 + hi] ， {9. 6. 64). 
仿 w 二 克 %w。，， (9. 6. 65) 
确 二 [ ns zx 县 
! : 人 
本 2 一 二 LLOQ 十 pe ud, Gr ju 
n=1 
CS + he 9:i6. 66) 
式 中 : Se i 的 
mi ve 7 ， mi VB 。 
| a - 岂 ima TO Tm. moma Fl 0) 
Le wi 3 a 一 对 十 多: 2 二 eq Se . 和 ee {1 CO— 2) 
dd rs J dt wy i 
ER (9. 68. 67) 


Ba 一 2) S$ Latbgs 十 这 9 十 a 从 蝶 ) 二 去 二 i g gs 十 at 9 让 (9. 6, 68) 


-ll 


3 
mL ， 
5oz 一 2 3 Eg. 证 a 一 a 0) = i(af es 本 elt: 二) 
kl 


(9. 6. 69) 


2Z91 


gn= SN 间 [Co 册 一 0 Re 


| 这 1 Ee] 
3! | Ws 20 
有 3 一 >， {a ou La 一 I 192) + ea (al 一 3a) Cg + ix) 
上 一 1 
» 1 3 rp R Fj 
古 > [ee 一 这 Je 多 一 io og 
Fl ad lt : 
+ 20gr ~ ig# ) as + ia Pd (9, 6.71) 
a Ee 人 ee 了 
3 3 
Set . Se 站 tig ) a (gg + iQ; ) 
和 es 一 人 ya A) (9. 6. 72) 
“让 式 (9. 6. 38)、(9. 6. 39》 sd $9)~"K9..6, 722, 计 算得 . : 
于 < 
人 C1(0)= lg —2lgul?— i|g Fl 十 广 &4 {9. 6. ?3) 
pe i ' 2 1 1 2 2 
2 w5， 3 2 te 
a ReC (0 TF imagu) 机 Rel Ben). 从， (9, 6. 74) 


二 


ImCioO= 区 [Receog) - 2 $e) ‘(9.6.75) 


由 式 (9. 6.73) 一 式 59. 6. 75) ,得 


pe) = OK) = 0 《9. 6. 76) 


3 T(e)= taint oe), 6 Lcit0) ee C0)] oO (9, 6. ?77) 


VE 


Ble)= Be +Ote') 


B= 二 2 2 > [Ca te) (geqr a 
a 二 pg yD aly) FRete) {9. 6. 78) 
-由 式 (9. 6. 43)、(9. 6， 6.63) 人 一式 (9. 6.66)* 可 得 分 支 周期 解 的 渐 近 形式 如 下 
Vi= 2ecos Fe + OCe) . 《9. 6779) 
os 2 Ea +Oe) ,9.6.80) 
P18 I i 
2 2 pgs < 和 2z 2 和 
… TV， 2ecos 2 示 : 元 2 esin 2 Tt 十 Ofe) (9. 6, 81) 


所 以 ,由 了 二, 二 UPoV 和 式 (9. 6.799 一 式 ce, 6. 81), 得 


P= Pr + [2 eo 
EL Ha 了 本 ， - Th 4 a a 让 


i 经 22 v6 /rin ss lie 次 二 加 te) 1. 7 . (9. 6. 82) 
区 Kz T 
二 r+ st me) f= ja 2 一 天 os 2 
了 12 miz ?和 认 人 
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十 引 -2 30 Vb v6] 2 2 sinz 证 Ole:) {9. 6. 838) 

3 要 

mis PoHag 1 人 
{Pr | 器 Miva ~ & i 
ee: 业 + 划 弃 7 yh ma es Es a ed 


四 
a A9, 6. BaD. 人 
根据 以 上 的 计算 和 和 分析, 可 得 如 下 定理 ， oc 六 
定理 5 如 果 定 理 2 的 条 件 成 立 ; 独 和 人 


(1) 系 统 式 《9. 6. 6) 可 以 从 平衡 点 (CPY ,下 PP? 1 分 嘉 出 : - 诡 中 报关， ,其 渐 近 形式 为 
式 (9. 6， 8 6.84) ,周期 为 式 (9. 本 773 一 


(2) 着 一 /地 VF Zi Pi “区 2 给 二 qd 多) 8 本 Ge ) i Gd tor gr —@# 站 ?下 《6 从 2 1?)> 


Relga), i 6 分 支 的 处 振 概 半期 解 攻 人 36; 站 当 . 式 C9. 6:883 是 轨道 渐 近 稳定 的 。 
否则 ,分 支 周 期 解 就 不 稳定 ， 


4. 例子 we 
为 了 加 深 理解 本 眉 的 结果 ; 现 闫 考虑 禽 扩 Rs 
ap, _ Pi 24P: _ i a 
于 = Pi 一 天 | 一 再 干 2 两 干 164 a 
5 rp hme) -本 学 和 
Ps a 
3 二 了， ”十 再 干 3， 二 一 和 -Fs 1f 和 这 
二 十 了 
24 学 li a 
本 - 《9. 6, 85) 
这 
- | HH 县， gs 和 ,Ph 
到 7 二 PP j Ce | | ‘i 1 
Pi(011) = Pylr 人 PAOD = PMO PE 
P,(0, = Pi = ds 


24P, rs hemi es 


式 中 全 二 1 一 全 ,= FE 二 


2 
根据 以 上 内 容 所 得 的 结果 ,计算 得 Re wp 目 人 入 
d= 0.226294, d = 0.1,， pa r. e 《0， 1, 161890), EE | 
Y.= 0. 461468, P? =:3,. Pi. ,0.3229174 BP; = 1,129921 
w=: 0. 776645, a (0) = 0. 305000 > 0, wy (0) 一 一 0.524093 < 0 四 


PAPr) = 0.174818>.0,.F T5169 0 


从 


由 以 上 计算 结果 可 以 看 堪 ?* 定 理 公 和 6586 在 和 折 


0. 461468 处 产生 Hopf 分 支 。 二 
进行 复杂 的 计算 ,得 ie 
ReC,(0) =— 8. 082493 i a 


ImC,(0) =— 459. 912880 : 
T= ,090183[1 十 -619. Q81889e + OEY] i 


2983: 


有 一 二 16. 1449808 一 Ola) <0 
1 461468, 
en 26. 499977 
因此 ,系统 式 (9. 6. Te Pa920 分 由 人 过 黎 定 的 小 所有 其 渐 
近 形 式 为 
Pi= 3 一 全 079982 . 


LE 


0 Nioso. 776645t sin E 


— 0, 461468 
+ 0.335497 Vr ~ 0. 461468sin 0..976645t sin x + O| ~38. 496977 | 


P= oi — 0.115544 vr 一 0.461468rcos 0. 776645: sin. bs i 


人 渍 > ! 次 :rE EE 和 r 2 00,461468 |! 
+ 0. 049215 /7— 0 a6TI58sin 0. 776645 sin x < 0 
~ Pi .1289%] 一 0.83219D Ar —0. 461468cos 0 776645ts sin z 呈 
7 — 0.461468 


1 F Wr 0. 461468 A 9 a TN 
14 Vr CT 0.. 10604S sin # .0 | 6 9907 


可 于 涛 a 
1 WA 并 确定 四 支 柯 Ao5 
(Diu, y= — yi 
(22r 一 rz 一 0 一 六 ,9 一 1 


(Bi=p+ 7 ry y= 1 
2 讨论 系统 


人 


4 


到 一 f(T rE RRER. 

当 p 存 如 =0 附近 变化 时 平衡 点 的 分 支 情况 ,其 中 f(x, 让 分别 取 而 的 形式 ， 
(Df a pr— zr | 
(Df rs pert 
(fr Epartapr 一 和 (对 不 同 的 ac 有 

3 分别 南 区 9 方法 和 中 心 流 形 方 法 讨论 系统 1 。 
元 一 Ar 十 了 9 一 到 = yy ,zy) ER 

当 参数 4 在 0 附近 变化 时 平衡 点 的 分 支 情况 ， I 

4. 证 明 ， oy We SD 


sn 0Y 一 0， 0 一 0 
和 CE Ci ， i : 
”gt 关 0,B(0,0) 天 07 ， 2 1 
则 gp) 与 和 Coit 必 十 By 世 从 Ye 三 dgng&(0,0)， te 0 
5. 求 下 列 函数 的 普 适 开 折 及 分 支 疼 。 本 
(1)z3 一 上 7 
《2)25 十 pr 十 有. a 
6. 证 明 ， i 
(1D)h 二 十 十 rpx==0; 当 7 关 0 人 
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WU 


过 


(2) 玉 = 十 大 十 rpzx 二 a1 十 azz 是 上 的 一 个 普 适 开 折 。 
7. 设 f;:RIXRxR’ 由 下 式 给 再， 


二 
了 二 一 Pin ， 
3 3 


i la 
各 1S 人 来 /<, 几 =0 在 (rn 几 一 (0.0) 辽 乔 分 角 
8， 证 遇 系 统 ee A 
Ee yp 一 of iD 
二 对 站 祷 安 并 窗 为 夫 补 于 RE 本 区 
| rt ted py | ee A 
n Re 
fn La 
9. 证 明 自 治 系统 5 
.之 一 一 ?十 2 一 (十 2) 


和 a yp 王 (四 十 只 让 
在 A=0 次 出 现 HSpf 分 支 , 红 研 究 分 支 性 央 
10. 研究 下 列 系统 当 “在 0 阴 近 变化 时 的 相国， 者 析 则 - Hep 分 去 的 消 关 定 理 


SE RpER 


解 笃 ( 分 支 参数 xERR)。 i ee 
ro er rn 让 
《1 人 Ee Ee 
le Es . 
《2》 a 
8 一 1 


11, 研究 系统 。- es 


i 乏 . fr 2 . 
te Ye CE RgER. 


| 少 一 pla 一 工 一 By) 
其 中 a€ER,bipée (0, 1 2 
。 (1) 证 明 对 每 个 gE, 此 系统 都 有 只 一 的 人 Ce. 时 引信 
态 随 p 的 奖 化 。。 
(2) 讨 论 此 系统 的 Hopf 分 赤 间 题 。 
12. 如 果 两 个 不 同 的 常生 分 方 奏 系 统 1 
元 二 A 4 7 


站 由 和 


和 
少 一 :4CU)3 十 区 (3 而 
有 公共 的 平衡 点 即 2 
ei ZC = y=0 
在 ==0 处 它们 都 满足 Hopf 定理 的 假设 ,并 且 /和 g 有 关于 >” (oo 和 ?》 (C40 的 Tayior 展开 式 
{分 别 以 x 一 z" (1) 和 y 一 y' (各 的 形式 )， 这 两 个 展开 式 一 直 符合 到 包 合 立方 项 ， si 
分 别 计算 ,人 和 名 之 值 并 进行 比较 - “ …- 
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M0 ra ppstream eg arm: mera en ttre» aaa 
Ea peti red 


第 十 章 源 二 的 数学 基础 与 应 用 


20 世纪 60 年 代 以 来 , 浑 污 研究 的 进度 元 颖 十 非 芝 性 科学 最 重要 的 成 就 之 一， “ 涯 入 这 一 
现象 及 有 关 的 概念 已 渗透 到 数学 ,物理 ,化 学 .天 文 . 生 物 ,力学 .经 济 、 医 学 等 领域 ,估计 它 对 全 
部 科学 (包括 自然 科学 .社会 乃至 经 济 ) 所 起 的 作用 将 相当 于 油 积分 学 在 19 世纪 对 数理 .工程 
科学 的 影响 。 现 在 对 省 沌 的 研究 还 在 不 断 深 入 和 发 展 中 。 

本 章 从 浑 泪 现 条 和 分 析 浑 沌 的 数学 方法 入 手 ,介绍 浑 泪 的 数学 基础 和 应 用 。 


810.1 概 述 
活 沌 学 是 研究 动力 系统 中 一 关 复杂 的 非 平 请 行 为 (性 态 ), 这 种 行为 称 之 为 浑 油 运 动 .所 谓 


洋 沌 运动 ,在 数学 上 ,还 没有 一 个 统一 的 精确 的 定义 ， 但 在 物理 上 可 以 看 作 是 确定 性 的 非 线性 
动力 系统 出 现 的 具有 内 夺 随 机 姓 的 状态 的 变化 过 程 。， 


给 定 一 个 动力 系统 ,如 果 它 的 后 一 刻 状态 取决 于 前 一 刻 状态 ,未 诡 的 行为 取决 于 现在 的 和 
为 ,彼此 之 间 的 关系 是 确定 的 , 便 称 之 为 确定 性 系统 ,反之 ， 称 为 不 歼 定性 系统 。 地 球 绕 日 旋转 ， 


导弹 沿 设计 的 弹道 飞行 ,是 确定 性 系统 ! 投 晕 硬币 、 布 胃 粒 子 无 规 行走 ,是 不 确定 性 系统 。 存 在 
两 类 基本 的 不 确定 性 ;一 种 是 随机 性 , 另 一 种 是 模 类 性 。 日 前 的 动力 学 研究 尚未 涉及 模糊 性 现 
象 。 所 谓 不 确定 系统 是 指 随机 系统 , 即 前 一 刻 与 后 一 刘 状 态 之 间 的 关系 有 随机 性 、 现在 与 未 来 
之 间 在 统计 意义 上 具有 因果 联系 。 

动力 学 撤 开 具体 过 程 的 特殊 起 法 .性 质 和 环境 ,把 系统 抽 旬 为 其 种 数学 方程 来 描述 ,通常 
认为 系统 随时 间 + 是 连续 变化 的 。 状 态 随时 向 连续 改变 的 系统 , 称 为 连续 系统 ,用 连续 数学 方 
程 描述 ,重要 的 物理 过 程 大 多 用 袜 分 斑竹 描述 ， 生物 学 过 程 .经 济 学 过 程 也 越 来 越 多 地 用 微分 
方程 来 描述 .比较 简单 的 是 常 微分 方程 ， 可 以 刻 划 相互 粳 含 的 具有 有 限 个 自 由 度 的 时 间 演化 过 
程 。 目 前 治 济 学 研究 主要 是 用 常 微分 方程 刻 划 的 动力 系统 ， 过 洋人 们 公认 ,动力 订 统 的 随机 性 
通过 三 种 方式 表现 出 来 :方程 中 包含 随机 作 骨 项 随机 系数 .随机 初始 条 件 ( 初 值 ), 浑 沪 学 至 少 
目前 还 不 大 研究 这 类 系统 ,运动 方程 中 既 无 随机 项 ,又 无 水 机 系数 ， 初 值 也 是 确定 的 ， 册 这 类 运 
动 方程 撒 述 的 是 确定 性 系统 , 浑 水 学 研究 的 志 要 是 这 类 现象 。 

确定 性 连续 动力 系统 的 浑 沌 研究 ,已 经 找到 许多 适当 的 方程 ,最 著名 的 是 
E. N. Lorenz 于 oR 


竺 = .07 iy) 


时 2 和 
其 中 "是 Prandtl 数 ,r 为 Royieigh 数 沁 无 二 村 物理 意 文 , 式 (10. 1 1 称 为 Lorenz 方程 。 
最 简单 的 也 许 是 Rossier 方程 
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vy 


FL: 


UL 了 aaa 


Se ‘> 十 2 
dy ， : . 
ri 十 ay - (10.1, 2) 


也 =b+ wz— czl. 


此 方程 的 特点 是 只 有 最 后 一 个 方程 中 含有 非 线性 项 。 
当 各 种 事件 和 结果 仅 在 离散 时 间 上 (如 按 年 ,月 或 日 ) 出 现 或 被 我 们 观察 时 ,需要 引进 离散 
时 间 概 念 .在 天 文学 中 ,如 果 只 考察 近 点 ( 非 近 点 一 般 难以 考 奉 ) ,天 体 的 状态 可 以 按 年 来 措 述 。 
研究 人 口 演化 时 ,比较 方便 的 办 法 是 逐年 而 非 连续 地 计算 人 口 。 对 于 国民 经 济 的 发 展 , 一 般 地 
按 年 国民 生产 总 值 等 指标 来 考察 。 用 计算 机 处 理 数据 , 按 冰 艇 的 时 间 间 陋 采 样 , 就 把 连续 过 程 
化 为 离散 过 程 。 从 某 个 时 刻 开始 , 随 着 固定 时 刻 1,2,3,… ,按照 确定 的 规则 把 某 一 时 刻 的 变量 
值 与 相 邻 时 刻 的 变量 值 联系 起 来 所 得 到 的 方程， 叫做 差分 方程 , 它 是 描述 万 散 动力 系统 的 数学 
工具 。 最 著名 的 例 于 是 Logistic 方程 。 经 过 适当 的 变量 百 换 ， 这 个 方程 可 以 表示 为 
Tl = Mretl — x) ， 全 (10.1: 3). 
2 为 离散 时 间 变量 必 记 控制 参数 。《(10. 1, 3) 式 表明 ,za 时 刻 的 系统 状态 x 完全 决定 了 tn 十 1) 
时 刻 的 状态 zx,i1, 因 而 是 确定 性 系统 。 这 个 方程 有 广泛 的 用 途 ,最 典型 的 例 予 乱用 它 描述 没有 
世代 交 秋 的 种 群 演化 ,知道 第 代 种 群 数 即 可 精确 预见 第 n+1 代 的 种 群 数 。 最 近 20 年 研究 才 
发 现 ， 这 个 形式 极为 简单 的 动力 系统 具有 异常 丰富 的 动态 符 性。 = 
_ 另 一 类 简单 系统 是 四 加 映射。 
es 和 41 二 十 站 一 - Bsint2x0:) ~ mod{1) A dt 1.4) 
6 代表 单位 园 上 的 角度 , 转 一 整 图 的 角度 记 为 1， 趟 过 时 去 挤 整 数 只 留 站 数 ， 这 三 做 虚 1 为 
模 , 记 作 mod(1)。 式 (了 r. 1 人 可 以 模拟 两 个 加 合 非 线性 按 于 的 许 光复 杂 行 为, 可 观 类 到 锌 和 ， 
分 支 及 浑 沌 现象 : 人 
式 (10. 1. he 1， 人 灼 属于 一 二 你 沪 代 ( - 芥 差 分 方程 系统, 一 地 代 的 一 般 
形式 为 4 
加 1 
下 记 非 线性 函数 ,+ 记 参 数 ， 这 类 槛 型 还 可 以 模拟 经 济 避 社会 某 统 ; 如 用 衬 描 述 由 多 种 经 济 量 
产生 的 时 间 序 列 。 车 用 记 单位 时 间 同 陋 ( 采 样 同 隔 ) 内 大 脑 记 住 信息 比特 数 ， 则 可 用 式 
010.1. 人 模拟 学 习 过 程 的 动态 浪 化 特性 。 
描述 二 - 维 离散 系统 的 著名 方程 是 Hencn 于 1976 年 提出 的 禹 章 
i 1 一 a + 
.Ynt1 一 4 
其 中 30 一 -0 时 退化 为 一 维 选 代 (10. 工 37)。 
动力 系统 按 次 淹 之 间 的 关系 ， 划分 为 线 。 一 
性 的 与 非 线性 的 两 类 。 人 
点 是 具有 叠加 性 (图 10. 1)。 图 10. 1 中 ,对 系 
统 施 加 一 个 作用 x, 系 统 会 作出 相应 的 前 应 “一 
(行为 )y 与 2 之 间 有 一 定 的 因果 联系 .以 
3 记 系 统 , 以 二,u 记 两 个 不 同 的 输入 作用 ， 站 


1.6) 


y+ yr 
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ys 分别 记 它 们 所 引起 的 响应 行为 。 如 果 系 统 员 有 如 下 特性 : 即 两 个 输入 作用 之 和 引起 的 行 
为 响应 等 于 它们 分 别 引 起 的 行为 响应 之 和 , 则 称 这 种 特性 为 全 加 性 , 称 $ 为 线性 系统 。 不 具有 
秋 加 性 的 系统 是 非 线 性 系统 。 线 性 系统 不 可 能 出 现 浑 注 。 浑 沌 是 非 线 性 系统 的 通 有 行为 
《generic behaviour), 但 也 并 非 任 何 非 线性 都 导致 浑 沌 。 浑 汪 学 研究 的 是 确定 性 非 线性 系统 ， 
前 面 提 到 的 方程 都 属于 这 一 类 .注意 ,分 段 线性 的 系统 总 体 上 不 属于 线性 系统 ,如 帐篷 映 射 , 订 
以 出 现 浑 沌 。 
运动 方 各 中 以 系数 形式 出 现 的 常数 称 为 系统 的 控制 参数 ;以 参数 为 办 张 成 的 空间 称 为 拉 
制 空 间或 参数 空间 :参数 的 不 同 取 值 对 系统 的 动态 特性 有 很 大 影 响 ， 控制 参数 的 连续 变化 ,在 
某 些 关节 点 上 可 能 引起 系统 结构 和 行为 的 定性 改变 。 泽 沌 动力 学 经 常 在 参数 空间 中 考察 系统 
的 演化 。 随和 条 和 各 各 训 伯 杀 件 对 和 入 榴 和 开 科 , 洗 入 半 在 由 村 者 名 各 和 二 
构成 的 收 积 空间 中 进行 考察 。 et 
动力 系统 遇 内 全 的 杖 坊间 到 窗 太 安 间 的 了 时 
DMXREM | 
其 中 MXR 是 系统 模型 的 状态 空间 ， 即 系统 在 化 过 各 中 所 有 可 能 状态 的 人 全 ;而 可 微 流 形 
ee 2 i , 
:对 加 申 定 的 和 蝴 扣 FE M， ,各 到 动力 系统 中 一 和 二, 记 用 信 对 衣 直 为 | 
| 和 4 4 . 
雪 果 到 定时 间 间 隔 一- 人 动力 大 统 四 得 到 的 另 一 种 偏 区 办 和 六 动员 它 帮 
示 任 何 给 定 zE MM 的 下 一 个 动态 点 B(x)EM。 
微分 拓扑 提供 的 数学 方法 之 一 ,就 是 针对 给 出 的 动态 映射 /: MW ,有 一 种 关于 了 映 负 
的 邻 域 或 近 傍 的 概念 : 建 思 三 是 否 暴 结 构 稳定 性 (structural stability) 的 定义 和 检验 技巧 ,这 
对 于 应 用 科学 中 出 吏 的 各 种 到 由 系统 ， ,判定 它 是 否 在 结构 上 上 稳定 是 非常 重要 的 。 
值得 注意 的 是 , 带 有 浑 沌 的 动力 系统 常常 是 结构 稳定 的 ， 而 很 多 的 古典 的 力学 系统 反倒 不 
是 结构 稳定 的 。 : :， :: 
已 经 有 大 量 的 例子 说 明 ， 生物 物种 或 细胞 的 生长 过 程 、 流体 的 消 流 、 激光 的 发 射 、 经 济 系 
统 , 神 经 网 络 动态 都 在 非 线 性 系数 “加 强 ” 到 一 定 的 情况 以 后 ,出 现 的 浑 流 。 
“一 般 的 规律 县 :就 可 微 流 形 RM 本 以 找到 一 个 不 可 列 的 不 变 子 集 从 使 动态 映射 
bE f:A>A a 
用 先 认 多 个 言 期 点 ,它们 在 4 让 镜 。 由 于 这 些 周期 点 (包括 不 动 上 在 内 ) 的 不 逢 性 和 排 必 人 
就 在 4 中 了 有 一 个 非 周期 的 铀 执 道 , 从 而 构成 4 是 了 的 - -不 浑 沌 集 。 a 
泽 沌 是 关于 非 线性 动力 系统 的 整体 性 质 的 科学 。 应 当 背 出 ; 早 在 19 世纪 末 ， 法 国 数学 家 
Poincare 就 曾 预 言 过 泽 沌 运动 的 一 些 行为 ， 但 由 于 客观 条 件 的 限制 ,他 的 预言 没有 引起 更 多 的 
注意 ,直到 1963 年 Lorenz 第 一 次 发 现 浑 沌 ,从 此 以 后 ， 研究 进展 很 快 :1971 年 ,Ruelle 各 Tak- 
ens 提出 奇怪 吸引 子 (Strange attractor) 的 名 词 31975 年 ， 李 天 宕 和 Yoke 首先 使 用 浑 池 这 个 术 
语 , 并 为 学 者 所 普遍 接受 ;1976 年 ,May 研究 了 一 维 平方 映射， 在 这 个 基础 上 ， Feigenbaum 十 
1978 年 发 损 了 售 周 其 分支 走向 浑 泪 的 两 个 普 适 常 数 并 引入 了 重 浆 鲜 思 想 ; 这 是 一 个 重大 的 人 
现 , 具 有 里 程 锦 的 意义 。1980 年 ， Pomeau 和 Manpeville 最 早 研究 了 Lorenz 系统 映射 的 阵 发 
性 ,1982 年 Hirsch 和 Hu 等 做 了 进一步 的 工作 ,概括 出 了 遗 向 浑 泪 的 第 二 条 典 理 道 路 是 阵 发 
性 (Intermitteney) 现 象 . 阵 发 性 机 理发 生 在 一 个 切 分 支 ( 通 结 分 支 ) 的 邻 域内 ， 而 倍 周 期 分 到 则 
是 义 形 分 支 . 另外 , 通 向 深 学 的 第 三 条 道路 基准 | 周期 运动 (Quasiperiodicity) 的 分 支 。 准 周期 分 
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支 道路 与 前 面 倍 周 期 分 支 和 阵 发 性 道路 相 比 ， 规律 性 了 了解 得 较 小 ,但 近年 来 已 引起 关注 。 

我 国学 者 郝 柏 林 等 人 研究 了 一 个 周期 驱动 的 非 线 性 振子 的 分 支 和 淹 汪 行为 ， 将 闻 期 驱动 
频率 作为 控制 参数 ,采用 分 频 采 样 方 法 来 提高 频 率 的 分 辩 力 ， 取得 了 一 批 比 Lorenz 方程 更 为 
细致 的 结果 。 强 迫 russelator 模型 是 继 Lorenz 模 列 后 又 一 个 能 者 到 | 通 向 浑 沌 的 各 种 道路 并 
存 的 典型 模型 。 我 国学 者 在 这 方面 的 研究 工作 举世 瞩 自 、 

浑 沌 理论 界 已 认识 济 ， 涟 沌 是 确定 性 非 线 性 系统 的 内 在 随机 性 ， 这 种 随机 性 是 由 系统 对 初 
值 的 孝感 依 坊 性 而 产生 的 ， 这 已 成 为 科学 共 间 体 曾 述 浑 沌 机 市 的 重 交 原理 。 另外 ， 厅 统 处 于 浑 
沌 状态 并 非 毫 无 规则 、=- 片 混乱 :相反 ， 这 里 存在 着 复杂 而 精致 的 几何 结构 ， 包含 有 更 多 的 内 在 
规律 性 。 诸 于 微分 支 ,周期 窗口 . 自 相似 层 次 催 套 结构 、 周期 秆 得 的 排序 等 。 人 
果 在 于 证 明了 ,这 些 结构 已 为 一 大 类 非 线性 动力 系统 所 普遍 共有 。 : 

总 之 ， 浑 沌 现象 是 丝毫 不 带 随 机 因 案 的 固定 规则 j 所 产生 的 。 研究 动力 系统 的 学 站 机 制 在 今 
天 有 更 多 的 现实 意义 : 它 说 明 精 确 的 珊 测 从 原则 上 讲 是 能 够 实现 的 ,加 上 计算 机 的 快速 跟踪 ， 
就 能 够 深入 探讨 各 种 强 非 线 性 系统 的 特征 ,开创 1 了 模型 化 的 新 途径 。 男 外 , 浑 束 的 出 现 汪 
支 *(bifurcation) 紧 蜜 相关 ， 译 尖 集 又 常 沉 具 有 分 数 纵 持 征 ， 与 分 形 ”fraetaD) 有 关 。 

沌 学 下 处 于 一 个 建 御 发 展 的 防 吕 的 新 阶段 中 


a 


” 一、 动力 系统 的 浑 汇 

数学 上 对 于 线性 系统 与 弱 非 线性 系统 已 经 有 了 一 系列 的 研究 方法 ， 实用 上 也 大 都 有 现成 
的 计算 机 程序 。 动态 映射 直接 是 一 种 迭 并 过 程 , 擦 理 是 更 容易 研究 ， 昼 自 然 界 的 动态 更 多 的 是 
强 非 线性 系统 ,尽管 它 的 数学 模型 可 能 形式 上 很 简单 ， 依然 可 以 随 闭 所 合 参 数 的 改变 而 芋 现 出 
强 非 线性 ,从 而 复杂 性 增加 ,常常 出 现 浑 沌 的 动态 。“ 

以 最 简单 的 动态 映射 为 例 , 设 一 维 动态 映射 

Fi:[0,1] ~ [oy A 

Feo -一 zl 二。 Sol (10.2.1) 
也 就 是 对 所 取 的 a 常数 ， 函数 形式 是 ek es 


的 二 i a ee 

工 0 (1 2, 2) 
Si 1 a 2 2 全 | 

当 0<a< 二 时 ,局 (z) 是 一 -个 刘 和 前 间 的 民 非 线 人 动力 了 统 的 衣 措 强 .， 是 -种 最 简单 的 

动态 映射 ,对 任何 给 定 的 初始 闪光 zo 相继 的 计算 如 下 

1 一 alw 一 十 1 {10. 2. 3) 


无 论 初 态 六 取 于 何 处 (0 所 zo 所 1) ,动向 或 迁 代 都 是 使 x, 趋 疝 于 不 动 点 z=0( 因 为 140) = 
0)。 即 


Xa+tl 一 多 


limz, 一 -0 
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一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 一 


而 有 旦 这 时 也 具有 点 是 如 的 不 动 点 ,但 是 , 当 式 (10.2. 


1) 的 动态 映射 F; 中 的 系数 常数 。 取 什 大 于 二 -时 ， 刘 线 “1! 
性 特征 加 强 ， 不 动 点 除 z=0 点 外 又 多 了 另 个 不 
zt 即 x' 二 Fi(x"))( 图 10.2)。 不 动 点 恒 落 在 亏 ， = 
的 对 角 线 上 。 ,， . 

为 了 说 明 这 样 简单 的 动态 模 过 具有 非常 复杂 的 
动态 , 取 .a= 1 的 情况 来 分 析 研 究 a 


1 


! 和 ,42z， o<<< 皮 到 和 
Fi | nto, >on Ny , 图 10.4 
交 5 ee | ise . ge 
ea 加 A 8 ds “Qo. 2, dy 3 全 3 2 i: 


它 有 两 个 友和 z=05x' 习 卫 。 册 于 C0) 二 2>1, |Fitz") 1g>1 Wh 这 商 个 不 动 点 
是 排斥 不 动 点 ,在 < 一 不 动 点 队 过 ， 动 点 来 回报 费 达到 最 大 边界 去 与 立 , 小 于 寺 的 动 点 雨 售 


增长 ,最 后 由 到 | 4.1j 的 区 间 , 又 折 回 | 9, 去] 的 区 间 。 
事实 上 ,我 们 得 到 动态 映射 F,|。-, 的 一 个 林 变 子 集 


Le 出 I 上 [Lo, 1] 


pe eo ] 1 Eo 直上] 2 
$5= [和 1 全 了 出 SCtb,1], 昌 - 人 


即 | 


Fl SS We ny 
然后 在 S 中 容易 找到 一 个 周期 3 的 点 . 
省 人 和 z= Fi 条 一 汪 
Xs 一 五 |。 -| 引 =2: 2 


从 李 天 岩 一 一 James A. Yorke;“ 周 期 3 就 有 浑 沌 ”的 定理 就 知道 在 s 中 有 任何 周期 的 | Fh 
| 。 =! 的 周期 点 ， 周期 点 在 S 中 移 分 布 ,并 且 有 非 周期 的 轨 线 在 S 中 再 ,所 以 ,S 是 Fi j -的 一 个 
浑 沌 集 。 点 集 在 S 中 稠 是 指点 集 任 何 两 点 之 间 , 仍 有 点 在 S 中 。 
也 可 以 直 楼 证 明 :在 一 [。， Ju bE 中， 周期 2 的 点 容易 从 
ee 2 
得 i 2 
. Ps 一 也 
To = psrT] = 2psrTe = 2z1 一 4p; 
zy =2— Sr —2— .4p,=p, 
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一 般 的 ,局 期 的 点 
Xe = fist = QT 2 有 
Xe-] 一 3T4-2 = DC?p;) 一 -ips ~ 
2 
得 | 中 0 


各 = 下 
所 雇 ， 周期 二 学 满 闻 5， 任何 两 个 周期 点 之 间 必 找 得 出 身 一 周期 上 而 全 总 有 反复 藻 首 洛 期 点 
之 间 的 非 周 期 点 ,从 而 说 明 S 确 为 FF |。 -这 不 动态 峡 射 的 尝 沌 斥 。 
我 们 还 可 以 更 深入 的 研究 严 , 仍 取 < 一 1 分 析 一 下 它 是 怎样 大 一 个 不 动 点 zr' 派 生出 周期 
2 的 点 ;然后 丸 牧 样 生生 出 其 它 的 周期 点 ;同时 说 贡 ， 这 种 尝 污 集 父 下 的 过 各 中， 在 初始 点 灵敏 
次 定 作用 或 强烈 依 束 初 娩 取信 的 现象 中 表现 出 来 的 机 制 。， 
和 以 后 ,类 式 (10 2， 3) 的 wm 工人 情况 


an 一 工 一 下 一 二 


1 


| | 0 迟 地 (10.2.6) 
和 六 2 
We ae es 0 
Re | ds 2 BE PF EY 2 > 3 010.2.7) 
从 图 10. 3 上 来 看 , 它 等 于 将 一 个 三 角 波 变 为 两 个 三 和 pe 人 
角 线 za 一 mm 之 交 有 四 个 点 ; x 二 0,z5 二 二 村 2 总 ,一 羡 ， 其 中 


i 
x“ 仍 是 FP 1, 的 不 动 点 ,而 ,+ 是 下 | .的 一 个 周期 2 的 周期 让， 
因为 


过 和 过 

下 1.-=:(Z) = 避 一 民 

GD 一 人 
再 研究 由 ， 就 可 以 得 到 一 个 新 的 周期 4 的 F | .的 周期 点 。 如 此 周 .， .图 16.3 


期 倍增 下 去 同样 可 以 得 到 稠 守 .5 的 周期 点 亿 ， 这 是 使 S 琶 咸 Fi| -的 一 个 浑 沌 集 的 基础 。 

早 在 1964 年 ,A.N. Sarkovskii 就 已 经 指出 一 维 过 续 映射 在 有 周期 3 的 辕 期 点 以 后 ,就 有 
任何 整数 "周期 的 周期 点 。 后 来 ,村 天 岩 与 james' 汉 .Yorke 又 在 1975 年 重新 证 明了 这 个 定 
理 ,1985 年 与 1988 年 N. P. Bhatia 与 名.O 〇 , Egerland 引 和 神 了 结果 ,指出 :一 纺 连 续 函 数 的 六 个 
局 期 4 轨道 就 有 一 个 周期 3 轨道 ， Ne 
向 期 倍增 的 过 程 时 ,就 出 现任 何 周期 的 周期 动态 。 

局 期 倍增 以 后 产生 的 浑 沌 动态 本 质 上 符合 李 丈 岩 - Yorke 定理 的 论 十. 
从 上 述 的 动态 过 程 可 以 看 出 ,产生 周期 倍增 又 因为 这 些 周期 点 是 排斥 的 ,从 而 迫使 那些 非 
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周期 点 浑 沥 的 随时 分 离 ,又 随时 靠近 ,造成 和 始点 的 微小 差异 , 远 代 若干 次 以 后 就 明显 地 分 离 . 
例如 , 严 ,|。, 这 个 动态 映射 ,经 过 站 次 选 代 以 后 ,zi -与 z 的 关系 

a = F(z) 三 下 (开本 1 Cr) ) | (10. 2.8) 
在 图 示 上 形成 mm 个 三 角 波 (图 10.4), 可 见 ,只 要 初 人 
差异 在 第 .个 波 内 横 标 ,就 有 可 能 迭代 从 zx, 所 得 
z-。 落 在 [0,1] 的 任何 地 方 ,误差 不 起 过 规定 的 大 小 。 
例如 , 初 值 的 微小 不 确定 是 士 e, 出 经 过 mm 一 log; 


[二 | 的 迭代 ,最 终 将 使 所 迁 代 得 到 的 值 落 革 (0,1) 中 


任何 地 广 * 若 初 值 的 不 殉 定 太 小 是 sxs10-9, 则 在 这 .， rr 
个 误差 容许 范围 内 , 取 m 拉 如 就 在 (0， en 
这 也 就 是 浑 浪 动态 灵敏 依赖 于 初 信 的 特征 。 | 
， ”实用 土 ， 一 电 我 们 发 现 初生 的 狂 小 差异 将 得 成 动态 这 程 中 迅速 分 高 ,我 们 就 昧 矣 有 学 
的 存在 。 要 分 析 这 种 动态 ,我 们 可 以 将 实验 获 操 转 为 动态 的 离 蕉 教 据 , 然 后 措 出 其 光 顺 实验 所 
IN 映射 的 研究 方法 .例如 ， 
对 热管 道 的 不 同时 间 测 得 的 数据 是 : 人 ,Ti ,Css 了 0) CET.) ,其 中 了 Ta 和 表 
Ds 那么 关于 温度 的 动态 就 有 了 一 个 离散 数据 : (TT ,TT (Ts Do) CIs 

+1)，"*…* 有 用工 , 表示 横 标 "了 .是 拟 标 ， 站 按 这 些 点 光 医 出 一 1 
ss 

动态 映射 是 动力 系统 的 两 种 信 映 通 之 一 ,最 方便 的 理解 方法 是 从 微分 方程 

z= / (2) ,x ERO) = TD fol) ys fz))T ， 《10.2.9》 

.在 整个 实数 时 间 都 有 意义 ， ed 空间 , 则 (10. 2. 9) 解 值 的 全 体 可 以 用 状态 空间 
XR 到 姿态 空间 R" 用 和 全 人 本 


gg x RR 国 a (10.2,109) 
对 :二 0 ke 的 从中 向 机 RN 
人 0.2:11) 
就 表示 过 三 的 一 条 雪线 ; 而 取 定 时 间 r 的 偏 映射 
DR" Re , {10. 2. 12) 
就 是 不 论 初 态 到 何 入 都 可 以 从 式 (10 2. 12) 得 知 系 统 的 姿态 从 任何 zx. 和 rt 时 后 到 达 的 zi+1; 即 


i 10.2,13) 
通常 将 下 写成 下 , 称 它 是 一 个 动态 映射 。 i 


; Rl 业 弧 种 在 t i 总 数 设 为 了 (7 ,最 简单 的 物种 生长 异型 是 1 5 的 变化 率 正比 于 P: 
: dP 


ooo i PhP) - a 00.2. 14) 
其 解 是 i a RY ne a 
人 (10, 2.15) 
消除 和 Po) 的 影响， 由 玉生 民生 全 人 全 


:HP 如 一 Ce i -10.2. 16) 
用 趟 (10.2.15) 除 之 ,得 . ， we Sv 计 ， 
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PE + At) 一 et 已 () 0 (10. 2. 17) 
这 全 全 是 全 下 的 竺 放生 全 民生 的 各 愉 枯 局 
PF:[0, + co) 一 [0, 十 co)Pa = 7P, (10. 2. 18) 
FF(z) 一 rzsr=etsp>0 时 ,已 按 (10,2.15) 指 数 增长 到 尤 穷 i<<0 时 ,P 按 (10.2.15) 指 数 下 降 
到 零 。 或 者 说 ,r>>1 时 ,已 按 (10.2.18) 增 长 到 无 穷 yr<1 叶 , 己 按 (10. 2. 18) 减 小 到 零 , 这 时 的 
动力 系统 是 加 
DRX Re R. : .10,2.19) 
R., 表 示 [0, 十 se), 状 态 空 间 是 RXR,， 姿态 空间 是 R,。 上 
我 们 开始 引出 的 F; 也 是 一 个 比较 简单 的 动态 映射 ， dnd si 
的 特征 ,也 同时 说 明了 简单 的 数学 模型 也 会 有 很 强 的 非 线性 效应 ，: 
注意 到 任何 一 个 动态 映射 式 (10. 2. 19) 都 是 过 过 一 种 并 过 各 研究 它 的 不 动 上 及 其 
定性 ,周期 点 及 其 稳定 性 ,以 至 周期 倍增 产生 泛 沌 过 程 ,让 而 ,任何 一 个 静态 方程 转化 汶 沈 代 求 
解 时 , 世 求 欠 代 映射 具有 收敛 性 就 等 价 于 视 选 代为 动态 ,要求 渤 代 收敛 于 动态 的 不 动 点 .所 以 ， 
也 只 有 决定 动态 不 动 点 的 吸引 范围 ,在 范围 之 内 取 送 代 初始 点 , 才 会 有 有 收 合 的 效果 。 ce 
我 们 已 经 知道 , 设 /在 T= {xia 雹 r&b} 圭 是 一 个 二 次 可 微 函 数 ,f(a)>>0,f(8)<<0, 则 有 
一 个 zeE7 使 fro)=0, 称 zx 是 /在 了 中 的 一 个 零点 。 设 有 一 个 芷 数 Md 使 


Po 大 ,Pr(z) 所 2M,( 对 所 有 E 了 成 立 ) (10. 2. 20) 
我 们 就 可 以 用 公式 - 1 ee 
Zon 二 和 一 入 一 12 (10. 2. 21) 


站 文 一 一 个 应 列 fz ) 就 可 以 小 级 于 os 这 就 是 著名 的 Newton 过 从 方法 > 村 ， 
用 这 种 Newton bo eete i te x 2 1 这 
样 HNewtes 迭代 四 2S: Pe 
7 co . 
就 会 收藏 到 了 的 所 有 举 点 双 ( 中 的 二 元, 的 作用 相当 于 一 个 .动态 映射。 如 果 初 娩 各 不 充 
分 靠近 Z( 门 时 ,就 可 能 不 收 伍 。 某 企 迁 代 点 可 能 落 在 ZI)—f 的 零点 集合 一 一 之 中 ， 下 一 
步 光 代 无 法 确定 ; ;或 者 选 代 无 穷 的 进行 下 去 而 汝 有 任 便 收 你 性 ， 4 
.1956 年 ,B. Barna 使 用 符合 8:,S:,Sj, 对 多 项 式 毅 数 上 表 出 . 
， : ERIN (rT)>7( 站 , 当 >eP 时 }: 
其 中 3 MD=NCN 1x)) 是 xz 的 第 次 迭代 ， 
5: 二 {+E 只 | 有 一 正 整 数 m 一 m(z) 使 区 的 第 m ,次 渤 代 薪 丰 zi 中}; 
Si 二 RNLS US:} 三 (有 中 下 泡 S) 或 3; 的 点 zx}。 
证 明了 :如 时: 是 一 个 高 于 三 次 且 具 有 相 异 实 根 的 多 项 式 , 则 5; 是 一 个 Catter 集 ; 也 就 是 说 ， 
这 个 Cantor 集合 下 是.N 映射 的 一 个 不 变 集 ; 它 包含 着 NN 的 所 有 各 种 周期 的 周期 点 ,还 有 非 
周期 的 无 穷 序列 点 。 
最 信 单 的 一 种 Cantor 集合 是 三 进位 集合 安 是 在 [0 RU | 
二 3 十 fo?3 了 十 下 十 吉 * "rt 天] 
的 xE€ [06,1] 的 集合 :直观 地 说 , 它 是 把 [0， a > 开放 间 去 掉 以 后 留 下 来 
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“(10: 和 ‘22) 


的 点 的 集合 。 也 就 是 , 设 
KK, J [90,1] 


从 而 天 .是 2 个 按 眉 非 交 各 个 长 为 3 “的 闭 区 间 之 并 ， 所 以 Cantor r 集 且 是 


k= NK 
它 是 从 闭 集 合 [os 站 到 拉 天 个 并 和 之 后 及 得 到 的 一 个 六 ,1 KK 中 的 基 .1 ,天 在 


K, 中 共和 发 是 2x( | ,一 般 的 是 在 乓 中 去掉 


所 以 , 共 去 掉 长 为 


困 此 Canter 集合 玫 的 长 度 为 零 ， 但 是 还 可 以 证 明 K 有 不 亲 列 个 点 ， 雁 曙 证明 K 是 一 个 自 秋 
密集 ,事实 上 ,车 zE 大 ,对 任 给 的 e>0, 有 交集 中 
(tz—ext+e)NKR 

多 于 zz 的 民 中 另外 一 点 。 因为 ,我 们 总 可 以 选 n 使 <s* 由 于 现在 zE 天 ,所 以 TEK,, 它 必 
属于 区 ,的 个 区 同 之 一 。 设 <E [a;6]， lindate 郑 声 K， 人 asB 
两 端点 之 一 异 于 避 昌 属于 天 。 

从 以 上 分 析 ,天 的 自 移 密 性 ,说 明天 的 每 -内 都 二天 的 极限 点 ， 大 是 一 个 闭 集 ， 这 梯 性 质 
的 集合 称 为 完全 集 。 所 以 ,我 们 常常 称 天 是 一 个 Cantor 密 断 集 (dqiscontinuumy) 。 

K 是 一 个 完全 对 称 集 ， 按 Lebesgue 无 穷 可 加 性 的 积分 理论 来 说 ， 它 是 一 个 Lebesgue 测度 
为 零 的 集合 。 但 是 ， 如 归 用 分 数 维 来 说 ， 它 的 维 数 "二 6. 630929…( 议 $ 10. 6)， 这 种 维 数 的 不 同 
定 义 隋 形成 的 差别 正 显示 出 现今 数学 方法 建立 于 线性 分 解 、 线性 可 加 性 基础 上 的 局 限 性 。 

我 们 这 样 对 密 断 集 天 的 分 析 ， :从 萎 态 方程 求 根 转 入 Newton 迭代 方法 ; 及 计算 上 的 选 代 
过 程 表 现 出 动态 映射 N ,在 Barna 痊 由 的 条 件 下 ,证 明天 是 入 的 二 个 洋 学 不 变 集 ,可 以 比较 
天 与 非 线性 .分 数 维 、 浑 沌 不 变 集 的 关系 ， 使 我 们 对 这 种 非常 有 用 的 集合 有 一 企 芝 和 人 
象 ， et 


二 二 、 尝 池 的 定义 


源 泪 指 的 是 动力 系统 的 尝 泪 ， 也 就 是 浑 的 动态 完全 由 B:MXR>M 所 确定 ， balm 
用 动态 离 敬 模 玫 所 珍 现 的 勒 态 庙 射 Ps 有 来 刻 划 , 从 而 有 动态 的 送 代 过 程 ' 


Yu+l = F(z) ee Ps 


上 ,我 们 就 是 这 样 来 分 析 它 的 各 种 动 大 特征 的 ; 我 们 发 区 了 它 在 a 


> 计时 ， ,出现 浑 沌 现象 ， Ve 
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… 种 “确定 性 "(deterministivity) 现 象 ; 浑 沌 是 一 种 强 非 线 性 动态 ; 海 沌 是 相对 于 一 些 “ 不 动 点 ” 
“周期 点 "特定 形式 (qistinct forms) 的 .一 种 未 定形 的 交 珊 于 特定 撑 式 间 的 学 序 状 态 。. ， 

30 年 来 ,在 应 用 科学 的 各 个 领域 逐渐 发 更 也 这 种 带 有 普遍 性 意 谈 的 螺 沌 现 郑 ; 从 数学 上 
分 析 , 强 非 线 性 动力 系统 党 出 现 有 浑 涉 现 象 ; 它 的 出 现 常 件 有 排斥 性 的 木 动 长 和 员 期 各 的 存 
在 ， 囊 丰 巩 并 汪 网 居 丰 的 者 放 性 信 贡 汪 是 此 全 拓 遇 不 生 于 的 和 在 商 浊 肌 本 克 的 本 和 

本 本 计 汪 于 抽 必 生 入 全 各 有 天 直 作 几 旺 的 本 用 Rs 

1. 二 维 马 顺 形 映 射 1 , 和 

4967 年 ,S. Smale 给 出 著名 的 马 基 形 映射 例子， 开导 光 研 和 天 的 方法 :而 
在 看 起 来 ,马蹄 形 的 延长 、 人 3 a 


让 我 们 再 一 次 来 分 析 Fi(z) 式 (10. 2. 2) 是 怎样 在 去 <a 信 1 时 形成 浑 浅 的 。 


F -中 -二 se- 划 人 :人 


本 2z， i 10: 2.23) 
PU ~ : | 和 


Oe eR 
《2) 将 扩张 了 的 区 间 部 分 ( 即 [1,] 这 一 段 区 间 ) 再 折 成 一 
半 回 到 原来 的 长 度 ( 图 10, 5) ,扩张 性 质 就 反映 出 邻近 点 
的 分 离 ,所 以 其 后 滁 将 灵敏 地 依赖 于 初始 条 人 御 4 面 拆 罗 的 :过 ho 六 
a eth eA ph nie 
坊 序 列 的 两 大 特征 : ， . 让 a 3 
关于 二 <o<l 的 一 _ 般 情况 ， 扩张 折 妥 以 后 识 不 会 而 本 村 ,人 站 
as 点 出 现 ( 图 10. 6(a))， 而 生 经 Ri 扩张 折 回 的 点 不 会 落 在 0 到 2a6i 一 4) 之 间 ， 
区 非 2 二 1 时 它 折 满 了 [0， 中 区 网 外 (图 10; 6t)) 疡 二 的 旧 贡 最 维 将 各 在 i 
oy) 

| ' 的 共同 之 册 ( 作 iip. 6h))。 
,这 和 扩张 晰 凶 舌 描述 的 于, 机 射 感 理 , 绽 季 拘 出 


… 现 于 注 委 阅 机 二 的 下 外 还 方形 QBCB 涤 拉 发 
hd 的 Smale Wi 
和 钢 躺 ， < 和 
: 0 Cn i 
二 《天才 旭 [这 汪汪 在意 妆 组 0: 史 ,25)》 
的 一 宁 肌 身 7 它 物 @ 诡 淡 由 种 马 
蹄 形 的 集合 (图 10. 7) ,用 Q, 与 好 |! 宕 订 这 位 qty 的 


tb 、 两 个 部 人 邹 ! 写 A)=4'19B)=B' ,PC)=C' ,gD) 
图 10,6 一 D'。 用 PP, 与 P, 窗 示 道 象 y1(Q,) 与 71(Q,)( 图 
-是 图 10.1 已 经 标 册 了 这 个 范围 2 


10.8)。 La 
设 G) pq 容 忆 和 PP 内 蚁 射 ， 有 

“2)】 9p 让 :3D 边 和 .BC 边 是 闭 胀 ,而 在 AB 边 和 .CD 边 收缩 。 hs, 

像 Qs》 表 为 图 10,9 中 的 阴影 部 分 ,而 像 wKG,) 是 类 似 的 , 它 是 “平行 " 王 HKQ,) 的 一 种 曲 
带 城 集合 Q 站 闻 (@} 就 由 图 个 部 分 组 成 ,每 二 部 分 是 一 个 矩形 ¢ 图 -10:10): 仿 此 ,继续 下 去 ,我 
们 就 得 到 一 个 集合 序列 ; 它 的 第 x 个 集合 @ 门 (和 @) 将 恒 分 裂 为 个 拭 形 部 分 ,它们 的 垂直 边 
部 大 时 AD i A moo 时 趋 于 等， bn 二 
2 : "A Qo) 和 ao. 2. 26) 
是 一 i ea 与 4 风琴 条 全， A je 


sy 
g 
sg 


NW US 
LS 
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图 wg 1 


人 
Ny) 
由 于 驴 站 gO) =P,UP, 所 以 相关 得到 的 和 全 正 是 在 n>0 时 所得 灸 个 轩 一 个 go 后 表册 
的 集合 。 因 而 与 也 迷情 况 一 样 ,集合 :. 2 
Y a ngw) : 10.2.27) 
是 AB mL A dd 0 ,将 式 610. 2 26) 与 G0. 和 27) 的 两 个 交集 
再 相交 就 消去 了 45,4D 二 边 的 作用 ,构成 ?的 一 -个 不 变 集 (Cinvariant set) 
A 人 XA (10, 2. 28) 
其 中 Zi 光束 数 集会 ， 这 梯 一 作 集 合 是 两 个 Cantor 集合 的 乘积 集合 , 即 尾 一 个 二 维 平面 中 的 
Gantot a A 9 将 映 人 即 . 

到 A {10.2.29) 
进 一 步 分 析 ( 见 10. 5) 可 以 证 明 ， 和 4 中 有 无 穷 多 个 9 的 周期 点 ， 它们 在 人 中 再 ， 而 且 述 有 一 个 
非 周期 的 租 于 :4 的 轨 溢 4 所 以 , 久 所 式 (16.2. 29) 表 出 的 动态 多 价 有 一 个 汉学 的 六 全 合 4。 

名 .… 髓 避 仿 微分 方程 的 浑 沌 解 ，… 
.9981 年 ,A eat 了 生 术 于 时 间 和 分 和 和 个 上 Geell population》 的 
多分 说 人 问题 Ey: 


Tg 


3 ly 3 # fru) 


i E 和 (A) {10. 2. 30) 


{t,x) 后 D= [090,00) x A [0,1] 
其 中 Ci (4) 表示 在 A 上 所 有 正 的 一 阶 连续 后 数 的 集合 ,x 表示 虫口 的 分 裂 程 度 ,xz (tyzo)8z 十 
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ok8zr) 表 示 虫 在 :一 如 时 工 值 落 在 La a 要 上 647) 澡 开 未 季 宰 博 系 生 六 程度 
的 速率 ,右边 的 函数 f 与 虫 的 再 生 有 关 。 | : 
首先 ,由 于 式 (10. 2. 30) 的 稳 态 方 程 


az) 绊 = f(z uz EA 2 | (10. 2. 31) 


有 满足 w。(0) 一 2, 的 内 一 解 roofz) , 它 就 是 式 (10. 2. 30) 解 集合 中 的 一 个 不 动 点 ， 虫口 偏 微分 
方程 初 值 问题 的 解 集合 是 一 种 动力 系统 , 它 是 从 状态 空间 Ci (4)X[0,cc) 瞻 入 壶 硒 窗 间 C+ 
(4) 的 一 种 映射 Ys i 
Cr (AY Xx [0,00) 一 C+ (A) i 
(TI Sv) oF WT) se 
A > 
1 SCi (MOA e102. 33) 
就 是 式 (10. 入 3 双 的 一 个 偏 且 身 ， 它 是 CiX) 集 邹 上 的 一 种 动 太 映 射 。 ay 
由 于 现在 :GE [0:0o0), 所 以 它 表 示 动 力 系统 式 (10. 2. 是 一 种 六 (emnilon》, 电 是 在 
穷 维 函数 空间 C. (4) 上 的 一 a 它 的 特征 是 i et 
二 沁 ( 己 等 映射 ) i 
| . S * 5, = 9 tys > 0) 2 p02. 3 
然后 ,可 以 证 明 ER 
= {EC (Mv 及 
Vo = Iv €E Volvlr) < wr) sr EE A 
都 是 5 的 不 变 集 ， 特别 是 对 于 不 动 点 三 vCz)? 有 | 
SW lr) = = Wolz). 、， (10. 2. 36) 
1983 年 ,P. Brunovsky 进一步 眉 改 了 A.Lasota 的 论证 方法 # 证 月 工 3 和 的 所 有 周期 点 的 
集合 在 Vu。 中 笛 , 并 有 一 个 vwETVv 使 v 的 鸭 六 在 ,Ye 中 稠 ， V。 是 8. 的 一 个 滩 沌 集 ( 见 
$10. 7), 
从 上 阿 个 便于 ,我 们 可 以 各 庆生 的 六 。 
定义 车 下 是 在 个案 合 世上 的 照射 , 没 在 光 : 中 有 二 个 统合 4CX 使 4 是 所 的 下 和 
FA—A 
丈 中 有 无 穷 多 个 下 的 周期 点 ,这 些 半 期 点 在 人 中 再 ， 让 的 下 的 非 周期 轨 线 ， 则 称 
4 是 五 的 一 个 浑 滞 集 。 - SEE 


RN 


“(10, 2. 35) 


1. 三 足 三 角形 序列 1 和 

1988 年 ,]. G: Kingstoh 认 闪 站 全 交 L. Synge 在 美国 数学 月 刊 8~9 人 
“ 垂 足 三 角形 序列 "文章 ,指出 1897~1925 年 英国 剑桥 大 学 出 版 的 E.W. Hobson 所 著 平 面 三 
角 学 教科 书 上 有 一 处 关于 垂 足 三 角形 序列 递 推 式 中 的 错误 ,加 以 改正 ,引伸 出 一 些 新 的 结果 。 
接着 ,1990 年 Peter D. Lax 在 美国 数学 月 刊 5 月 号 上 利用 委 居 觅 对 苔 出 各 中 三 角形 治 列 的 各 
态 历 经 特征 ， 

一 个 给 定 三 角形 工 生成 的 三 角形 序列 {了 。 rw 是 T2017,= 人 ) 的 要 是 三 角形 ,T.+， 
的 项 点 是 荆 . 三 个 高 的 垂 足 。 设 4,8,C 是 给 定 三 角形 的 三 个 角 , 它 的 垂 足 三 角形 的 三 个 角 是 
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ep he Em mt mt mi rm 


如 ,BC 出 当 4,B,C 都 是 说 角 时 ， 


Mr me a (10. 2, 37) 
当 4 是 钝 角 时 本 
Mn A =24—nB = 28,0 = 90 
当 召 是 钝 角 时 
2 | Be2B-rA =240=20 * (10,.2,'38) 
当世 是 蚀 第 时 p 和 各 RS Soy 
一 2C 一 xr, 4 一 24,B' = 2B 
Lax 称 这 样 的 映射 机 
PiA,B,C -At, B,C 《10. 2. 39) 
是 委 足 亿 射 (pedal mapping)。 


”我 们 再 对 这 种 垩 足 映射 做 进一步 的 分 析 , 先 讨论 一 个 单一 的 角 人 4 的 答 是 瑞 身 ， 然后 得 到 
类 似 的 B 角 讨论 ， as dead ot ei die ae TR 
垂 足 三 角形 序列 动态 的 尝 沈 辣 。: 和 

单一 的 4 角 ， 它 的 自足 映射 是 


0 (10. 2. 40) 


召 或 C 是 钝 角 时 4 一 24 
令 o 一 二 4 和 一 二 4 则 (10.2.40) 有 简单 形式 
一 2 一 2 0 生 a 扫 1 , 
d=2a—2 1a? “| C10, 2. 41) 
Fe 2a i ea <1 
由 此 得 到 4 角 的 生 足 映射 图 10.11) a 
| We | | -0&4a&l 
22 一 2 1 a 2 
排除 掉 退 化 情况 (图 10. 11 中 的 虚线 部 分 )， 即 那 吾 丫 终 将 三 : 角 
形 退 化 为 宣 线 的 情况 , 便 得 到 次 一 角 单 值 季 赴 映射 (图 10-11 
plated 


(10, 2. 42) 


A | ogz<1 四 
falx) -| (10. 2. 43) 
2 一 2r， 至 生 zS3 


这 正 是 FF |.-: 的 情况 式 〈10. 2. 6) 。 人 已 有 - -个 浑 


本 学 es i 1 ， 
ed 了 让 am 本 
1 攻 cc 站 
所 以 ， 我 们 有 了 和 中 二 角形 序列 动态 的 译 让 集 i 
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5 “Sa XS Hp 10.2.44) 
2 物种 存活 数 的 生长 神 型 2 op ， 
: 在 不 考 上 就 存活 环境 的 限制 条 件 下 ， 和 PC 的 交 化 训 和 是 比 于 
现时 的 物种 总 数 , 所 以 容易 用 微分 方程 表示 出 这 种 生长 模型 是 
2 PO) 00:2.45) 
它 的 解 组 是 Se 
PE) = PoOer . 到 《10.2.46) ， 
它 训 是 一 种 最 简单 的 动力 系统 
3. :R+ X RL R, CR 是 非 负 安 数 人 ) 
(Ps,st) = Poe*: 3 
若 >0; 它 是 一 种 裕 数 增长 的 生长 模型 , 当 :->oo 时 ， PC -< 物种 部 出 现 昌 作 , 革 4<0, 当 
too 时 , 则 了 (2) 一 0 物种 消灭 。 
如 何 然 式 (10， 2 46) 得 到 动力 系统 的 动态 映射 ， 可 取 好 二 mn 一 二 "讨论 动态 离散 译 到 
如 PCGD)， Pi=P(t) ,PP P=Ptn) 大， ; 
. Pt, = POO)ers+t ,Pp, = POO)es 


(10. 2..47) 


Pi = ep, Ci (10. 2. 48) 
ps i 
| PMA， 《10. 2. 49) 
当 k>0 时 ， ise>litco 对 ， 一 el1; 所 以 物种 生长 模 理 的 无 限制 条 件 下 的 动态 觅 和 是 
Pl 一 0 02.50) 


这 是 一 个 典型 的 半 流 式 动态 耽 射 ,纯粹 从 式 子 上 来 分 析 ,每 (2 二 9) 是 它 诬 一 的 一 个 不 动 点 ,< 
1( 即 |F'(0) |<<1, 且 注意 现在 0<4<<1) 时 ， dae 014>1 时 , 动 
态 是 整体 发 敬 于 无 穷 的 。 

更 接近 事实 的 生长 模型 应 对 式 (10. 2， i 生长 有 一 个 极限 值 的 限制 , 当 PCz) 
超过 工时 ,虫口 (population) 数 下 降 ,环境 被 存活 虫口 挤 满 ,没有 足 人 驶 食物 养活 ,所 以 只 在 PC 
< 工时 , 贝 口 继续 增长 , 故 生 长 模型 应 该 选 为 : 

Te = PO ~ PO) (10. 2. 51) 
P=L 时 ,经 E01P>L A 时 ， 等 >0。 将 式 (10. 2, 51) 经 过 积分 变数 变换 ,分 部 


积分 方法 可 以 得 角 

LPoes 
了 一 已。 中 Poe™ 
特别 是 取 工 = 1 时 ， 虫口 数 就 是 一 个 百分数 。 在 取 工 = -1 局 ， 用 式 (10. 2. 人 Pp re +") 
P(A PLP.), 就 可 以 得 es 


PY) = C10. 2.525 


Pn ee. ， 0.2.53) 
机 小花 国 的 应 用 区 Ga 2. 49) 就 得 到 生长 动态 映射 | 
“pi rp,(t— Pp,) Ea (10. 2, 54) 
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这 种 从 微分 方程 到 动态 映射 的 转化 工作 ,十 分 有 用 ,通过 这 种 转化 ,就 可 以 具体 分 析 系 统 的 不 
动 点 与 周期 点 的 分 布 , 并 可 直接 从 这 种 非 线 性 映射 探讨 映射 中 的 非 线 性 参数 达到 的 “强度 以 
后 训 会 有 浑 沌 出 现 .. 所 以 ， 人 2 OR equa- 
tion} 或 计算 化 方程。 
通常 把 动态 映射 式 (10. 2, 50 写 应 
F(x) = bz 一 2)0<5 委 10 扫 zz 扫 1 (10, 2. 55) 
或 写成 a 
Flx) 一 rzfl x),0 rR40RrEl 《10. 2. 56) 
它 与 前 面 所 讨论 的 F， (zx) 在 二 训 处 有 类 似 之 处 ， FuFs 1 ee. , 


都 在 zx 一 寺 达 到 极 大 值 ;是 在 = 一 去 出 现 从 :开关 极 大 1 
Fs 在 x 一 二 省 一 奖 江 前半 后 权 大 (图 10. 12)。 


“ 当 0<Cb< 去 时 ,(zivzvt:) 图 未 中 的 对 角 线 评 一 zt 

人 人 和 全 
= 4bz(T x) 

的 一 个 站 同时 ,x 0 也 是 动态 瞻 射 的 一 个 等 点 ; 

一 5<1 时 , Cz.3z41) 图 中 的 对 角 线 x 二 zz 交 六 动态 映射 的 两 个 零点 


z= 0,x" = (45)7! = (10. 2. 57) 


它们 是 动态 的 末 个 丰台 : 也 就 是 守 始 点 选 为 一 个 不 动 点 时 ,相继 肌 射 给 出 的 动态 使 它 不 动 ， 
我 们 最 感 兴趣 的 就 是 这 种 不 动 点 Se bind 


2 


ae : 2 : 
et FD) 世 本 0.2.58) 
FF 有 一 队 和 续 导 数 出 当 了 有 一 小 给 出 Ce 
; i 人 2 59) 
ep en | i 
Fe) 
并 十 Btl 二 F(z 二 6) 
的 Tayior 诗 开 近似 趟  ::.. . Se 和 六 
F(z+6) Ss FOX) + F(T)6, 

识 有 ~ 3 

ki | (10..2, 60) 


宙 荐 |F(| > 风 过 二 的 点 在 到 作用 下 的 像 ， 从 三 相 继 的 运 亢 ， 所 以 不 动 点 是 不 稳定 的 ; 
若 iF《z)|<1, 则 近 工 的 点 收 合 于 ,所 以 不 动 点 工 是 稳定 的 。 


”例如 ,在 $10.2( 一 ) 中 ,我 们 已 经 对 后 使 用 了 这 个 道理 ， 在 zx 关 喜 时 ， | 本 (x) 二 24, 故 当 


0 之 a 之 二 立时 , 瑟 的 唯一 不 动 点 二 -0 是 稳定 的 ,zx 当 x po 时 ， 站 于 z= 0; 当 一 ><a<l 时 ， 两 个 
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要 


8 A 
Be 1 


不 动 点 z 一 0 与 4 一 地 殉 和 本 是 不 证 的 不 动 点 ， ,也 二 尾部 是 排尿 的 不 劲 两 ， 
关于 Fs, 从 式 (10. 2. 55) 得 知 所 (0) 一 乱 , 所 以 ， 6<1 1 (或 "<D 时 ， 不 动 点 = 一 0 是 一 Ra 
稳定 不 动 点 ,而 当 b> 二 (或 /> 1) 以 后 ,z=P 这 不 动 点 全 是 不 稳定 的 不 动 点 ; ;但 是 ， Been Li 
后 ， 另 一 个 不 动 点 人 4 一 起 (0.3 2 .57) 出 现 ， 而 县 本 为 ee 
: Fr") = 全 bz|,- ,一 = 20 站 20 | - 了 汪 2.61) 
它 在 > to py es js 所 以 ee 
| 二 1 一 《4 : 
,在 了 < (Cl<r<3) 财 ， 是 一 个 和 证 的 不 动 点， 从而， 


br 时 0 2 


ot 


本 <b< 三 ， (creD a ~ 


人 
在 6> 半 ,7 之 3) 以 后 ,zx 二 0,7+ 二 zz 两 个 不 直上 者 是 排斥 的 不 入 点 。 
事实 上 ， 在 羡 <b<1G3<r<4) 时 ,z=0 0,z 一 的 排斥 ,不 稳定 性 追 使 其 亡 点 的 动态 发 生 


两 种 情况 : 二 种 是 闭关 刘 志 处， 种 是 请 几 产生 新 的 周期 上 后 者 可 以 从 
Ee le a el ee 


{10. 2. 62》 
人 


|» 


1 1 证 
0 二 


4 a 
tS ; 
人 ?如 中 


它 粗 对 于 ;而 言 ,就 等 于 有 -个 一 -同期 序列 .六 人 
了 (二 下 本 CD eR) mf 

就 政 的 相对 千 参 数 的 变化 而 言 , 当 r<3( 如 取 +=2. 719) 时 oz， 是 站 的 稳定 水 动 点 | ,但 +>3 

(如 取 7 二 3. 416) 时 ,z* 是 枉 的 不 稳定 不 动 点 (图 10. 13)， 全 FF3 相对 于 对 角 线 发 生 波折 ， 从 而 

产生 新 的 不 动 点 < 和 了。 


Bn 
Es 
a os 10 x 
We) r=2,712 : (By 7 sis i : 
加 es | i 10.13: 人 a 


关于 erf esf 序列 的 稳定 休 问 是 如 下 ea 应 着 二 
e+ Bre = File + B) = Fal(Fale + 6.)) 
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Ce ea pm Tr 


Taylor 展开 式 给 出 + 
a 2 


OPCD = CCe)) = (PEAY 


入 是 .不 上 
机 CFEC) Fr) 
所 以 ， 在 xz" 隆 5 的 增 大 而 失 寺 和 站 出 后 s 风 在 的 斜率 大 于 1 图 10. 13( 芍 ), 这 时 玖 就 与 
rt 新 它们 开始 出 现时 , CFECe)》 一 人 PiCPD) 一 1, 随 着 5 的 增加 ,斜率 下 降 , 所 
以 ， 在 4 稿 稍 超过 有 3 时 ， 所 生 序列 交 义 收 伊 于 。， re,f ,而 当 5 再 增 大 时 , 斜 举 得 下 降 , 最 后 
当 6=0. 862.… 时 ， Cacpy 变 为 小 于 一 le; 了 循环 就 不 稳定 。 类 似 地 ,我 们 就 进一步 讨论 映射 
zate = FILPY(Z)] = Fz,) 
dedi nl pg er pg ehh ets si 
ee es diols wl 

Rt 669201… | (10. 2. 67) 

各 值 是 - 2 :点 特 环 分 支出 at 点 怎 环 的 值 ,不 过 , 当 ji b= 0, 892. `。1978 年 ， 
ML Felgenbasrm 曾 就 分 大凡 列 的 这 个 站 

‘be = ‘0. 892. 

论证 耶 它 换 历 有 不 变性 i 

ee 
周期 2* 随 ->co 的 素 乱 (noisy) 循 环 。 所 谓 “周期 2* 的 紊乱 循环 ? ,是 指 在 .0<z<1 中 于 个 不 
相交 区 间 内 的 轨道 会 在 一 种 序 贯 次 序 中 出 现 ,所 以 在 2? 选 代 后 轨道 常常 回 到 同一 区 间 ; 另 一 
方面 ,在 这 些 区 间 中 的 一 个 区 间 上 了 名 一 种 初始 条 件 ;F? 生成 的 点 将 在 这 个 区 间 中 浑 沌 。 再 当 
摧 大 时 , 议 些 区 间 就 互相 成 对 合 其 , 计 乱 的 2? 循环 变 为 2 紊乱 循环 ,这 是 在 4 超过 一 个 临界 
什 厂 而 出 现 的 事 ,而 且 , 也 符合 式 (10. 2. 64) 的 同一 关系 ,特别 是 在 6 趋 过 互 时 , 浑 凡 运动 就 
在 一 个 单一 连通 范围 中 进行 。 

,我们 已 缀 知道 ， 从 生长 的 卫 分 方程 模 旬 导出 它 的 动 太史 遇 起 (i0， 2.56), 即 


en Ftx) = rx - 一 - 2)， 0 一 > < 扫 汪 | C10.2. 65) 
Edi 六 映射 自 身 的 - - 神 遇 射 ” 2 


靖 .00011010<r 扫 4 《10. 2. 66) 
对 于 这 种 模型 ,我 们 可 以 从 形式 上 将 [0,1] 的 限 删 打 消 或 同时 也 
把 r 整数 上 界 为 4 的 限制 兴 挤 来 进一步 讨论 ， | 
首先 , 把 式 (10. 3 467 的 定义 城 与 变节 才 扩 [0， 1 的 限 补 :et 
研究 : 
Fr) : = rz(l 2 ,< 区 
-< 二 co 10.2.67) :sd 
则 当 r>1 时 ,不 动 点 = 0 其 排 环 的 ;而 且 z<0 时 , 当 no0， 
本 (z) 一 一 coiz>l 时 , 当 2rsoyi(z) 一 一 号 。 所 以 式 (10. 2. 
67) 不 落 在 [0,1] 中 的 点 的 模型 扩展 都 有 趋向 一 = 的 特别 驯 趴 药 “| 
性 质 (图 10. 14)， 因此 ,这 种 二 次 冰 数 族 的 所 有 值得 注意 的 动态 是 10.34 


3 


都 在 单位 区 间 了 一 [0,1] 内 。 
注意 到 , 当 1<r<3 时 , 工 =0 是 一 个 排斥 不 动 点 ,p, 一 是 一 个 最 引 不 动 点 。 因 为 
FA(0}) 二 7>>1,1F(p,)|= 二 12 一 +) 之 1, 而 且 可 以 证 天 


r—1 


和 二 一 (10. 2. 68) 
的 吸引 区 间 是 (0,1) ,因为 
(1) 当 1<r<2 时 , 若 =E {0, 吉 ]' 当 < 天 pr 立即 有 (图 10. 
15) 
IC — pl<|r—p| 
故 当 ->oo 时 
F(x)— p, 
着 zE |[ 诗 ,1] , 购 上 Cz) 莫 在 | 9, 寺 | 中 , 故 又 转 上 述 情况 , 即 
当 nx 一 co 时 
F(x) = PrICPKz)) — p, 
(2) 当 2<r<3 时 ， 这 时 ， <p <1, 设 p， 是 | "二 到 | 中 的 一 
图 10, 15 


”点 , 它 被 F, 映 上 户 , 则 容易 看 出 F; 就 将 区 间 [ 户 ,, p,] 映 到 
[去 ;z 上 ] 放 对 所 有 之 EL ,1p.], 当 no0 时 ,Fr(xr) 一 p,; 着 x 人 E 


,总 有 &>0 使 
PrmDE[2ub] 
故 又 当 nm->cce 时 ， et (z) 一 加 另外 ( 囊 1 了 映 入 (0, 户 ), 所 以, 当 0<<z<1， 值 有 
limF;(z)= =p,. 


(3)r=2 时 ,p. 一 十 ,从 图 10.16 立即 可 见 有 
limFr(x) = pr'x € (0,1) 
故 有 式 (10. 2. 68)。 | 
其 次 , 单 就 [0,1] 分 析 ,但 是 将 -的 限制 放宽 ,讨论 
Flr) Fr) =ril x),rE [9,1],r >4 
(10. 2. 69) 


10.18 


这 时 , 它 仍 在 二 计 处 出 现 极 大 信 , 但 是 极 大 入 


1 r | 
z| 二 >1 (10. 2. 70) 


所 以 , 严 对 [0,1] 中 某 些 点 经 过 一 次 适 代 计 算 后 将 超出 = 一 1。 如 果 我 们 把 这 些 经 过 一 次 近代 超 
出 z 一 1 的 点 的 集合 表 为 4 那么 ,4 显然 是 中 心 在 广 的 一 个 开 集 ,是 当 E he 时 ,F(z)>>1。 


直接 再 用 式 (10. 2. 69) 和 迭代 没有 意义 ,因为 F(z) 不 在 [0,1] 内 ,即使 将 下 的 定义 扩张 为 (一 0， 
十 中) ,对 于 fh; 必 有 (rz)<<0, 且 
{xX) 一 一 Do 
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也 没有 秆 么 动态 研究 ,所 以 我 们 要 从 [0,1] 中 消去 这 一 部 分 A。 集合 。 
进一步 分 析 , 设 
A = {zr EIIF(z) € Ao} 
车 TE 4 , 风 瑟 (z)>1,PaCr)<0, 所 以 Fa(z) 一 一 co。 归 纳 论述 : 设 
= {rz EA, :Pr) 生 4) (10. 2.71》 
即 
二 二 和 了 工 和 (2) ET,SiIEnI 人 但 Fri(r) & I} (10. 2..72) 
所 以 ,4， i 次 送 代 计算 ,从 [0,1j 油 出 的 所 有 原 在 [0,1] 中 的 点 ,如 果 xz€ 4. 则 
工 最 终 的 轨道 要 趋向 一 co ,这 都 是 因为 ">>4 以 后 才 会 出 现 的 现象 ,所 以 ,我 们 对 >>4 的 情况 ， 
讨论 式 (10. 2. 69) 那 些 始 终 不 会 选 代 后 超出 7 一 [0,1] 范 围 的 点 ,这 些 点 是 
A=1— (U4,) (10, 2. 73) 
即 4 是 下 的 一 个 不 变 集 
FA A,ACL[O,1] 、 《10. 2. 74) 
由 于 A 是 中 心 在 却 的 一 个 开 区 间 ,7 一 4。 是 两 个 闭 区 向 ,1 在 
区 左边 ,到 在 右边 (图 10.1?), 并 且 下 是 将 了 与 二 单调 映 上 了 ,在 了 
上 ,F 是 单调 升 ;在 1 上 ,RF 是 单调 降 。 所 以 从 
| (To = Ft) =1 
就 又 在 加 和 万 两 全 区 间 中 各 有 一 个 中 间 的 开 区 间 , 由 珠 映 入 4o， 


用 4, 表示 这 一 对 区 间 。 
再 看 1 一 (4。UA41), 它 由 4 个 闭 区 间 组 成 ,F 将 它们 每 一 个 单 
A 调 映 上 17, 或 单调 里 上 工 , 所 以 严 就 将 这 4 个 闲 区 间 的 每 个 映 上 7。 
图 10.17 因此 ,在 7 一 (46UUA41) 中 ,四 个 区 间 的 每 一 个 都 有 一 个 开 区 间 为 严 


映 上 上 A。, 在 这 些 开 区 间 中 的 点 经 过 下 的 三 次 送 代 后 从 了 溢出 ,我 们 

把 这 些 点 的 集合 称 为 4A, 随后 的 情况 就 是 :把 4 个 区 阅 的 交 丸 的 单调 升 ,单调 降 的 作用 。 

照 这 样 作用 下 去 ,4。 将 由 2" 个 不 相交 的 开 区 间 组 成 ,从 而 

IT— (A4UA UU A.) 

由 2 "个 闭 区 辣 组 成 ,因为 1 十 2 十 2 十 … 十 2" 二 2"+1 一 1; 其 次 ,F"+! 把 这 些 闭 区 间 的 每 一 个 闭 
区 间 单 调 映 上 了 ,而 且 "+ 在 这 些 闭 区 间 上 是 上 升 .下 降 交 灵 作 用 ,所 以 PF"+! 的 图 示 正好 是 在 1 
上 有 ”个 峰 , 因 此 ,pr" 的 图 示 至 少 有 2" 次 穿 过 y=z 线 ,这 也 就 是 说 瑟 至 少 有 2 个 不 动 点 ， 
或 者 说 ,F 的 周期 点 由 了 中 的 2 个 点 组 成 。 

这 样 的 4 构造 使 我 们 想起 Cantor 三 进位 集 , 屠 时 ,我 们 是 把 [0,1] 的 中 间 三 分 之 一 的 开 区 
疗 去 掉 , 又 相继 的 留 下 的 每 一 个 闭 区 间 的 中 间 三 分 之 一 开 区 间 去 掉 , 最 后 形成 中 闻 三 分 集 的 模 
式 ,现在 ,同样 也 是 把 - -个 闭 区 间 集 合 的 中 间 各 个 开 区 间 去 掉 . 所 以 ,一 般 的 说 ,一 个 集合 4, 如 
果 它 是 T=[0,1] 的 一 个 闭 的 ,完全 不 连通 的 ,完全 的 子 集 , 称 A 是 一 个 Cantor 集 。 Cantor 三 进 
位 集 是 一 种 最 简单 的 Cantor 集 

完全 不 连通 是 指 它 不 再 含 任何 区 间 , ~… 个 完全 集 (perfect) 的 每 一 点 都 是 集合 中 其 它 点 的 
聚 点 或 极限 点 。 

现在 我 们 来 证 明 ; 当 7>2 十 V5 时 ,4 是 一 个 Cantor 集合 。 
首先 村 使 = 大 到 当 xE1UT 时 ,|F'(z)1>1, 可 以 检验 得 知 r 守 2 十 V5 时 就 可以 做 到 这 
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一 点 。 蝎 然 , 用 这 样 的 下 界 来 规定 ”已 经 是 大 了 些 的 ,因为 我 们 的 目的 是 对 zE 和 有 >1 使 


IF (zx)|> 
当 
rr 之 2 二 V5 《10. 2.75》 
可 以 保证 ,其 实 只 要 r>>4 以 后 就 可 以 了 ,只 是 检验 时 要 多 些 手 续 。 
从 链 导 法 得 知 
MED > tr Eh (10. 2. 76) 


由 此 我 们 消 定 “4 不 全 区 ”。 事实 上 ,如 果 A 含有 区 辣 , 就 可 选 x,yE 4,x 到 yy 使 困 区 间 [x，,y] 
CA, 这 样 就 对 所 有 a€ fx,y], |(FY Co) | > , 选 n 使 
iy—zT|>1 
从 中 值 定理 得 知 
I 一 F(z 之 yy 一 zi> 1 
这 说 明 扬 (y) 或 "(zx) 至 少 有 一 个 在 7 之 外 ,这 与 4 构成 季 盾 , 故 4 是 完全 不 连通 的 。 

由 于 4 是 一 个 闭 区 间 套 起 来 的 交 , 故 4 是 闭 的 ( 闭 集 的 无 穷 个 之 交 仍 是 闭 集 )。 今 证 4 是 
完全 的 。 首 先 注意 到 ,每 一 个 As 的 任何 端点 都 在 妨 中 ,而 且 这 些 点 最 终 将 被 F 映 到 O 处 的 不 
动 点 ,所 以 它们 在 近代 下 留 在 中 。 车 pE4 是 孤立 的 ,每 一 个 近 傍 点 在 下 的 迁 代 下 必 离 开 了 ， 
这 样 的 点 必 属 于 某 个 A,, 从 而 有 A 的 端点 序列 收敛 于 加 ,但 是 这 些 端点 必 都 映 到 O 点 , 故 都 
在 4 中 ,z 就 不 是 孤立 的 ;或 者 ,所 有 近 傍 的 点 都 在 如 的 一 个 被 刚 除 掉 的 邻 域 中 ,它们 被 生 终 
将 呐 出 六 所 以 p 是 剔除 邻 域 的 端点 , 设 被 严 喘 到 OO, 而 所 有 其 化 在 疡 的 邻 域 中 的 点 映 到 负 实 
轴 。 那么 严 在 请 有 一 极 大 , 故 (RF") (一 0, 再 从 链 导 法 ,知道 对 某 ;<cz, 必 是 

PE(tb)) 一 0 
所 座 所 (p)== 到 区 开 9 (PP) 坊 7 且 下 (zb) 一 一 co 这 与 Fr"(z) 一 0 的 所 设 了 矛盾。 故 至 少 当 >>2 


十 V5 时 ,A 是 一 个 Cantor 集 。 事 实 上 ,还 可 以 证 明 , 当 >>4 时 ,4 是 一 个 Canror 集 。 
310.3 符号 动力 条 统 


在 8310.2 中 所 论述 的 Newton 迭代 都 遇 有 Cantor 集 , 它 们 反映 出 4 与 5; 都 是 浑 沌 不 变 
祝 。 要 证 明 这 一 点 ,都 要 引用 符号 动力 系统 ,然后 从 符号 动力 系统 的 浑 范 性 ,Cantor 集合 又 与 
它 拓 扑 共 冰 , 就 知道 4 与 $; 分 别 是 与 N 的 浑 涉 不 变 集 。 


一 、 符 号 动力 系统 


用 X 个 符号 单 向 或 双向 构成 序列 所 形成 的 序列 空间 ,完全 可 以 等 价 地 表现 出 动态 模型 的 
本 质 关 系 。 现 在 我 们 要 用 0,1 两 个 符号 单 秽 构成 序列 435) ,以 它 为 元 ?= (sos1s2…) 构 成 一 个 序 
列 空间 (sequence space)。 

了 一 全 一 (So55go 二 0 或 1} (10. 3. 1) 
来 讨论 生长 模型 的 不 变 集 合 4。 

现在 ,我 们 可 以 将 3, 梅 成 一 个 度量 空间 ,度量 空间 是 拓扑 空间 的 一 种 ,有 了 度量 拓扑 就 可 
以 有 近 傍 和 邻 域 的 概念 。 

对 于 2 中 任何 一 点 
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3 一 《soglsz 和 与 二 一 《totita)》 


它们 距离 定义 为 
ddG, = > E 全 (10.3.2》 
由于 |s; 一 i 或 是 0 或 是 1, 所 以 式 (10. 3. ep 
Ly 
> 


所 以 式 (019, 3. 2 右边 的 无 穷 级 数 总 是 收敛 的 。 
其 次 ,指出 式 (10. 3. 2) 定 义 的 左边 一 元 函数 就 是 zs 上 的 - 种 度量 ,因为 
(1) 非 负 性 ”对 任何 SEE 51,d(s st) 实 9 而 且 dts, 纪 一 0 当 且 仪 当 s=t, 即 对 所 有 5; 二 ; 
(2) 对 称 性 ”由 于 |s 一 #1 二 一 5; | , 故 恒 有 ds 一 ds)i 
(3) 三 角 不 等 式 ”着 r,s,tE B32, 则 用 上 |r 一 ss 二 5 一 上 | 写 |x; 一 6.1 故 恒 有 
| dlr,3) + d(syt) > d(r,t) 
对 豆 中 一 点 xzE 5 而 言 ,定义 x 的 半径 为 e>>0 的 d 球 是 集合 


号 (Ti = {y €E Bld(x,y) < €) 《10. 3. 3) 
而 所 谓 度量 空间 (3 ,d) 的 一 个 子 集 鼠 是 一 个 开 集 ,是 指 对 每 一 点 zrEUCE: 都 有 一 个 e>0 使 
rEB(xd)CUCS, (10. 3. 4) 
那 末 ,Zs 就 是 一 个 拓扑 空间 ,因为 容易 证 明 ; 
(1) 空 集 儿 与 整个 集合 2 都 是 开 的 ， 
C2) 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 的 ; | 
(3) 尾 何 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 的 。 


事实 上 ,这 种 4 一 球 有 一 种 很 简便 的 确定 方法 。 只 要 现在 3; 中 二 元 的 开 资 一 些 符号 一 样 ， 


就 彼此 很 相近 ,因为 设 3yEE:, 目 当 7 时 x; 二 yi; 缸 d(z,y) 多 去 :反之 ， ,车 dzyy) 


< 1 , 则 在 fs 时 si 
有 A 
各 元 (符号 ) 向 左 移 一 位 ,得 到 的 一 一 映射 
0;2: — Bs (10. 3.5) 
(so0$15a°°") Fr gsos152 和 ) = (S18253""") 
容易 证 明 o 是 一 个 连续 瑞 射 : 设 se>>0;s 一 (sosg…)， 取 半 使 二 <e， 则 令 3 一 a 车 ?= (totto 


91 » 
…) 满 足 dG 让 过 86, 则 当 i 和 4 十 1 时 ,5 =#ti; 所 以 ,站 7 挝 4 于 ,ols) 号 ao(2) 的 第 i 个 欧 当 i1 才 n 时 


是 一 样 的 , 故 知 当 d(s, 四 之 6= 2 > 时 


d[gCs) ,0 ] 二 < (10.3.6) 
这 就 说 明 在 * 点 连续 的 。 


移 位 映射 c 可 以 直接 用 来 研究 周期 点 ,周期 点 在 序列 空间 5, 中 对 应 于 一 个 重复 个 元 的 
序列 


5 一 《803 -13003150 《10.3.7) 


按 c 的 作用 ,自然 有 os) 二 ,并且 有 22" 个 关于 a 周期 为 的 周期 点 ,每 一 个 周期 点 是 由 长 为 x 
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的 0,1 的 2 种 有 限 排列 之 一 生成 的 。 由 此 可 见 , 关 于 一 般 动 态 映 射 严 ,只 要 能 建立 一 种 与 到 
的 -- 一 关系 ,所 有 的 周期 点 性 质 就 是 下 的 周期 点 性 质 。 这 就 是 我 们 为 什么 要 研究 与 称 位 映 
射 拓扑 共 二 的 映射 的 缘故 。 

到 中 有 的 最 终 周期 点 和 最 终 不 动 点 是 很 明显 的 ,而 且 o 的 周期 点 集合 构成 3; 的 一 个 
筒子 集 , 因 为 2; 中 尾 何 一 点 

3 《8051Szsea ) 
都 可 以 定义 3, 申 o 的 周期 点 序列 
| t, = (sos1' Snsor"" Sa) 
则 从 dr ,< 1! 可知 地 s( 当 co)。 

在 上 中 ， 除了 是 的 一 些 周期 点 或 最 终 周期 点 外 ,3 中 任何 一 个 非 重复 元 的 序列 就 不 会 
是 的 周期 点 ,而 且 在 3 中 还 有 = 的 非 周 期 轨道 在 , 中 笛 的 打 遍 ， 也 就 是 说 ,这 种 轨道 的 闭 
包 就 是 丈 本身。 换 句 话说 ,在 屯 中 有 毕 点 ,它们 的 轨道 ( 即 在 e 作用 下 ) 任 意 近 于 3 中 任何 一 
个 给 定 元 (序列 ) ,例如 ,相继 把 长 为 az 十 1,… 等 等 的 所 有 0,1 的 数列 块 排 成 的 


是 ”一 【人 01 | 00011011 | 000001…| ……) 
[3 EE 


了 一刻 
c 的 某 次 选 代 就 可 以 对 任何 一 个 给 定 序列 任意 多 位 数 的 一 致 
从 上 所 论 ,3; 这 个 对 o 而 言 的 不 变 集 就 是 一 种 浑 沌 集 .。 特别 是 ,我 们 把 具有 稠 轨 道 的 映射 
称 为 拓扑 可 传 性 (topologieally transitive) 。 


二 ,拓扑 共 罗 


如 何 将 移 位 映射 与 生长 模型 
Flxr}) = rz(l — x) 

在 > 充分 大 (或 r>4:， 或 已 证 的 >>2 十 V5 ) 时 联系 起 来 ? 我 们 在 $10.2 中 已 经 知道 ,在 严 ( 即 
玉 圭 Fsr 之 4) 涝 代 下 ,除了 在 一 个 Cantor 集合 AC[L0,1] 中 的 那些 点 以 外 , 所 有 在 R 中 的 点 
都 将 趋 于 一 co， 所以， 要 完全 描述 FF 的 动态 只 要 了 解 在 A 上 的 限制 ,而 且 妇 是 下 的 一 个 不 
变 集 。 

首先 ,由 于 

ACLUL 

若 zE4, 则 z 的 整个 轨道 恒 落 在 4 中 ,斯 以 ,这 个 轨道 上 的 每 一 点 必 在 五) 五 这 两 个 区 间 之 一 
的 中 间 , 从 而 可 以 规定 :z 的 路 线 (itinerary)? 是 一 个 序列 


了 十 ) 一 sogtszmeooy 《10. 3, 8) 
其 中 
5 一 0 蔡 F(r) 和 了 
5 二 1) 若 F(z) El (10, 3.9) 


所 以 ,z 的 路 线 是 0,1 的 一 个 无 穷 序 列 , 也 就 是 s(x) 是 在 序列 空间 3 中 的 一 个 点 ,这 样 就 有 了 
一 个 映射 
S:A— >, (10, 3, 10) 
关于 这 个 映射 我 们 有 两 个 定理 :5 是 一 个 同 凸 映射 ;S 是 一 个 使 F 与 联系 起 来 的 其 思 映 射 。 
定理 1 若 r>2-- Y5 , 则 5 是 一 个 同 且 上 爱 射 。 
证 明 


《1? 首 先 证 明 $ 是 一 一 的 。 

设 zyE4z 天 y, 有 SCr) 一 S(7)》, 则 对 每 个 za 天 (z) 与 到 (y) 落 
在 二 的 同一 边 , 从 而 正在 玉 (z),P"(y) 间 的 区 间 上 是 单调 的 。 所 以 ， 
在 这 个 区 间 中 的 所 有 点 仍 在 I,UTI 中 ,这 是 和 妈 是 完全 不 连通 的 性 


质 相 了 矛 盾 的 ， 9 
(2)S 是 映 上 的 
设 了 CT 是 一 个 财 子 区 间 , 令 
FJ 一 位 ETPCz) € 人 


特别 是 到-!(J) 表 示 J 的 前 象 , 而 且 R-1: (7 是 由 两 个 子 区 间 组 成 ,一 
个 在 I 中 ,一 个 在 I 了 中 (图 10. 18) 。 
现 设 在 3 中 | 


图 130.18 


3 一 ($08152"**) 
要 指出 有 zcE4 合 
SCz) 一 ! 
定义 
了 = {x EIlzxtE LF(x) € TD 
= 7, NN FY No NF,) 
验证 Fo…se 当 ”>ce 时 ,形成 一 个 非 空 闭 区 间 的 套 序 刚 。 事 实 上 ,由 于 
Ts = TN FCs) 
所 以 归纳 得 知 1,.…,. 是 一 个 非 空 子 区 间 , 而 且 如 上 论述 ,所 "1 .…) 由 两 个 闭 区 间 组 成 ,一 个 在 
了 中 ,一 个 在 1 中 ,所 以 
| Fs) 

是 一 个 单一 闭 区 间 。 

这 些 区 问 是 套 者 的 ,因为 

Ta 二 了 N FU,) 一 了 os 
故而 和 7un…x 非 空 。 若 zE Towo 则 ZEL,,R(z) ET 等 等 ,所 以 
S(T) = (sos1""* ) 

这 就 说 明 S 是 映 上 的 ， 

(3)S 的 连续 性 

任 选 XE€EAS(zx) 二 C505132…)。 设 se 半 0, 取 nn 使 

ke<: 
讨论 (2) 中 所 论 子 区 间 Ist4…t,, 对 所 有 可 能 的 组 合 tte。 这 些 子 区 间 是 非 交 的 ,4 含 在 它们 
的 并 中 ,但 是 ,共有 2"+! 个 这 样 的 于 区 间 ,1,,.… 是 其 一 ,所 以 ,我们 可 以 选 6 使 
| 一 外 < 天 9 


而 且 y€ 妈 后 就 有 yETs.…,, 从 而 SCy) 和 SCz) 在 它们 的 首 w 十 1 项 是 一 样 的 , 故 从 式 (10. 3. 
6) 得 知 | 


d[S (Cz) ,50y)] < 去 < 
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这 就 证 明了 5 的 连续 性 ,容易 检验 S$"! 也 是 连续 的 ,所 以 5S 是 -个 同 肛 映 射 。 

定理 1 说 明了 集合 4 与 5, 的 一 一 对 应 性 ,而 5 的 更 为 重要 性 质 是 给 出 下 在 4 上 与 在 
3 上 的 一 种 等 价 关 系 , 这 就 是 定理 2。 

定理 2 S*F=o.S 


证 明 
一 个 在 4 中 的 点 z 可 唯一 的 用 它 的 路 线 S(x) 决 定 的 区 间 套 序列 
Qi i 
所 定义 ,而 


Ds, = 1 NN FTE) No NN Fl,) 
故 FL6.….) 可 写成 

I MN FPA) MN MN FY) = Toes, 
但 是 C7)==7, 所 以 有 | 

SRF(z) = SF(fY ly) = SCN) 一 (ss = oS (2) 
旧 - | 
SF=g°S. 
这 种 能 用 同 胚 映 射 8 使 定理 2 成 立 的 关系 , 称 下 与 o 是 拓扑 共 罗 的 (topologically conju- 


gate)。 
三 、 浑 沌 与 结构 稳定 性 


从 上 面 的 分 析 ,r>>2 十 Y 5 时 关于 
Fx) = rr(l— x) 
的 论述 比较 3<r<4 时 论证 F 从 周期 倍增 产生 浑 沌 更 为 严格 , 它 把 下 在 不 变 子 集 AC[L0,1j 这 
个 Cantor 集合 上 的 动态 用 共 叔 的 符号 动态 映射 ,证 明 出 4 确 为 F 的 一 个 浑 沌 集 ,这 种 证 明 结 
果 是 符合 我 们 的 在 8$ 10. 2 中 所 给 出 的 浑 涉 定 义 的 。 
不仅 如 此 ,在 $10,2 中 我 们 介绍 的 Newton 迭代 法 所 出 现 的 浑 沌 Cantor 集 , 原 来 也 是 用 
符号 动力 系统 证 明 的 。 
由 此 可 见 4 集 是 下 的 一 个 浑 沌 集 包 含 三 点 要 求 ; 
(1)4 是 下 的 一 个 不 变 集 , 即 FF; 4; 
《2) 在 4 中 有 三 的 釉 于 4 的 周期 点 ; 
《3) 在 4 中 有 中 的 箱 于 4 的 非 周期 罗 线 。 
容易 看 出 ,一 个 下 的 浑 沌 集 4 还 有 -~ 个 推论 性 质 : 初 始点 具有 灵敏 性 , 即 开始 -点 相差 很 
小 ;最终 可 以 相距 很 大 ,这 种 性 质 从 李 天 岩 一 James 大 . Yorke 定理 ,或 符号 动力 系统 的 构造 很 
容易 看 出 。 而 关于 周期 倍增 最 终 出 现 浑 沌 从 本 质 上 说 也 是 李 一 Yorke 定理 的 引伸 结果 ,自然 也 
就 有 初始 点 灵敏 性 的 性 质 。 | 
另外 ,我 们 还 可 以 把 非 周期 竺 轨道 用 拓扑 可 传 性 表述 。 
若 14>J 对 任何 一 对 开 集 U,VYCJ 有 0 使 
产 (U) NVAD 
旭 称 了 是 拓扑 可 传 的 。 
所 以 ,我 们 也 可 以 用 下 述 定义 来 描述 -- 个 浑 沌 映射 。 
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设 站 是 一 个 集合 ,下 :YY~~7 称 为 在 了 上 是 浑浊 的 , 若 ， 

《1) 了 有 在 初始 条 件 上 的 灵 微 依 束 性 ; . 

(2)f 是 拓扑 斌 传 的 ， 

(3)f 的 周期 点 在 了 中 称 。 

还 可 以 再 举 一 个 常见 的 圆周 上 映射 的 浑 沌 例子 。 在 单位 男 周 $: 上 的 映射 

了 ,31 — 91 3 
9F> 2 

它 在 S: 上 二 点 之 癌 的 弧 角 碍 离 ,经 过 上 了 的 选 代 加 倍 远离 ,所 以 了 在 初始 条 件 上 是 灵敏 依赖 的 ; 
号 上 任何 一 个 小 弧 要 ,经 过 某 上 >0 次 的 产 最 终 将 脱 胀 到 整个 S', 所 以 具有 拓扑 可 传 性 。 
由 于 | 


(10, 3. 11) 


户 (8) = 2 {10. 3. 12) 
所 以 8 是 了 的 周期 的 周期 点 当 生 仅 当 对 某 整 数 有 279=9 十 2hx ,也 就 是 当 且 各 当 
8 一 人 是 整数 ,0 委 上 委 2 ) (10, 3, 13) 


所 以 关于 f 周期 n 的 周期 点 就 是 1 的 2 一 1 次 恨 ,这 样 , 对 所 有 可 能 的 ”来 说 ,周期 点 的 集合 
显然 是 在 5: 上 上 笛 的 。 
很 有 趣 的 ,我 们 从 这 种 图 周 土 的 浑 沌 映射 ,经 过 两 次 拓扑 共 轿 的 关系 ,可 以 证 明 
Ftr) = 4r(l — 7z) (10. 3. 14) 
是 在 7 二 [0,14 上 浑 沌 的 。 
设 g( 信 一 28 是 上 述 的 在 $: 上 的 上 映 射 。 定 义 
各 :3S5 一 [一 1,1] 
中 He RO) = cosd 
如 正 是 队 S' 到 并 输 的 投影 ,再 设 
q(x) 一 222 一 1 


hi * g() = cos(20) = 2cos38 一 1 = 9g9°h(0) 
即 
hg=go°h, 
也 就 是 如 给 出 9 与 g 的 托 扑 共 辆 关系 。 
.91 i 
| HA 
[— 1,1] — [— 1,1] 
ho 4 


[o,1 -一 - [0,1] 
另外 ,用 访 (0)= 半 (1 一 2) 又 可 以 给 出 4 与 及 的 拓扑 共 稀 关系 ,因为 


Fs hlt)— ia 本 oj -a -40)| 


一 1 一声 一 去 一 (2 —D)) -hq 
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所 以 有 
ho hog = FF, oh,°h, 
即 
hog= Fohh = hr Rh 
可 知 下 ,是 与 g 拓扑 共 本 的 。 现 在 已 知 z 是 一 个 浑 沛 映射 , 故 上 也 是 在 50,1] 上 浑 沌 的 。 

按 以 上 的 讨论 容易 看 出 ,能 产生 浑 汪 的 一 维 动态 映射 是 无 穷 元 尽 且 难 以 分 类 的 ,虽然 像 上 
述 的 从 g(9)==28 浑 浅 的 一 类 ,如 此 分 业 以 后 可 简化 一 些 独立 证 明 手 续 ， ed: 
罗 类 还 是 十 分 复杂 的 。 

我 们 之 所 以 敢 机 对 浑 渍 现象 如 此 重视 ,还 因为 浑 沌 本 身 存 在 的 正 因 性。 也 就 是 说 ,一 旦 泽 
沌 在 某 一 系统 中 产生 ， 它 就 会 在 该 系统 的 一 个 受 扰 的 邻近 ， 仍然 是 使 各 个 稍 生变 形 的 系统 依然 
有 立 沌 ,这 就 是 洋 沌 系统 的 结构 稳定 性 。 

` 这 种 现象 正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ， 往往 很 多 典型 的 古典 力 学 模型 是 结构 不 知 定 的 。 

以 一 般 的 动态 映射 
FV—V (10. 2.15) 
而 论 ,如 果 把 匠 有 的 从 辫 上 映 入 区 全 的 际遇 条 作 丰 有 7(y), 风 ECY), 如 果 
我 们 对 集合 

. X= PV). (10. 2, 16) 
给 出 一 种 拓扑 结构 ,就 有 开 集 和 邻 域 的 概念 ,然后 ,我 们 说 下 是 在 多 中 结构 稳定 的 是 措 :在 开 
中 有 的 一 个 邻 域 人 使 每 一 个 GE 人 都 有 一 个 映射 使 G 与 下 拓扑 共 罗 。 
就 一 维 来 说 , 设 了 与 g 是 两 个 在 尺 上 的 上 映射 ,f 与 g 的 C0 一 距离 , 表 为 do(f,g), 定 义 为 
dotf,g} = suplf Cr) — gtr)| ， (10:3, 17) 
而 C 一 蝶 离 d.(f,g) 定 义 为 
dfsg) = supC f(x) — gH Nf re) — gs fOr) ~— gr)|) 


(10. 3.18) 
相应 的 就 给 出 C' 一 近 旁 ,C 一 近 沉 (C" 一 close) 意 义 。 

设 f1J>J, 若 e>>0 合 有 d,(f,g)<e 的 各 个 g:J 一 J 都 有 / 拓 掉 共 印 于 g 的 性 质 , 则 称 
是 在 J 上 CC 一 结构 稳定 的 。 | 

现在 ,我 们 来 论证 :二 次 映射 

F(x) 一 rrCL 一 工 》 . (10, 3, 19) 

这 个 生长 模型 , 当 r>2 十 /5 时 ,Cr 结构 是 稳定 的 。 

我 们 已 经 知道 ,F; 在 ->2 十 Y 5 时 ,除了 在 4 这 个 Cantor 集合 上 的 点 ,F, 是 拓扑 共 轿 于 
移 位 映射 之 外 ,其 它 的 点 都 将 动态 趋向 一 co 

现 证 F, 在 r>>2 十 Y5 时 ,C: 结构 是 稳定 的 。 

在 r>2+VYT 竺 ,在 和 Un 上 有 | 杰 , (rz 六 1 将 有 s>0 使 当中 中 C: 一 上 近 十 已 时 ,8 就 
有 FF, 一样 的 动态 ,因为 首先 选 & 足 移 小 ,使 当 夺 是 全 一 已 近 于 局 时 ,<0, 即 g 的 图 示 下 
王 , 这 显然 是 可 能 的 .因为 一 一 略 ; 其 次 选 e<s 足够 小 使 当 g 是 C 一 6 近 于 Fi 时, 则 g 有 
两 个 不 动 点 a 与 B, 它 们 满足 

(Da<f;(2)g (0) >1 (3)g' (P< —1, | 
能 够 选 6, 使 g 至 多 有 两 个 不 动 点 是 由 于 g 图 示 的 四 性 ,而 g 至 少 有 了 两 个 不 动 点 是 由 于 g 蚌 C0? 
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近 于 F,。 最 后 关于 g' 在 不 动 点 上 的 条 件 则 是 由 & 到 FF 的 C' 距离 所 诀 定 。 
注意 到 g 有 唯一 的 临界 点 C, 并 存在 点 w ,8 使 g(x) 二 a,g(P)=P, 而 且 a 与 «所 起 的 作 
用 和 0 与 1 对 FF, 的 作用 一 样 。 
最 后 ,我 们 可 以 选 e<ss 使 当 g,C 一 t 近 于 时; 则 gg 0 aoyal - “对 点 组 成 ,而 且 当 
*Elasan Ue et, 
ls'(z)|>1 
所 以 ， 苦 g 是 Cs 过 (从 而 有 0* 一 s 与 C' 一 6 近 ) 于 FF, 时,g 的 图 示 在 [ee 上 就 有 .图 
示 的 所 有 定性 性 质 。 
更 为 重要 的 是 ,F, 与 g 存 相同 的 动态 。 因 为 当 zx<e 周知 才 二 2 
zE (or 也 是 天 (z) 一 一 co5 而 且 类 似 于 我 们 在 论述 生长 模型 时 的 方法 ,对 (asyat) 的 道 像 
进行 归纳 讨论 ,就 得 知 除了 那些 在 一 个 Cantor 集合 如 上 的 点 以 外 * 所 有 其 他 的 点 都 将 在 8 的 
迷人 和 代 下 最 终 趋 向 一 co ,而 在 如 上;g 再 义 是 拓扑 共 元 于 移 位 的 自 同 构 映 射 。 
要 证 明 F, 与 g 拖 扑 共产 , 即 
PF.~g 
还 必须 构造 基本 定义 域 以 使 .与 8g 二 者 能 够 定义 出 一 种 共 界 性 ,办 法 十: 首先 选 
Xo < min(g te}, FC(e)), 
则 容易 看 出 (F(x0) xo) 与 (g(xo) x0) 分 别 是 所 在 R~ 上 与 g 在 (一 2， 站 
辊 性 可 以 定义 在 (F(zo) ,zo) 上 ,然后 由 : 
hoF,=g°*h 
扩张 到 整个 R -。 然 后 将 大 扩张 到 区 间 (1 :00), 最 后 扩张 到 每 一 个 A,。 
旋 该 注意 到 的 是 在 4。 上 的 取信 ,因为 F. 在 这 个 区 间 是 二 对 应 于 一 的 ,一 旦 能 在 R 一 A 
上 完全 定义 ,就 可 使 有 为 一 神 同 是 映射 唯一 的 扩张 到 A。 
经 过 这 样 的 同 了 是 扩张 ,就 可 以 使 在 如 上 的 g 与 在 A 上 的 F, 拓扑 共 锡 。 
更 重要 的 问题 是 :什么 情况 下 ,一 个 给 定 映 射 不 是 结构 稳定 的 ? 一 种 喘 射 失去 结构 稳定 性 
的 主要 辨别 方法 之 一 是 它 没 有 双 曲 性 。 
例如 ,RE(z) 一 z(1 一 z), 即 F,,r 二 1 时 的 情况 ,注意 到 下 (0) 二 0,F'(0) 二 1, 所 以 0 是 一 个 
非 双 曲 不 动 点 。 叉 如 ,下 《z)=x 一 x? 十 ,显然 (xz) 是 C 一 e 近 于 下 的 , 当 e>0 时 ,有 两 个 
不 动 点 ,但 是 当 e<<0 时 ,FF, 就 没有 不 动 点 ,所 以 FF, 与 F 没有 完全 一 样 的 动态 ,从 而 下 不 是 结 
构 稳 定 的 。 
一 个 具有 双 曲 不 动 点 的 喘 射 了 是 局 部 结构 稳定 的 。 也 就 是 说 ,在 双 曲 不 动 点 有 一 个 邻 城 
与 一 个 :之 0, 在 这 个 令 域 上 , 喘 射 g 是 CC 一 e 近 于 在 这 个 邻 域 上 ， 7 是 拓扑 共 信 于 8 的 ， 
著名 的 Hartman 定理 指出 ， 
设 户 是 了 的 一 个 双 曲 不 动 点 , 且 设 户 ( 记 = 天 0,1, 其 有 户 的 邻 赴 U 和 0€R 的 邻 域 
V 以 及 一 个 同 是 映射 4:U>V ,把 中 上 的 了 与 六 上 的 线性 映射 Lx) 二 Xx 共 连 起 来 。 所 以 ,一 
个 近 一 双 曲 不 动 点 的 映射 常 是 电 部 拓扑 共犯 于 它 的 导 函 数 , 这 就 是 我 们 对 拓扑 共 锋 的 共 塌 函 
数 只 要 求 同 及 而 不 要 求 微分 同 胚 的 原因 。 
事实 上 ,如果 产 是 一 个 微分 同 姬 , 则 
g=hef eh! 
在 htp) 有 一 个 不 动 点 ， 但 是 
g ChCP))= FP) fp) 《下 7) CACp)) 
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这 样 ,因子 4 在 不 动 点 为 可 微分 的 共 艺 映射 保 留 下 来 但 是 更 好 的 是 不 必 考 虑 不 动 点 的 因子 ， 
在 不 同 因子 下 , 映射 具有 相同 的 动态 , 岂 不 更 具有 普遍 意义 。 所 以 , 拓扑 共 思 的 较 纶 概念 更 
为 适用 。 


$10,4 Li 一 Yorke 定理 


我 们 已 经 知道 动力 系统 的 浑 沌 , 它 的 产生 和 构造 是 直接 与 周期 点 的 产生 和 分 布 有 关 。 周 期 
点 常常 从 不 动 点 由 稳定 到 不 稳定 以 后 经 过 分 支 而 出 现 , 一 再 的 分 支 形成 周期 倍增 以 至 稠 分 布 
的 周期 点 。 而 且 从 另 一 个 方面 来 看 ,周期 3 的 存在 是 使 周期 点 稠 分 布 的 关键 。 

早 在 1964 年 ,A,N, Sarkovskii 就 给 出 以 周期 3 为 首 的 周期 之 间 的 关系 。197? 年 ,P, Ste- 
fan 修正 了 他 的 一 些 证 法 ,而 1975 年 李 天 岩 与 了. A, Yorke 给 出 的 “周期 3 就 有 浑 沌 ?的 定理 ， 
叉 一 次 对 此 作 了 证 明和 发 展 ，1985、1988 年 ，N, FP. Bhatia 和 WW, O, Egerland 又 发 展 了 这 些 
理论 。 


Ss A 定理 


作为 一 种 准备 以 及 强调 周期 3 的 点 的 重要 性 ,我 们 先 证 明 0 
定理 1 设 /;R 一 R 是 连续 的 ,/ 有 一 个 周期 3 的 周期 点 , 则 有 所 有 其 它 周 期 的 周期 点 。 
证 明 依 束 于 两 个 基本 观察 , 它 的 详细 论证 还 将 在 本 节 第 二 OP 
(1) 若 了, 了 了 是 两 个 闭 区 间 ,7CJ 而且 还 有 f(D 泊 J, 则 了 在 I 
中 有 一 个 不 动 点 。 这 是 中 信 定 理 的 一 种 简单 推理 {图 ]0.19)。 | 
《2) 设 ho,A1,…,A, 是 nn 个 闭 区 间 , 且 f(A40 必 A yi==0,rn | 
一 1, 则 至 少 有 4; 的 一 个 子 区 间 /。 肌 上 4 在 4 上 有 一 子 区 闻 映 J 
上 4,, 故 有 一 个 子 区 间 JCJ。 有 
FDC A FD) = A (10. 4. 1) | 
继续 下 去 ,我们 就 能 找到 一 个 赛区 间 序 列 ,顺序 的 映 入 4 ,从 而 就 有 - 
一 点 xzE A, 对 所 有 i 有 


Pr € A 《10. 4. 2) 
称 f(A4,) 桥 着 了 A411。 
定理 1 的 证 明 
设 asb,cER 且 设 f(a)=6,f(6)=e,f(e)=a。 
并 设 | ; 
a<b<ce (10. 4, 3) 
. 仅 有 的 其 它 可 能 性 是 f(a)=c, 它 可 以 类 似 地 处 理 。 
设 天 ==[a,6j, 了 一 E63c], 并 注 党 我 们 现在 的 设 定 将 使 : 
fID EFINDI UT, (10. 4. 4) 
了 的 图 示 说 明 在 5 与 c 之 间 必 然 有 了 的 一 个 不 动 点 ,类 似 地 ,在 2 与 5 之 间 广 必然 有 一 个 不 动 
点 ,而 且 容 易 看 出 ,在 这 些 点 中 至 少 有 一 个 点 具有 周期 2。 克 所 有 侦 数 周期 点 存在 。 
归纳 的 定义 :一 种 区 间 套 序列 
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A A A :C1 (10, 4, 5) 
使 4。 一 7 ,由 于 7 六: 故 有 一 个 子 区 间 4C4, 使 FC4) 一 4 所 以 
4) = 4 一 下 
继续 下 去 ,我们 就 找到 -个子 区 间 
4 CC 4 使 74 -一 4 
从 圭 述 观察 (2} 得 若 : 
车 z€4, 则 Fr,Pktz ,rr1X)E hss 而 且 
f(A 2) = A 
现在 ,因为 
fi1) OL, 
故 有 一 个 子 区 间 二 | 
ee . . 4 C 4 使 产 -(4 一 了 
最 后 ,因为 /Cio)2m 有 户 (4, 1) 沪 ,所 以 疡 (4,-1) 覆 盖 了 4,1。 于 是 从 观察 (1) 得 知 广 在 
有 ,1 中 有 一 个 不 动 点 p。 | 
我 们 肯定 p 实际 上 是 有 -个 素 周 期 n. 因 为 p 的 首 n 一 2 次 迭代 落 在 了 中 ,而 第 一 1 次 迭 
代 落 在 I 中, 而且 第 mw 次 迭代 再 出 现 p。- 车 户 "'(p) 在 I 的 内 部 , 则 容易 看 出 p 有 襄 周 期 4; 若 
六 “(P) 落 在 边界 下, 则 二 2 或 3, 现 在 只 研究 a>3 的 情况 , 故 属 于 前 一 论述 的 结果 。 
S. Smale 和 有. Willians 曾 特别 对 生长 模型 
fx) 一 3,839ztl — x) lo 4. 6) 
用 Sarkovskii 定理 进行 分 析 。 由 一 个 简单 的 计算 容易 检验 有 下 的 一 个 周期 3 吸引 轨道 ,以 
6 位 小 数 表 示 蚌 
.149888 | 
= .489172 . 
. 959299 
而 且 近 似 的 有 CF*Y J) 过 .78， 光 注 个 内 汕 各 让 语 呈 局 拘 放生 引证 于 : 先 简单 地 找 
出 oa 峙 近 的 一 个 小 区 间 ， 它 由 四 映射 到 自身 之 内 且 导 数 处 处 小 于 1, 然 后 可 以 完全 精确 地 求 
得 三 周期 点 。 根 据 Sarkovskii 定理 ,F 应 有 所 有 周期 的 周期 点 ,但 仔细 分 析 起 来 ,除了 三 周期 
外 ,是 没有 吸引 性 的 ， 所 以 在 实用 于 用 计算 器 找 不 出 这 些 周 期 点 。 那 么 ,这 些 其 它 的 周期 点 究 
竟 如 何 分 布 ,就 要 引用 符号 动态 更 为 一 般 的 概念 ,有 限 型 的 子 移 位 的 方法 才能 确定 。 
定理 1 相当 于 Sarkovskii 定理 的 一 个 预备 定理 ,Sarkovskii 定理 的 主要 内 容 是 ,把 三 周期 
与 其 它 周 期 出 现 的 关系 榨 在 RR 上 的 连续 映射 ,将 自然 排列 为 . 
E 3 5 7 b> 2. 3 2 5D b> 2 » 3 2 5> 
| 前 2 p22D21l {10. 4,7) 
因此 可 以 有 
定理 2 设 /;R 一 R 连续 ， 表册 其 的 一 个 导 点， 着 kL 于 (10. 4. 7) 中 成 立 ， 则 了 
也 有 局 期 上 的 周期 点 。 
证 明 … SN L 了 二 表示 : TD 杆菌. 1,。 若 能 有 
一 了 一 v0. ~ 1, 一 六 


则 定 弄 1 的 观察 (1) 指 出 在 1 人 的 一 个 不 动 点 。 


莉 侈 , 镁 :5 有 一个 周期 "的 周期 点 zz 是 奇数 ,nl。 若 了 没有 小 下 "的 奇数 周期 的 周期 
点 , 令 mrrrz 是 工 人 
flr) < Zr 
选择 能 使 Fri) > 区 拉 本 全 站 忆 是 区 局 [zsyzs+i]， 由 于 fn ca 所 以 ER 
故 有 
foOL 于 是 五 -> 卫 
由 于 x 不 具有 周期 2, 从 而 不 会 有 ; eg: 六 
Fx) = wR FE) = tin i _ 
所 以 ,f(L) 至 少 包 含 另 一 个 形 如 [xj,zr1] 的 区 间 , 称 它 为 I;。 因 此 了 7 A 
一 7 继续 下 去 ,就 选 得 症 ，… "了 使 (I ) 怕 Tw, 因为 n 是 奇数 ， 就 不 a | 
会 在 到 的 一 边 的 多 于 另 一 边 , 故 节 必 在 了 作用 有 些 改变 所 在 边 ， | 
有 些 不 改变 。 故 而 对 某 上 有 - .… 3 a oh 
fl) OI, . i 
因此 有 是 Re 
DYl>""-rh*l 区 10. 20 
选 最 小 的 有 使 其 成 立 者 , 即 除 掉 了 工 一 六 之 外 ,从 工 到 站 的 最 短路 径 ( 图 10. 20) 。 
现 若 大 之 n 一 1], 旭 有 一 个 环 路 由 一 天 一 … 一 站 


> 或 了 > 一 了 > 了 给 出 户 的 一 个 不 动 点 ,m 
了 /rr 7 4 


一 人 是 奇数 是 m< 加 这 一 点 必 是 < 的 家 周期 ,因为 
SR 站 忆 仅 由 一 点 组 成 ,而 这 点 有 则 期 之 me。 所 以 .k= 
和 一 1( 图 :0. 21)。 
‘ loa ”但 是 是 所 得 的 最 小 整数 ,对 任何 一 个 
j>il+1, | 


不 会 有 TrZ, 所 以 z 的 轨道 在 尺 中 的 顺序 仅 有 图 10. 21 中 所 示 的 两 种 可 能 情况 ， 所 以 :我们 
可 能 把 图 10. 20 扩张 到 图 10. 22, 关 于 > 奇数 的 Sarkovskii 定理 就 立即 得 到 。 周期 大 一 就 由 
形 如 


Di 一 了 1 -了 , 


锋 环 给 出 ,而 较 小 的 移 数 因 其 就 由 Ee 

了 -= 了 :一 了 - 

了 1 一 了 Ms: 

Ll | ee ey 
等 等 给 出 。 在 是 偶数 时 ,首先 注意 到 / 必 有 一 个 周期 2 的 点 ,这 从 “YY a 
上 述 论证 方法 使 了 作用 下 一 些 x; 改变 所 在 一 边 , 有 些 不 改变 ,根据 一 玉 ， 了 
7. 了 :与 1,-1 一 1,-4。 如 果 不 是 这 种 情况 , 则 所 有 的 zt 都 必须 改变 1 和 | 
所 在 的 一 边 ,所 以 f[x ,x Err,j 以 及 Flxine ‘I, ofa,, Eo 那 . a i 天 
么 从 定理 1 的 观察 就 知道 在 [zi 二 1 中 产生 一 个 周期 2 点 (图 
10. 22) 。 i 

关于 z 一 2" 的 定理 情况 , 令 &= 2 7<m。 四 0 

a . ; 人 
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5 二 六 3 

由 所 设 条 件 ,g 有 一 周期 2 “的 周期 点 ,所 以 g 有 周期 2, 这 一 点 对 了 而 言 有 周期 2 。 最 后 mr 
二 .2",p 是 奇 的 情况 ,可 以 简化 为 上 述 两 类 ,得 到 证 明 。 

值得 注意 的 是 ,Sarkovskii 定理 仅 是 对 一 维 空间 的 一 种 结论 , 它 甚至 对 匣 周 上 的 映射 也 不 
成 立 ,例如 ,一 个 将 贺 央 上 所 有 点 旋转 120° 的 映射 , 它 使 所 有 的 点 都 是 局 期 3 的 周期 点 ,但 是 没 
有 其 它 任何 周期 的 周期 点 。 

另外 ,Sarkovskii 定理 还 包含 着 很 多 推论 ; 

(1 如 果 上 有 一 个 周期 点 ， 它 的 周期 不 是 2 的 一 个 乘 千 , 了 就 必然 有 无 穷 多 个 周期 的 周 
期 点 ; 

” (2) 如 果 了 仅 有 有 限 多 个 周期 的 周期 点 , 则 了 必 有 周期 为 2 的 矫 次 的 周期 ,从 Sarkovskii 

序 (10. 4. 7) 来 说 ,周期 倍增 的 性 质 表 现 出 反 向 序列 的 发 展 ; 

(3) 在 Sarkovskii 序 中 ,周期 3 是 最 大 的 周期 ,所 以 它 就 说 明了 所 有 其 他 周期 的 存在 性 ,这 
正 是 定理 1 所 阐述 的 ， 

(4)Sarkovskii 定理 的 反 定理 也 成 立 , 即 有 周期 p 的 周期 点 而 无 序 在 p 之 前 的 周期 的 
映射 。 


二 、 Li 一 Yorke 定理 


我 们 已 经 引用 过 【ii 一 Yorke 定理 “周期 3 就 有 浑 汪 ”, 同 讨 定 出 FF 在 < 一 1 时 的 海 沌 不 


s= [3Ju Ts 

Li 一 Yorke 定理 包括 了 Sarkovskii 定理 的 预备 定理 ,提出 一 种 四 点 分 布 关系 ,着 重 分 析 了 浑 沌 
集 与 周期 点 的 关系 。 下 面 我 们 将 完整 的 介绍 1975 年 美国 (数学 月 刊 } 发 表 的 这 个 定 焉 ,然后 加 
以 引伸 。. ， 

引 理 1 设 G,1->R 是 连续 的 ,I 是 一 个 区 间 , 对 于 任何 一 个 紧 区 间 和 GCT) ( 即 工大 一 
个 闭 且 有 界 的 区 间 }, 则 有 一 个 紧 区 间 QCI 使 G(Q)== 上 。 

证 明 设 =[G(p),G(9)],p,9E71 若 p<qsr 是 [p,qj 中 使 G(r) 一 Gp) 的 最 后 一 点 ,5 
是 在 + 之 后 司 GCs) 一 Glg) 的 第 一 点 ; 则 G(r,sj]) 二 了 。 类 似 地 ,可 证 p 疡 9 的 情况 。 

引 理 2 设 产 :一 J 连续 ,[1,] 汪 ,是 一 个 紧 区 间 的 序列 ,对 所 有 nTCJI 自 CF()， 
” 则 有 一 个 紧 区 间 Q. 的 序列 ,使 

QC CIF(Q,) 一 工 ( 当 六 0) 

对 任 一 个 TEQ== 仆 Q,, 及 所 有 nn 有 


变 集 


F(x) ET, 
证 明 定义 Q@=; 则 所 (Q)= 了 0, 若 Q_; 已 定义 ,使 FQ,-1)== 了 ,1: 则 
DCFOU,) = FQ,1) 
亿 引 理 1 得 知 ,G 三 上 在 Q,-1 上 应 有 一 个 紧 区 间 
QC 己 Q,_ i 使 Fr(Q.) 一 也 
故 从 妇 纳 法 得 引 理 2。 | 
引 理 3 设 G:J~R 连续 ,ICJ 是 一 个 紧 区 间 , 若 ICG(D), 则 有 一 点 pE1T 使 GP) 二 p。 
证 明 令 I 二 [B86,Bj, 在 了 中 选 Uo+Q! 使 
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frfao) 5 Roy) 二 A 
从 而 如 一 C(o)2200 一 Go)ss0 故 GB —B 必 对 1 中 某 万 为 零 , 即 当 B=p 时 Gp)~—p= 
0,p=G{p), 
-和 定理 1 中 的 基本 观察 (1 (2) 比较 起 来 , 引 理 3 就 包 桥 了 (1), 引 理 2 就 是 (2) ,FC1;) 和 覆盖 
了 Zt。 李 天 短 一 James A. Yorke 给 出 以 下 定理 。 | 
定理 3 设 J 是 一 个 区 间 ,F;J 一 J 六 续 , 设 有 一 点 aEJ 司 5 二 下 la),c= 二 所 (a) 以 及 
d= 二 户 (a) 满 足 
dd 或 d 之 a >b>e 《10,. 4, 8) 
则 Tl: 对 每 一 个 =1,2,…, 在 J 了 中 有 F 的 一 个 周期 £ 的 周期 点 ; 
Ts:: 有 一 个 不 可 列 集 5S 和 J ,S 不 含 周 期 点 ,但 满足 ，; 


(1) 对 每 两 个 p,9€5,p 隆 9 有 
limsup |F"(p) 一 天 (| > 《10. 4.9) 
limint |F"(p) —F"(g)|=0 (10. 4. 30) 
(2) 对 每 一 个 p€5 及 周期 点 gEJ 有 
limsup|F"(p) — a)|>0 (10. 4, 11) 
证 明 设 在 d 所 4<6<<c 下 证 明定 理 ,而 4 之 a 疡 5>c 的 情况 ,证 法 类 似 , 故 此 略 去 。 
、 , 
了 的 证 明 : : 


设 太 是 一 个 正 整 数 , 当 夺 >1 时 , 令 
{I,) 是 区 间 攻 二 Ln 二 0,1, 上 一 2 
Li=k (10. 4. 13) 
并 归纳 的 ,周期 的 定义 了 Ha 一 和 一 0 1,2,…。 

当 此 =1 时 ,对 所 有 %, 令 工 = 工 , 设 ,是 引 理 2 中 证 明 的 序列 ,现在 Q; 二 Qe ,下 (Qi) 一 Go 
故 从 引 理 3 得 知 G=F*, 在 中 有 一 个 不 动 点 pi: 显 然 ,pi 不 会 是 五 的 周期 小 于 上 的 ,否则 应 
有 (pi) 二 5, 这 与 Fr11(p4)E€L 夏 盾 , 故 ps 点 荐 扩 的 周期 的 一 个 周期 点 。 

了 ; 的 证 明 

设 和 是 区 间 序 列 邮 = 开 NM,} 们 的 集合 


M, 二 天 或 MCL 有 RCM,) DD Mi 《10. 4. 14) 
ay。 ， sre C= (10., 4. 15) 


注意 到 , 若 = 是 一 个 整数 的 平方 , 则 x 十 1, * 十 2 就 肯定 不 是 ,所 以 式 (10. 4.15) 的 最 后 要 求 是 
多 余 的 。 i 

当 ME 时 , 设 了 PLM, 表示 在 {1,2,** ;#} 中 使 ,一 天 的 了 的 个 数 。 

现在 ,对 每 一 个 


rE (3,1) 
选 玉 = {Mi} 芝 是 伯 中 的 一 个 序列 , 它 使 
lim EL 一 > (10. 4. 16) 
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必 


,一 [Mire [3,1 jc 区: 和 
则 因 当 rr 时 47 天 Ma ,所 以 > 是 一 个 不 可 列 集 , 而 对 竹 一 个 ME , 从 引 理 2 知道 有 
= 站 Xx. 点 ,对 所 有 > 
Fr EM 

令 

$= {slre (#1)| (10. 4.17) 
则 5 也 是 一 个 不 可 列 集 。 
当 XES 时 , 令 P(rzsn) 表 示 在 {1,2,*…,n}) 中 使 . 

F(z}EK 


的 i 的 个 数 , 而 妃 不 会 有 F(x.) 二 6, 因为 x, 将 最 终 有 周期 3, 这 与 式 (10.4. 15) 了 矛盾 ,所 以 > 对 
所 有 mn， 


prt) = POM sn) 《10. 4. 18) 
而 且 
2 
pr) = lim Pn) a= {10. 4. 19) 
现 证 明 : 当 pp,9E5,p 埃 g 时 ,就 有 无 穷 多 个 使 
Fp) EK Fg EL (10. 4. 20) 


反之 亦 然 。 事 实 上 ,可 设 
pp) > plq) 
则 Pip,n) 一 Plqsn}->o0, 故 必然 有 无 穷 多 个 使 式 (10., 4. 20) 成 立 。 
式 (10. 4.9) 的 证 明 : 由 于 F*(6)=d<a,1r 连续 , 故 有 >0 使 对 所 有 
Es—ds CCK 
有 


F(x) < 人 


若 pE5, 且 Ftp)EK, 则 式 (10, 4,15) 给 出 
Fp) EL Fp) EL 
所 以 
Fp)<o—8 
若 疡 (g) Ez, 则 疡 (g) 之 6, 政 
[EF"(p)— F"(q)| > 
从 式 (10. 4. 20) 得 知 ,对 任何 p,q9€5,p 了 #9, 就 有 式 (10. 4. 9) 
limsup|F"(p) — fF"(q)| 守 56>0 
式 (10.4,11) 的 证 明 类 似 于 此 。 
式 (10.4. 10) 的 证 明 : 因 为 中 (一 CCc) 一 ae, 可 选 [ce],m 一 0,1,2… 使 
{1)[8,c]=[5 ,JIL ,IO OL ,DO-; 
(2) 对 所 有 :rE Cb! ,e"*1) 有 (TE (be"); 
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CDF)=0, Ft). 
令 A= fo be jb infA,c' =supA 
则 头 537 得 
下 


今 特 选 定 史 ， 使 当 二 np 十 1 时 ,Mi 二 下; 则 当 


二 十 (2j 一 ]) 时 ,M,=[5*-9D 2 i 
而 =n 十 2j 时 ,Mt 一 [cc 
对 于 其 它 不 是 整数 平方 的 4, 设 M, 一 工 。 
这 样 选 取 是 符合 式 (10. 4. 14) 和 式 (10.4. 15) 的 要 求 的 。 我 们 还 可 以 选 Mt 满足 式 (10. 4， 
。 由 于 PCz) 可 视 为 
Fz)EK 


关于 的 极限 , 歼 对 任何 的 +* .rel 六 ,1 :总 有 无 穷 多 个 使 当 *==n? ,tn 十 1)? 时 ， 
Mi= Mi =Kk. 
设 xE51zr ES 有 几 于 当 o2 =co 时 和 bc 故 对 任意 的 e>0， 总 用 使 当 w>>N 时 
lJ" — 6" | <3re "| 
故 当 nn 汪 NN 对 于 大 一 n(n 十 1)? 时 ,Mi = Mi* = 二天, 我们 就 有 
Flr,) € Mi = [bi ,6 ] 
而 且 Fe“+t(z,) ,Ft1(,, ) 都 属于 [6 一! ,6" ] ,所 以 
[FY HC) ~ Fitz )| < 
而 且 有 无 穷 多 个 具有 此 性 质 , 故 得 式 (30, 4. 9) 
liminf | F" (x,) — F(z..)|=0 
Li 一 Yorke 定理 提出 了 区 间 自 身 映射 类 的 “ 泽 沌 "_ 词 ， 它 是 一 篇 葛 基 的 文章 ,说 明 : 实 还 


数 广 在 有 任意 大 周期 的 点 和 一 个 不 可 列 集 5S 使 zo,y6E5,zo 才 yo 
limsup|f* (0) — ft{y)}|>0 
liminf|. 产 (za) — Fly)| =0 
时 ,/ 就 是 浑 沌 的 ,在 Li 一 Yorke* 有 周期 3 就 有 浑 沌 * 这 个 结果 以 后 ,很 多 人 洁 论 了 出 现 浑 沌 的 
周期 条 件 , 最 好 的 就 是 “周期 p 天 2 时 就 有 洋 沌 ”。 SS 
实际 上 ,Li 一 Yorke 定理 不 仅 指出 “周期 3”, 而 且 对 给 定 函 数 六 一 点 以 及 随后 的 三 点 满足 
一 种 “四 点 "不等式 。 他 们 指出 ,在 这 种 情况 下 就 会 有 一 个 三 周期 从 而 就 有 浑 沌 。 
1986 年 ,Bhartia 与 Egerland 给 出 定义 ， 
函数 六 ,RR 的 一 个 Li 一 Yorke 点 是 满足 一 种 Li- 一 Yorke 不 等 式 
TITTTI 或 > (10. 4, 21) 
的 点 zoER。 其 中 改 ==f (zo) za 一 产 (zz 一 庆 (z) 
由 此 得 到 一 些 重 要 结果 : 
(1) 车 /连续 ,有 一 个 三 及 期 点 , 则 户 有 一 个 Li 一 Yorke 点 ， 
(2) 车 了 连续 且 有 一 个 Li 一 Yorke 点 , 则 了 至少 有 两 个 不 同 的 三 周期 虑 ; 
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(3) 点 入 4 一 (relzrs<czroczi<rayy 及 一 fx 的 ro<zoc td 与 C 一 (riza<crcazo<aray 
或 都 是 空 集 或 都 不 是 空 集 , 对 于 所 有 不 等 导 友 问 仍 成 记 ; 


《4) 下 面 四 种 陈述 是 等 价 的 : 

1)f 有 一 -个 周期 p32" 点 ; 

2) 存 在 zr 之 1 使 . 启 有 一 个 周期 3 的 点 ; 
3)f" 有 Li 一 Yorke 点 } 

4)f”" 至 少 有 两 个 三 证 期 点 。 


1988 年 ,Bhartia 与 Egerland 义 存 美国 数学 会 刊 上 发 表 了 “Sarkovskii 定理 的 深入 研究 ” 
一 文 , 从 Li 一 Yorke 站 点 集 论述 到 四 周期 为 首 的 排列 ,从 而 再 论 了 Sarkovskii 定理 。 
由 于 一 个 连续 画 数 f;R 一 R 的 四 周期 轨道 就 可 以 给 出 一 个 三 疗 期 轨道 ,所 以 就 对 每 一 个 
2 一 ,2 给 出 一 个 = 周期 轨道 。 当 然 , 这 种 轨道 与 Sarkovskii 排序 中 的 四 周期 轨道 不 是 同一 
结构 。 这 就 是 定理 所 来 阐明 的 * 理 问题 *(cype _problemn) 。 
设 .RR 连续 ,zoER;, 如 果 ze 有 一 个 再 轨道 Czo.z- zs) 使 
Te TE 1 
或 
To Ta Fn > Tl 
则 称 了 有 一 个 # 阶 环 路 ;车 zx。 有 一 个 无 穷 预 轨道 Cro,z- 1 ，… ,T+-,,…) 使 
TTT 
或 
To XAT rf 
则 称 了 有 一 个 无 穷 环 路 。 若 z。 二 +-, 则 称 m 一 1 阶 环 路 是 一 个 n 周期 循 路 。 
周期 轨道 与 环 路 各 表 为 已 人) ,LC&), 则 Sarkovskii 定理 指出 
P(3)P(6)P(T) 
P(2.3)=>P(2.5)=>P(2.7) = 
PO(2°,3)=P(2. DP 7) = > 
ss 
P(2)>P(2 P22P(1) 
而 Bhartia 一 Egerland 精确 化 定理 指出 : 
Loe) LD) LL 
PP(DYTPD 
Tiloo)=> 5) LL 
Pt{2. =P(2.5)>P(2. 7 
Loo) LL SL 3) 
PCO2:, 3)=> 己 (22 5)>P 2. 7)=>. 


“>P(2)P(2 PP 1) 


其 中 疡 (4),L"(k),L"(o2) 表 示 /有 一 上 半期 轨道 ,k 周期 循 路 及 无 穷 环 跟 。 
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$ 10.5 马蹄 形 映射 


一 .线性 系统 


设 人 是 R' 的 任 个 线性 自 同 态 (endomorphism) 映 射 ,可 以 把 卫视 为 尺 上 的 一 个 向 量 
场 , 称 它 是 一 个 线性 章 量 场 , 它 所 对 应 的 常 微 分 方程 是 
T= 人 T(r) (10.5.1) 
其 中 xE€R"。 这 时 ,我 们 可 以 立即 写 出 它 所 表现 的 积分 流 (integrai flow), 因 为 R*" 上 的 线性 空 
间 工 CR") 是 一 种 Banach 空间 , 它 是 用 无 穷 级 数 的 表达 形式 来 说 明 的 ,也 就 是 , 令 
exp(T) 一 刘 十 红 十 去 22 十 必 十 页 9 十 (10.5.2) 


id 表示 R" 上 的 恒 等 映射 , 4E 尺 。 这 个 级 数 对 有 上 和 了 是 就 了 的 范 数 收 竹 的 , 的 积分 流 名 
就 是 

DT) = expltT)(z) (10. 5. 3) 
这 只 要 形式 上 送 项 微分 可 验证 , 若 偏 映射 

BR"— R' | 
是 随 t 光滑 改变 的 一 个 线性 自 同 移 映射 (Automorphism), 旬 就 尽 线 性 的 当 且 仅 当 它 的 速度 向 
鞭 场 是 线性 的 。 
例 1 若 了 =aGad) 对 某 aER 定 义 , 则 


exp GET) id 4 atlid) 十 … 十 二 Cat)Cidy" 二 
=| 1 一 et 十 … 十 二 Cap) 十 ja 一 exid 


例 2 车工 有 昂 阵 表示 | 。 。], 则 了 * 有 短 降 表示 | 。 。 | . 失 而 sxpCtr) 级 数 终止 于 记 + 
洒 的 有 限 形式 。 
我 们 可 以 定义 关于 线性 流 的 线性 等 价 概 念 。 设 四 与 里 是 各 具 速度 S$ 与 T(S,TEL(R) 
的 线性 流 , 若 对 某 E R,a>0 和 某 线性 自 回 构 ,使 图 
R'XR-R 
hx 
| 
开展 R" 
可 变换 使 用 , 即 对 所 有 {x,t)ER"XR 有 
RB (zt) = Dh(r), oa) 
则 称 多 是 线性 等 价 于 多 的 ,写成 
多 一 工 中 {10. 5. 4) 
等 价 地 说 
于 ~ 工时 当 和 是 仅 当 S$ 一 a(h!Th) (10. 5.5) 
所 以 ,将 线性 流 按 线性 等 价 分 类 的 问题 是 与 将 LCR") 按 相似 性 (线性 共 饮 ) 分 类 一 样 的 ,而 后 痢 
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已 为 实 Jordan 典型 理论 所 解决 , 它 的 要 点 如 下: 
每 一 个 TELCR") 相 似 于 线性 自 辣 态 TE LCV,),j 二 1,…，,9 的 一 个 直 和 
T, 外 0 OT,, 


此 时 VG@VJB,…V, 是 R" 的 某 种 直 和 分 解 。 而 且 对 V; 的 某 个 基 庶 ,TT 的 甜 阵 取 形 式 为 


a 0 0 
0 1 0 "ww 0 
Mi;= |" 
的 
Do oo oo 0 A 


(10. 5.6) 


(1) 罗 EER, 此 时 M, 的 元 是 实数 ,T; 是 连带 于 了 的 dimV 重复 特征 值 凡 的 线性 自 同 态 ; 


(2) 二 4 十 说,a .6ER,5>0, 此 时 Mj 的 元 是 实 2X2 子 矩阵 


二 | hl ?] oi 加 
| Lo 1J' io 0 


T; 是 连续 于 人 的 广 dimy 对 重复 共 召 特征 值 与 大 的 线性 自 同 态 。 这 里 可 以 有 多 于 … 个 了 


具有 相同 的 特征 值 入 ,数值 dimYV, 与 对 应 的 特征 值 入 (或 丸 , 元 ) 决 定 了 TT 的 相似 类 。 


因此 , 工 的 积分 流 呈 可 以 分 解 为 
BP 人 DE 
其 中 
B(x) = expT,) x,) 
且 x 一 (zz)E 四 四 VY,= 对 应 于 V; 上 列 之 基底 


(PNY -VY 
有 和 矩阵 : 
jb mm "le 
0 Cn 二 1 
0 Ci 了 由 人 
| 
0 0 ew te 
0 0 e 
i 
其 中 a 一 ib,a,b&ER 且 车 b>0,| 三 |e* 理 解 为 2X2 堵 阵 
Ee 区 | 
r! Lsinbt cosbr 
例如 , 若 dimV ,二 4, 罗 二 训 则 
0 一 1 0 
这 二 1 0 0 1 
0 ob 0 一 外 
0 0 1 0 
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《10, 5.7) 


cost -- sint tcosf -~ tsint: 


sint Cost tsint tcost 
0 D frost CO— Sint | 
0 0 Sinz cost 


在 s< 0 一 0,dimV, 一 2 的 情况 ,平面 风 中 的 相 迹 表 如 图 10. 23 所 示 。 每 一 个 轨道 都 以 0 
点 为 其 唯一 w 一 极限 点 。 通 常 z 点 对 的 w 集 定义 为 
wT) 一 0 {fF lr) lr 之 x2} - 《10.5.8) 


利用 相似 变换 ,我 们 可 以 把 对 应 于 具 负 实 部 的 特征 入 名 ss = 


~ 


的 所 有 子 空间 的 直 和 和 家 为 V- ,在 这 个 子 空间 上 的 向 量 场 是 ~ ) /7 
等 价 于 向 量 场 一 i 的 流 。 从 而 ,在 R* 一 个 子 空间 上 的 任何 两 ~ 
个 线性 压缩 访 都 是 流 等 价 的 ;类似 地 ,对 于 正 实 部 特征 值 , 得 Res 
到 一 个 于 空间 V+ 上 的 向 量 场 , 它 是 等 价 于 向 基 场 ig 的 。 

tg nid Voe 

车 VV= {0}, 则 R"=ViBV-, 向 量 场 就 是 对 应 于 及 了 

1,D— 1 = diaglls,l, — i, ~— 1) 

的 向 量 场 ,fr 二 dimV ,ss 二 dimV -这样 一 个 向 量 场 人 称 为 一 个 “ 双 周 线性 向 量 场 ” 它 的 积分 这 
器 称 为 一 个 “ 双 曲 线性 流 ”。 这 种 向 量 场 当 标 以 ELCR") 符 号 ,表示 它们 是 基本 的 (elementary) 
线性 向 量 场 。 B 

关于 V。 上 的 分 析 ,1973 年 NIH. Kuiper 给 出 的 主要 结果 是 ， 

著 $ 与 秋 是 R' 的 线性 自 同 坊 S 与 人 给 出 的 线 注 流 ， 它们 的 特征 值 都 有 零 实 部 ; 则 多 拓 
扑 等 价 于 多 当 且 仅 当 钊 是 线性 等 价 于 更 。 

在 RR 上 具 分 解 U_ 外 UV-_ 昌 U, 与 了 1 由 -由 mm 的 两 个 线性 流 是 拓扑 等 优 的 当 且 仅 当 | 
Us 线性 等 价 于 多 |Vosdimir 二 dimV ,dimU_ dimV _。 

例 3 R 上 的 线性 流 ， 

实 线 忍 的 任 一 线性 自 同 态 是 对 某 实数 e 的 形式 

zr ar 
a 就 是 映射 的 特征 信 。 所 以 , 喘 射 是 一 个 双 曲 向 量 场 当 且 仅 当 ax。 积分 流 是 . 
人 一 (10. 5,9) 

所 以 ,相对 于 这 个 线性 流 来 说 , 它 的 特征 值 是 e” ,于 是 ,映射 是 一 个 双 曲 流 当 且 仅 当 e” 天 1。 所 
以 ,关于 及 上 的 线性 流 , 恰 有 三 种 拓扑 等 价 类 ,各 对 应 于 as<0,a=0 和 <a>0 的 情况 (图 
10. 24) 。 


图 10. 23 


例 4 R: 上 的 线性 流 。 
关于 一 个 实 2X2 矩阵 的 实 Jordam 型 共有 下 列 三 种 形式 


A 0 A 工 —b 
1) ,{2) > | | C10. 5. 190) 
0 下 好 
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其 中 必 rsa 忆 是 实数 性 0 对 应 的 特征 值 是 4, 关 和 a 土 :5。 
所 以 ,R* 上 一 个 线性 向 量 场 是 双 曲 的 当 且 仅 当 
人 1)MP2 天 0 (2)4 天 0 (3)Ja 天 0 
从 和 布 有 三 种 双 曲 流 的 拓扑 等 价 类 。 匈 


RY Sy | RY fs 10. 25 给 册 这 相关 和 的 村 形式 
> Ce SS Hf [， 0 = el 9 
; NS BN /| NS “各 称 为 正常 结 点 \ 非 正常 结 点 和 焦点 。 
还 有 五 类 非 双 曲线 性 流 ; 


图 10. 25 第 一 种 情况 x=0 给 出 三 类 ,各 对 应 
于 4<<0.%==0 与 4>0, 关 A=0 就 是 


= 一 
这 种 流 都 是 乘积 流 (product flow)。 一 = 一 一 = ee = 二: IE 三 
另外 两 种 情况 是 不 可 化 约 流 ，: Hp=0 
(10. 5. 10) 中 的 (2)4=0 以 及 (3)a 图 10. 24 
一 0 图 10. 27) 。 


设 工 ;R: 一 R? 是 一 个 线性 映射 , 且 用 矩阵 4 表示 出 Lz 一 Az, 则 存在 一 个 3X3 扼 阵 避 使 
G71AG 具有 下 列 四 种 标准 形式 


= fe 一 有 0 2 0 0 
一: a a 0.)o w | 
本 Lo 0 2 0 0 
: ==: 1 0 2 1 0 
情况 (2) 4=0 Po (3) E A sob A | 
图 10,. 27 D0 0 0 


(C10. 5. 11) 
这 里 的 线性 映射 是 指 的 线性 流 而 不 是 向 量 场 ,那么 ,就 有 


命题 设 工 ;R' 习 R' 绝 对 值 小 于 1 的 所 有 特征 值 , 则 对 所 有 >ERR, 当 ac 时 ,六 (z)? 一 0。 
证 明 ”我 们 知道 ,0 恒 是 线性 映射 的 一 全 不 动 点 ,如 果 它 有 一 个 绝对 值 小 于 1 的 特征 值 ， 
它 就 有 一 个 对 应 的 方向 ,在 这 个 方向 上 的 点 吸 向 原点 。 
现在 ,我 们 可 将 式 (10. 5. 11) 苍 转换 为 
A ee 0 Ae 和 Td 
0 A oo A |,: 
0 0 A 


0 0 久 


(1) (2) (3) 


然后 讨论 实 值 郑 数 
Vs = 十 十 2 (10. 5, 12) 
就 可 以 肯定 存在 v<1 使 当 es 之 9 足够 小 时 有 | 
Vo Lr) Ry V(r) {10,5, 13) 


从 而 , 当 z 关 0 时 ,V(X)SVV (2), 故 当 n 习 吕 时 1Y。(z)>0, 但 是 V(x)=0, 当 且 仅 当 
这 二 0, 所 以 LL"'(r)—0, 


关于 式 (10. 5.13) 的 证 明 , 以 4)! 而 论 , 从 |xy| 所 x 十 y: 得 
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VoLtr)= Rr 二 2) + ey t+ 7) + Zhelzy + yz) 
二 Er 十 守 十 2) 十 212e1(|zyl 十!yz| 十 1xz|> 
所 (4 十 绊 十 4 CCVCz)) 
故 可 选 。 是 够 小 ,使 y== 儿 十 414e| 十 #? 时 不 等 式 成 立 。 其 它 情况 类 似 , 得 证 。 
由 这 个 命题 得 到 一 般 映 射 的 线性 化 方法 。 | 
命题 中 构造 的 函数 称 为 一 个 Liapunov 函数 ,概念 化 的 这 种 函数 是 ， 
定义 1 设 了 :Re 一 R 是 一 个 微分 同 肛 映 射 ,F: 玉 一 及 是 关于 所 的 中 心 在 号 的 一 个 
Liapunov 虹 数 , 如 果 
(1) 若 x 了 关 P 时 ,V(r)>0} 
(Vp)=0; 
(WV Fr)EV x), 等 式 成 立 当 且 仅 当 X=p 
由 此 定义 ,可 知 它 适 用 于 名 是 严 的 不 动 点 即 
FC(p)=p 
的 一 般 映射 , 若 当 x 关 p 时 | 
VoFlr) < Vr) (10. 5. 14) 
称 V 是 一 个 严格 的 Liapunov 函数 ， 则 用 上 述 命 题 中 的 证 明 ， 直接 表示 ， 对 所 有 在 p 的 一 个 邻 
域 中 的 工 ; 当 nn->oo 时 ， 


F(x 一 户 | | (10. 5.15) 
二 、 马路 形 映射 

我 们 在 8 10. 2 中 已 经 介绍 了 马蹄 形 映射 是 怎样 在 平面 R? 中 正方 形 

= {rir | S17 = 1,2)} ， 《10.5.16) 
由 映射 gq 将 它 映 成 一 种 马 暗 形 的 集合 。 并 且 从 | | 

A+ ,= NO) A: 一 站 9 CQ) (10. 5. 17) 

得 到 集合 
A; = 9"(Q) = AtNMA- = AX A (10. 5. 18) 


ACA 是 一 个 Cantor 集合 ,C4D 也 是 一 个 Cantor 集合 。 这 样 4 是 两 个 Cantor 集合 的 
积 , 所 以 , 它 是 QQ 的 一 个 闭 的 元 处 稠 的 零 维 子 集 。 
对 每 一 点 TE 4 连带 给 出 一 个 双向 序列 


(Ca, CT) ) te a (10. 5. 19) 
它 的 元 是 0 或 1 , 按 法 则 取 为 
0, 若 w"(r) E Qu 
(lr) = | ,车 p(x) EQ (10. 5. 20) 
QQ' 就 是 Q 门 KKQ) 的 两 个 部 分 矩形 ,这 种 对 应 是 一 一 对 应 。 ， 
类 似 于 310.3 中 所 讨论 的 单 向 符号 序列 ， 现在 无 穷 乘 积 集合 
交 一 -a 一 (ojwe 一 0 或 1,n EZ2} (10. 5, 21) 
中 ,我 们 引入 积 折 扑 , 按 兴 标 收 全 的 一 种 拓扑， ,这 就 是 一 个 具 度量 为 
PX,Y) 一 也 2Z ”lm 一 及 hz 一 (Co 一 (8 (10. 5. 22) 


的 一 个 紧 度 量 空间 。 
335 


肯 一 次 用 | 
S:X—X (10. 5. 23} 
表示 向 左 移 位 : 若 z= (a,), 则 
Sr) 一 (8 此 中 记 一 w+ (10, 5. 24) 
它 是 空间 筷 的 一 个 同 胚 映射 ,而 且 S- 基 向 右 的 移 位 映射 。 . 
定理 1 (1) 集 合 和 44 是 不 变 集 ; 
《2) 动 力 系 统 (4, 匀 是 括 扯 共 斩 于 式 (10,5. 21)， a0. 5. 24) 给 出 的 系统 (X,S)。 


证 明 (1)p( 们 )= = rR) = Np" (QQ) = 


C2) 在 A 中 的 每 一 点 x 二 (wy ,X23)E A 完全 和 由 数 a,(x),nE€2 所 决定 ;那些 之 0 的 对 应 数 定 

义 了 坐标 xz, 那些 <0 所 对 应 的 数 定义 了 xz, 容易 检验 映射 
zh (a tr)) 
是 和 有 映 上 瑟 的 一 个 局 蛙 映射。 又 从 wz)? 的 定义 我 们 有 
mT)) = arr) 

所 以 系统 (A,9) 与 ( 关 ,S) 是 共 赤 的 。 

如 果 我 们 在 马蹄 形 映 射 例子 中 ,改变 在 8g 上 的 一 些 如 下 条 件 , 整 个 的 推理 依然 成 立 , 即 集 
合 A 二 NP" (Q@) 是 同 胚 于 义 的 ,对 于 系统 (A,9) 定 理 1 成立。 

CD 将 7 在 QUQ, 上 线性 的 要 求 改 为 集合 QQ 站 pCAD) 与 QN 站 8 (BC) 对 于 EE 站 是 -六 
C' 有 界 的 , 即 对 变量 zz 的 函数 图 的 那些 集合 对 有 一 致 有 界 的 导数 ; 

《2)@@ 门 w"(4D) 不 与 @nyg"CBC)? 相 交 , 同 样 的 对 4B 与 AD 也 是 如 此 ; 

(3) 在 平行 于 45 的 线段 上 压缩 ,在 平行 于 AD 的 线段 土 膨胀 。 

后 来 ,Z, Nitecki 于 1971 年 给 出 如 下 陈述 ; 

忆 蹄 形 上 映射 C' 一 一 稳定 ,其 中 

| NA=N9 Ne. 
这 里 的 0(P) 是 相对 于 微分 同上 用 8 的 所 有 非 游 荡 点 的 集合 ,wp 是 在 流 形 M 上 的 映射 ,一 点 zE 邮 
称 为 游荡 的 (wandering), 当 且 仅 当 有 的 一 个 邻 域 台 使 
有 ‘NU=Y (10. 5. 25) 

不 是 游荡 的 点 =E M, 称 为 非 游荡 的 。 

这 样 ,所 谓 C' 一 一 稳定 就 是 说 . 

若 玩 是 一 个 C!' 近 于 8g 于 QQ 内 的 微分 同 胚 映射 , 则 百 于 其 在 Q 中 非 游荡 点 集 上 的 限制 是 
拓扑 共 罗 于 40,1} 序 列 空间 中 的 移 位 映射 。 

进一步 分 析 , 若 久 们 红 @@) 是 由 多 于 2 个 
部 分 ,例如 六 个 部 分 组 成 , 则 如 上 处 理 方法 ， 
仍然 可 以 得 到 一 个 定义 为 两 个 Cantor 型 集 
合 的 积 的 和 -不 变 集 4CQ, 耐 且 使 (4, 队 系 
统 拓扑 共 希 于 系统 (X， 人 S) ,这 里 的 


入 一 TT {ls ‘sm}, (10, 5. 26) 


并 四 mm no 


是 向 左 的 移 位 映射 。 所 以 ,集合 g(@) 可 以 
有 各 种 不 同 的 形状 (图 10, 28) 。 
马 啼 形 现象 以 一 种 很 自然 的 形式 出 现 


图 10. 29 
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于 很 多 动力 系统 ,生长 模型 在 >>4 的 情况 ( 见 § 10. 全 下 下 村 全 风筝 全 所 以 ,值得 青 进 一 
步 来 分 析 它 的 内 在 机 制 。 

没 M 是 一 个 紧 流 形 , 且 设 PE Diff'(M), 即 是 一 种 > 阶 连 续 可 微 于 MM 上 的 映射 。 

定义 2 一 点 xzE M 称 为 人 point) 当 且 仅 当 对 某 异 于 的 双 曲 
周期 点 声 

| rE WI(p) NW Cp) (10. 5. 27) 
以 紧 Riemann 流 形 M 来 说 , 它 在 M 上 有 一 个 度量 p; 则 
WY (p) = tz EM| lim plp" Cp}glrN 0 7. 
Wr” (p) = {rz € M| lim pp*(p) ,9°(2)) = 0} 

再 车 在 z 的 MM 切 空间 不 相 切 的 有 W*(p),W- i 
《Pp) 交 于 z , 刚 z 称 为 一 个 横 截 (transversal》 同 宿 i 
点 。 

1892 一 1899 年 闻 ,Poincare 首先 在 他 的 天 体力 
学 著作 中 认识 到 这 种 同 宿 点 的 存在 , 面 基 他 还 指出 
一 旦 这 种 同 宿 点 存在 以 后 , 它 将 使 轨道 复杂 起 来 。60 
年 代 ,Smale 等 人 进一步 作 了 研究 ,图 10. 29 就 是 一 
种 同 宿 点 出 现 后 所 引起 的 复杂 轨道 形式 。 

事实 上 ,如 果 一 个 系统 有 一 个 模 截 问 宿 点 ， 它 就 图 10. 疆 
必然 出 现 马蹄 形 现象 。 

马蹄 形 现象 是 浑 沌 现象 的 一 种 中 心 概括 , 它 包 括 生长 模型 的 特例 , 它 本 身 又 从 符 导 双向 动 
态 系统 表现 出 浑 沌 特征 ,又 从 模 截 同 宿 点 性 质 推 广 刘 一 般 情 况 。 

至 于 双向 符号 动态 系统 并 的 浑 汪 性 是 与 单 向 符号 动态 系统 ,一样 的 , 它 有 移 的 周期 点 
分 布 , 且 有 和 砚 轨 道 ， 而 要 蹄 形 映 射 于 全 上 又 拓扑 共 罗 于 X 上 的 移 位 蛤 射 ， 所 以 咏 蹄 形 映射 在 
不 变 集 A 上 构成 浑 沌 。 

正如 8 10. 2 中 所 讨论 的 生长 模型 式 (10. 2, 67) 在 > 之 2 十 /5 时 所 论证 的 Cantor 集合 4 
是 一 个 浑 沌 集 一 祥 ,F 在 4CL0,1] 上 是 浑 学 的 ,而 在 [0,1] 的 其 它 点 xE [0,1] 的 其 它 点 rE 
[0,1 下 4 上 的 选 代 最 终 将 趋 于 一 ,所 以 都 局 于 整体 稳定 范围 现在 , 马 贿 形 映射 在 它 原 城 
正方 形 中 的 其 它 点 ,迭代 以 后 最 终 也 是 整体 稳定 的 。 ; 

事实 上 ,马蹄 形 映 射 在 正方 形 域外 反复 迭代 所 形成 的 不 变 集 4, 应 该 还 缀 考 感 Q\A 的 点 
在 马 逻 形 映 射 作用 下 最 终 是 如 何 趋向 。 这 样 ,我 们 把 p 的 定义 域 完 整 划 成 三 部 分 组 成 :一 个 
边 长 为 1 的 中 心 部 分 的 正方 形 S( 即 相当 于 人 @)， me 两 边 的 半圆。 和 ib 
场 (图 10. 30) 。 

马蹄 形 映射 整个 运动 场 域 D 到 它 的 内 部 : 在 8 垂直 部 位 以 因子 ， S112 2 压缩 ， 而 在 水 半 部 
位 以 因子 176 膨胀 项 5 人 然后 将 它 又 放 进 整个 运动 场 号 城 形成 一 个 马蹄 形 {图 
10. 31)。 

半圆 域 D, 与 D; 被 压缩 成 映 入 .Di 的 图 示 部 分 ,这样 ， rp 县? 是- 一 的， i 
不 是 映 土 (onto) ,所 以 ,yw ' 不 是 在 整个 运动 场 人 D 域 上 有 定义 。 

S 的 前 像 是 由 两 个 垂直 向 矩形 me 组 经, 可 以 把 它 们 看 成 是 由 tS) IIS 的 机 个 水平 
分 百 。, 妃 ;线性 映 上 的 ,而且 wm 的 宽 是 人 , 它 也 是 五 , ,好 的 高 (图 10. 32)。 

从 ?在 S 上 的 线性 性 ,p 在 8& 中 保持 牌 直 线 与 水 平 线 不 变 其 重 直 性 与 水 平 性 ,这 样 , 若 大 
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《10.5. 28) 


1 
J 


图 10.30 图 10, 31 


是 S a 它 的 像 也 是 落 在 S 中 , 则 gxh) 的 长 度 
是 一 个 因子 部 二 乘 上 天 的 长 庆 , 类 似 的 , 落 v 人 中 


的 垂直 线段 , 则 约 z) 为 一 人 因子 缩短 。 
另外 ,gp 在 Di 上 压缩 ,所 以 在 D, 中 有 唯一 不 动 点 p， 
且 对 所 有 


a € Dimp"(e) = 8 
而 pCDs)CDi, 所 以 在 Ds 中 的 所 有 轨道 也 具有 收缩 于 p 的 
特征 ,因此 ,车 ES, 有 某 &>0 使 
9 (9)》 入 


则 必 是 
g*(g) ED U 已: 
所 以 恒 有 . 3 
和 . pop 
次 时 次 委 内 以 时 轩 光 全 天 拱 汉 的 好 国 : 了 
4= {9 ESip'() ES 对 所 有 天 EZ} 

由 于 4 有 0-- 稳 定性, 总体 w DD 很 显然 与 生长 模型 式 (10. 3. 19? 一 样 ,也 具有 结构 稳 
定性 。 .. 
事实 . 上 ,我 们 还 可 以 在 球面 S’ 上 类 侯 闻 讨论 马路 形 映射 ,包括 重要 的 Smale 马 距 形 映射 
在 内 的 一 个 例子 ， 就 是 S:. 的 一 种 微分 同 胚 映射 f, 它 满足 结构 稳定 性 的 充分 条 件 ; 

公理 4 (1)f 的 非 游荡 集 人 8 二 Cf) 是 双 曲 的 ; 且 8=Per (让, 即 周期 点 在 名 中 稠 ， 

: 《22 横 戴 性 条 件 。 

非 游荡 集 0 一 9 由 三 个 基本 集合 组 成 :9, 是 -个 排斥 不 动 点 ,0 是 一 个 吸引 不 动 点 ， 
0; 是 一 个 .Cantor 集合 ,其 中 周期 鞍点 是 筒 的 。 在 球面 的 北极 我 们 放 了 一 个 双 曲 发 点 2, 整个 
北半球 瑟 *+ 包 括 赤道 元 属于 不 稳定 深 形 WB) ,所 以 , 若 妃 - 表 示 南 半球 面 , 则 


五 -CInt 百 (五 -的 内 部 ) 


现在 来 描述 /在 五 -的 作用 。 上 映射 :是 线性 的 ,以 一 种 压缩 因子 0<4< 字 来 压 缮 水 平 线 ， 
以 一 种 膨胀 因子 jx>4 来 胀 开 垂直 线 ;上 映射 4 握 曲 矩形 i(@) 在 它 的 中 间 部 位 以 形成 一 个 马蹄 
形 FF, 将 它 移动 位 置 如 图 10. 33。 从 而 ,Q 门 f(Q) 有 了 两 个 矩形 部 分 衣 , 与 总 ,它们 是 在 名 中 乱 形 
及 与 R; 的 像 。 在 害 形 Ri 与 R 中 .微分 癌 且 是 仿 射 的 , 即 一 种 带 有 平移 的 线性 映射 ,用 4 将 水 
平 线 压缩 ,用 py 将 垂直 线 伸 长 ,最 后 在 肯 六 ,二 DD, 的 中 心 ,我 们 放置 一 个 双 昌 吸引 个 动 点 人 0 
EBC wD,), 
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让 我 们 来 分 析 和 集合 0 二 QC 有 ,着 XxEIHI 且 x 
不 是 北极 , 则 x 基 游 落 的 ,因为 它 属于 发 点 的 不 
稳定 流 形 ; 若 zED, 且 z 兴 1 , 则 z 是 游荡 的 , 因 万 J 
为 它 属 村 一 个 吸 点 的 稳定 流 形 。 着 x€D,; 则 了 
(7)ED', 且 x 是 游荡 的 ; 若 zED;, 则 f(x)E€ 
Dizr 又 是 游荡 的 。 所 以 , 当 xE 日 _ 目 z 关 2;, 则 


z 仅 当 它 的 轨道 完全 含 在 @ 中 时 才 是 非 游荡 的 。 A 
因此 ,车 z+E0 且 xz 关 1,z 尖 0,, 就 有 pa | 、 
zenre=4 一 
我 们 来 描述 集合 4: 由 于 QQ 门人 Q 有 两 个 矩形 | 一 I 
部 分 ,Q 门 /8 站 FQ 有 四 个 矩形 部 分 ,如 此 等 等 ， 1 
系统 地 说 ,Q;Q 几 MQ=RURK;QN 由 frQ 一 es 
名 ,UKsURR,U 衣 等 等 ,矩形 的 下 标 方法 是 i 
IRNQ= RU RR CRR,NR= 
类 似 的 ER, NeQ= 间 U RR NN K, = ZR,, C RR, 
一 般 的 Ren, E Fg, 
且 若 


Rs Ch “ar p+! 一 0, 


若 不 相交 则 四 ps GT 
这 里 的 每 一 个 o 是 1 或 2。 注 意 到 ,给 定 任 一 整数 上 0, 总 过 天 下 符 标的 1 重复 次 ,这 就 
旦 
Ra CFRNQ 
特别 是 
PR NRG 
同样 的 关于 六 -wa 可 取 1 或 2 也 是 一 样 的 。 
讨论 任 一 水 平 线 a 使 4 门 Q 关 名, 令 
[a,bj=afiQ 
则 [a;8jNM 站 着 两 个 交 级 上 是 从 [a,b] 和 去 三 个 友 线 要 的 结 果 , 再 从 这 机 个 线 有 的 入 一 个 
移 去 三 个 线段 形成 
[ae 站 An FQ 
如 此 下 去 ,就 可 以 得 到 : 


Las N (NA FQ) (10. 5. 29) 
是 一 个 Cantor 集合 。 再 对 垂直 线 用 同样 推理 就 得 
OAa 《10.5.30) 
也 是 一 个 Cantor 集合 。 由 于 了 是 一 个 仿 射 映射 所 以 
A=Nre (10. 5. 31) 


也 是 一 个 Cantor 集合 , 它 是 一 个 在 水 平一 个 在 垂直 的 Cantor 集合 之 积 。 
然后 ,我 们 可 以 证 明 4 的 双 曲 线 ,任何 … 点 zxE4 的 非 游荡 性 ,上 的 周期 点 在 4 中 稠 性 ,以 
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及 SS 的 基本 集合 2 ,2 一 4.0. 都 具有 横 截 性 ,7 了 就 满足 了 公理 4 与 横 截 性 的 条 件 , 所 
以 是 结构 稳定 的 。 和 
这 种 结构 稳定 性 和 总 体 生长 模型 式 (10. 3. 19)} 一 样 是 把 深 沪 部 分 包含 在 内 的 稳定 性 。 


810.6 分 有 形 莘 介 


以 上 几 节 通过 对 生长 模型 和 马蹄 形 映 射 的 分 析 , 我 们 概括 并 抽象 出 浑 沌 的 意义 ,研究 了 它 
.的 特征 及 其 数学 基础 。 为 了 要 理解 浑 汪 系 统 中 由 于 马蹄 形 映 射 所 混 出 的 信 缩 和 折 秋 变换 所 造 
成 的 复杂 几何 特征 ,传统 的 几何 知识 无 济 于 事 , 必 须 运 用 分 形 岂 何 学 提供 的 新 士 具 。 为 此 本 节 
扼要 地 闭 述 分 形 的 意义 ,以 及 分 形 继 数 的 定义 和 它 的 简单 计算 方法 。 


一 、 分形 的 意义 


分 内 (fracral) 概 念 站 非 纯 数 学 的 产物 ,而 是 对 普遍 存在 的 复杂 几何 形态 的 科学 概括 ,有 广 
泛 的 实际 背景 ,自然 春 中 到 处 存在 着 分 形体 ,诸如 坑坑洼洼 的 地 面 , 曲 曲折 折 的 海岸 线 、 层 层 分 
又 的 树枝 ， 地 质 学 中 的 复杂 禄 皱 , 扬 皱 , 遍 布 周身 级 横 交 鲁 的 血管 等 ,都 大 自然 界 的 分 形 对 象 。 
分 形 和 经 典 的 几何 学 不 同 , 它 是 研究 那 种 不 规则 的 、 破 碎 的 ,项 屑 的 几何 特征 .传统 的 几何 学 描 ， 
述 的 对 象 是 由 直线 或 曲线 ,平面 或 曲 而 、 平 面体 或 曲面 体 构成 的 各 种 几何 形状 , 称 之 为 整形 几 
何 学 。 称 形 的 基本 特征 是 具有 光滑 性 (可 切 性 ) ,全 少 是 分 段 或 分 片 光 海 的 分 形 的 基本 待 征 是 
不 光滑 性 ,甚至 是 不 连续 的 。 自 然 界 普 衣 存在 的 几何 对 象 大 多 数 是 分 形 。 整 形 是 一 种 例外 ， 

分 形 按 数 学 性 质 划 分 ,有 线 分 形 , 面 分 形 , 体 分 形 ; 按 更 深刻 的 数学 性 质 来 看 ,有 如 下 分 类 ， 

严格 线性 分 形 
| 

随机 线性 分 形 
| 自 反 演 分 形 
a 

自 平方 分 形 

分 形 是 具有 层次 结构 的 几何 对 象 严格 线性 分 形 的 不 同 层 次 之 间 具 有 严格 的 自 相似 性 ,而 
且 旦 无 限 层次 的 伐 侍 结构 。 统 计 分 形 只 有 统计 意义 下 的 自 相 伺 性 。 在 线性 分 形 中 , 沿 不 同方 向 
的 伸缩 比 都 一 样 企 非 线性 分 形 中 ,包括 比较 简单 的 自 仿 射 分 形 , 沿 不 同方 向 的 伸缩 比 不 - 样 。 
非 线性 分 形 更 复杂 ,但 更 普遍 、 更 能 友 碳 出 自然 界 的 本 质 儿 何 特征 。 

现在 介绍 几 个 著名 的 数学 分 形 例子 ,并 指出 它们 产生 的 数学 规则 ,这 对 于 描述 浑 溃 运 动 有 
重要 意义 。 

在 一 维 空间 的 各 种 分 形 中 ,一 -个 典型 钢 子 就 是 我 们 已 讨论 过 的 Cantor 集合 (Cantor 尘 
埃 )。 它 是 最 容易 构造 的 分 形 ,然而 , 它 却 显示 出 许多 最 典型 的 分 形 特征 。 从 一 个 线段 (如 区 
间 )[0,1] 开 始 ,把 它 三 等 分 后 去 掉 中 间 卉 一 自 。 再 把 剩 下 的 两 段 分 别 三 等 分 并 去 捧 中 间 一 自 ， 
将 六 种 操作 过 径 元 限 进行 下 去 ,最 后 剩 下 的 极限 点 集合 ,就 是 Cantor 集合 (网 10. 34)。 

要 = [和 10[ 林 本 =[o 和 uC 和 ru[3 下 [和 2 到 
包 是 由 2? 个 长 度 各 为 3 的 区 间 组 戌 。 因此 ,Cantor 集合 F=: 站 已。 事实 上 , 尼 是 一 下 可 数 的 
无 穷 点 集 , 在 忆 中 的 任 一 个 点 的 邻 域 中 都 包含 F 集 内 的 无 穷 多 个 点 ,这 些 点 处 处 稀 栈 ,及 长 度 
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下 面 列 出 三 分 Cantor 集合 的 一 些 性 质 ,许多 分 形 也 有 类 做 的 性 质 ; 
(DR 是 自 相 似 的 。 显 然 ,在 区 问 | 0, 二 | 和 | 3 ,1 ] 内 的 严 的 部 分 与 严 是 几何 相似 的 ,相似 


名 
| 


Fr | 


网 12, 34 


。 进 而 已: 的 四 个 区 闻 内 号 的 部 分 也 与 丸 相 似 ， 相似 比 为 二， 以 此 类 推 ,Cantor 集合 下 
人 比例 的 与 自身 相似 的 样本 。 


(2) 有 “精细 结构 ”, 即 它 包 含有 任意 小 比例 的 细节 , 越 放 大 Cantor 集合 的 图 ,间隙 就 越 
呈现 出 来 。 | 


(3) 昌 然 下 有 错综复杂 的 细节 结构 ,但 下 的 实际 定义 是 非常 简明 的 。 
《4) 玉 是 由 一 个 选 代 过 程 得 到 的 ,其 结构 是 由 反复 地 去 掉 区 间 斗 得 到 的 ,持续 的 步 又 得 到 
的 避 是 王 的 趣 来 越 好 的 通 近 。 


(5)F 的 几何 性 质 难以 用 传统 的 术语 来 描述 , 它 既 不 是 满足 某 些 简 单条 件 的 点 的 轨迹 :也 
不 是 任何 简单 方程 的 解 集 。 


(6) 的 每 点 附近 都 有 大 量 被 各 种 不 同 同 隔 分 开 的 
其 它 点 。 
(7) 忆 在 革 种 意义 上 是 相当 大 的 集合 (是 不 可 数 拒 
穷 的 ) ,但 是 它 的 大 小 不 适合 用 通常 的 测度 和 长 度 来 度 
量 ,用 任何 合理 定义 的 长 度 , 总 是 长 度 为 堆 ， 人 a 
在 二 维 空 间 中 ,典型 的 例子 就 是 Kocb 曲线 。 它 的 
构造 法 则 是 :给 定 一 个 源 图 ,是 由 苦 干线 段 组 成 的 ,其 中 
有 两 个 点 为 特定 点 ,每 次 变换 都 把 上 次 变换 的 结果 的 每 
一 直线 段 改换 成 与 源 图 相似 的 图 形 , 且 源 图 中 两 个 特定 
人 


点 的 父 就 是 两 个 直线 毁 的 端点 ; 董 这 种 变换 不 断 进 行 上 
去 .得 到 的 极限 图 形 便 是 Koch 曲线 (图 10. 35) 。 


图 10. 35 的 源 图 为 一 个 三 角形 ,将 每 一 边 的 中 间 汪 
眉 去 掉 , 接 上 一 个 向 外 的 三 角形 , 边 长 为 源 图 边 长 的 地， ES 
但 无 底 边 ,反复 操作 这 种 变换 ,得 到 的 极限 情形 是 由 分 形 曲 线 (Koch 曲线 7 国 成 Coch 岛 , 岛 的 


面积 有 限 ; 但 周 长 为 无 穷 大 , 于 实 上 , 设 源 图 下 三 名 形 每 边 长 为 1, 即 E38.—3| 4 1].E.-3 
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[二 ] ,… ,及 = 引 [二 ] ,于 是 , 当 夺 "十 co 时 ,Bi 十 oo。 


还 有 许多 其 它 的 构造 方式 也 可 以 得 到 具有 这 种 类 似 性 质 的 集合 ,所 有 这 些 集合 普遍 邮 被 
称 为 分 形 。 任 何 能 称 为 分 形 的 集合 都 有 精细 的 结构 ;都 有 某 种 程度 的 自 相 似 性 ,它们 由 以 某 种 
方式 和 整体 相似 的 部 分 组 成 ,这 种 相似 性 可 以 是 近似 的 也 可 以 是 统计 的 。 

经 典 的 几何 方法 和 计算 方法 不 适合 用 来 研究 分 形 , 需 要 另外 的 方法 .分 形 几何 的 主要 工具 
是 亡 的 许多 形式 的 维 数 , 这 种 维 数 能 够 反映 出 分 形 本 身 的 比例 性 质 和 自 相 化 性 。 

整形 几何 学 研究 的 都 是 具有 整数 维 的 对 象 , 点 是 0 维 的 , 线 是 一 维 的 , 面 是 二 维 的 , 体 是 三 
维 的 。 抽 象 空 间 的 几何 对 象 也 都 是 整数 维 的 ,将 这 些 几 何 对 象 作 拉 伸 .压缩 ` 扭 曲 ,. 折 登 等 释 换 
都 不 改变 它们 的 维 数 。 这 种 维 数 称 为 拓扑 维 , 记 作 d。 

分 形 的 主要 几何 特征 是 关于 它 的 结构 不 规则 性 和 复杂 性 程度 的 度量 ,这 就 引出 分 数 维 数 
的 概念 。 若 以 D 记 之 , 则 DD 允许 取 分 数值 ,并 且 Dn 一 般 情况 下 都 取 分 数 , 故 称 分 数 维 数 (简称 
分 维 )。 从 维 数 这 一 性 质 来 看 ,分 形 的 本 质 特征 是 它 的 分 数 维 不 小 于 它 的 折 冰 维 即 

D>d 

分 形 尚 无 可 以 被 普遍 接受 的 精确 定义 有 一 种 意见 认为 :对 分 形 伺 乎 最 好 把 它 看 成 具有 下 
面 列 出 的 性 质 的 集合 ,而 不 去 探求 严格 的 定义 ,这 种 定义 肯定 几乎 总 要 排除 掉 … 些 有 者 的 情 
形 。 从 数学 家 的 观点 看 来 ,这 样 处 理 不 是 什么 坏事 情 ， 

综合 以 上 的 分 析 ,我 们 可 以 对 分 形 作 一 个 描述 性 的 定义 , 设 下 是 一 个 集合 ,如 果 下 具有 以 

的 性 质 : 

(1DF 具有 精 组 的 结构 ; 

2) 有 是 不 规则 的 , 它 不 能 用 传统 的 几何 请 言 描述 ; 

《3) 通常 有 某 种 自 相 似 的 形式 ; 

(4)F 的 “分 数 维 数 "大 于 它 的 拓扑 维 数 ; 

(5) 居 可 拟 用 简单 的 方法 定义 ,可 能 由 达 代 产生 。 则 这 样 的 集合 下 称 为 分 形 。 


二 、 分 维 的 定义 及 其 计算 


在 被 使 用 的 多 种 多 样 的 “分 形 维 数 ” 慨 念 中 , 以 Caratheodory 构造 为 基础 的 Hausdorff 定 
义 是 最 古老 的 ,也 可 能 起 最 重要 的 一 种 。Hausdorff 维 数 具 有 对 任何 集 都 有 定义 的 优点 ,由 于 
它 是 建立 在 相对 比较 容易 处 理 的 测度 概念 的 基础 上 ,因此 在 数学 上 也 是 较为 方便 的 。 

设 UCR* 为 任何 非 空子 集 ,U 的 直径 定义 为 IU| 一 sup{1z 一 y||x,yEU). 设 集 类 {07;} 为 
可 数 的 或 有 限 的 且 1Ui1<<8,1 一 1,2,… sn,…。 如 果 集合 CUU, 则 称 {C 为 下 的 一 个 全 
覆盖 ， 站 
定义 1 设 下 为 R" 中 的 任何 子 集 ,S 为 一 非 负 数 ,对 任何 5>0, 有 

FD = inf{ > HP) 为 下 的 8 - 覆盖 (10. 6. 1) 

如 果 2 FF) = lim BE) (10, 6.2) 
对 任何 FCR" 这 个 极限 都 存在 ;但 极限 值 可 以 有 基 0 或 2, 那 末 称 洲 *(F) 洲 下 的 一 维 Haus- 
dorff 测度 ， 

特别 地 ,多 (由 ) 一 0. 如 果 上 CF 则 CE) 过 如 CF), 若 下 ;为 任何 可 数 不 交 的 Borel 集 
序列 , 则 
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Ce bar 


yr 


2 (UF) a De, ) 


Hausdorff 测度 推广 长度、 画 积 和 体积 等 类 似 概念 。 可 以 证 明 R* 中 任何 子 集 的 =” 维 
Hausdorf 测度 与 > 维 Lebesgue 测度 , 即 通常 的 > 维 体积 ,相差 一 惫 数 倍 。 更 精确 地 ,各 上 是 
R" 中 Borel 子 集 , 刚 0 

BEF) 一 coVoP (FF) 
其 中 常数 一 xz 和 /2" (二 1， 妈 直 和 色 为 1 的 n 维 球 的 体积 ,类似 地 ,对 于 R" 由 好 的 * 保 维 子 集 ， 
如 "(由 ) 是 下 中 点 的 数目 ; 襄 "(F) 给 出 了 光滑 曲线 下 的 长 度 ; 若 下 为 光滑 曲面 , 则 放 <(P) 一 


TrXareatF) ;而 BF) XVol 《Fj1 若 下 为 R* 中 光滑 rm 维 子 流 形 ( 即 经 典 意 义 玉 的 加 


维 曲 面 ), 则 党 (FF) 二 eX Vol"(F)。 
长 度 、 面 积 和 体积 的 比例 性 质 是 从 所 周知 的 。 当 比例 放大 倍 时 ,曲线 钓 长 度 放大 六 售 , 平 
面 区 域 的 面积 放大 汰 倍 ,3 维 物体 的 体积 放大 避税 。 正如 可 以 预料 到 的 nado 测度 放 
大 在 倍 。 这 个 比例 性 质 是 分 形 理论 的 基础 。 区 
定理 1 如 果 FCR',4>0, 则 3 
HAF) = XE F) 
其 中 和 = {Ar|zEF}), 基 F 按 比例 放大 4 倍 。 
证 明 着 {0 为 下 的 一 个 6 一 禾 盖 , 则 {4C7,) 为 AF 的 一 个 9- 入 新 以 
HEAF) ES YU =* 之 IU 
因为 对 任何 3 一 六 羡 {0,} 都 成 立 , 所 以 : 
a < am) | 
令 3 一 0, 即 得 "CF)SXBC*(F)。 用 二 十 营 代 和 用 全 替 代 玉 则 得 到 需要 的 反 向 不 等 式 。 
对 一 般 变换 作用 下 集合 的 和 测度 ， 类 似 的 讨论 给 出 了 下 面 的 基本 估计 。 
定理 2 设 FCR",f ;FR" 为 一 映射 ,使 得 对 常数 c 六 0 和 a>0, 有 
fx) ~ /WISelz— yl (x,y€F) | C16: 6- 23 
则 对 每 一 
SF PY) SC et (F) (10. 6.4) 
证 明 车 {如 ,为 下 的 8 一 覆盖 , 国 为 | FACFNUD |<&c1U|', 故 知 {FCFNUD)} 为 fCF) 的 一 
覆盖 ,这 里 e=c6*。 于 是 > i 了 CF MU se A :所 以 人 ne 当 
x0 时 ,有 一 0, 即 得 式 (10, 6. 4)。 
条 件 式 (10. 6.3) 称 为 指数 为 “的 H6lder 条 件 ， 这 是 一 个 使 了 为 连续 的 条 件 ， 特别 重要 的 
是 x 一 1 的 情形 , 即 
[fz 一 FJ 委 clz 一 ?| (zy EF 
这 时 了 称 为 Lipschitz 映射 ,是 有 - : : 
CFF) Ee (FY 
作为 中 值 定理 的 一 个 推论 ,任何 具有 有 界 导数 的 可 微 务 数 都 为 Lip3cbitz 映射 。 着 下 是 哥 肛 的 ， 
邮 i(z) 一 了 fy)|=1z 一 y|, 则 有 如 "(FCF))=B2(F)。 特别 乳 ,Hausdorff 测度 是 平移 淋 变 的 
( 即 多 (F 十 z) 一 多 ”CRP) ,这 里 玉 十 = 一 fr 二 zl zeP))， ei 这 无 疑 是 我 们 记 期 
望 的 。 
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根据 (10. 6. 1? 忒 ,容易 看 出 对 于 任意 给 定 的 集 下 和 $>1, 多 SCF) 对 是 不 增 的 ,因此 由 

《10. 6. 2) 式 + 人 (7 也 是 不 增 的 。 若 上 和, 且 {C)} 为 只 的 6 一 材 瘀 ,我们 有 

DU < DA 
取 下 确 界 得 ,CF 了 O03)。 令 5->0, 可 见 ， 对 于 >s， 车 (FF) <00, 则 2"*(F)=0, 
因此 必 存 在 ;的 一 个 临界 值 使 得 到 ") 从 co" 跳 联 ?" 到 0。 

定义 2 在 定义 1 的 意义 下 ,如 上 所 述 , 使 它 "(P) 从 cc 号 跃 "到 0 的 临界 值 ;, 称 为 下 的 

Havsdort 维 数 , 记 为 dimnF。 精 确 地 
dimuF = inf{s| BCF) = 0} 一 sp 他 ) = co)} 
十 0, 若 5 之 dimpF 
0， 若 s 六 dimgF 
如 果 s 二 dimn 玉 , 则 .2"*(F) 可 以 为 等 或 者 无 穷 或 者 满足 
| : OHAF) 一 十 co 
满足 最 后 这 个 条 件 的 Borel 集 称 为 * 一 集 。 在 数学 上 经 常 租 到 的 集 大 都 是 * 一 集 。 

例 1 设 下 为 玉 中 具有 单位 半径 的 诗 圆 盘 。 于 是 由 长 度 , 面 积 和 体积 的 性 质 知 ,Be:(F) 
=length 8 (FP)=+00, 0 (F) = Xarea(p) C+ ng) XVol(F) =0, 而 
如 果 s<2. 则 如 (<< 十 co; 加 果 s>>2;, 则 BF)=0。 所 以 dimnF 二 2。 

Hausdorff 维 数 满 足下 面 的 性 质 。 

开 集 车 CR" 为 开 集 , 因 上 包含 一 个 具有 正 x 维 体 积 的 球 ,所 以 由 mx 一 ma。 

光滑 集 ”车 下 为 R" 中 的 光滑 ( 即 连续 可 微 )m 维 流 形 ( 即 mr 维 曲面 ), 则 dimwF==m。 特别 
地 ,光滑 曲线 维 数 为 1, 光滑 曲面 维 数 为 2。 

单调 帖 “ 著 ECF, 则 dimnEs<<dimyF。 

可 数 稳定 性 ”车 局,Fz… 为 一 可 数 集 序列 , 则 由 mwUR 本 一 suplccstdimuF}。 

可 数 集 车 下 是 可 数 的 , 则 dinwF 二 0。 

定理 3 设 FCR".f:F*R" 满足 Halder 条 件 

If — fer yl, (ry EF) 
则 dimaf CF) dingP 

证 明 基 s>dimwF, 由 定理 2 得 (f(ASo“2*(F) 二 0, 这 表示 对 所 有 的 s>dimw 下 
有 dimnf (Fs/a, 

推论 (1) 若 /;F 一 R" 是 Lipschitz 变换 , 则 dims FF ) 魏 dima 大 ; 

(2) 著 :FF 一 R” 是 双 Lipschitz 变换 , 即 | 

ulz— ya fy Rr yz y EF) 
其 中 0<e&cs<o0, 则 dimyf(F) 一 dimnF。 

证 明 (1) 中 的 结论 在 定理 3 中 取 a=1 得 到 。 利 用 这 个 结论 到 函数 /-';f(F)->F, 可 得 
到 满足 (2) 要 求 的 另 一 方向 不 等 式 。 

定理 4 和 集 上 CR' 且 dimwF<1, 则 它 是 全 不 连通 的 。 

”证明 . 设 z,y 是 F 中 不 同 的 两 点 ,定义 映射 fR* 一 [0, 十 co0) ,f(z) 二 1z 一 +|。 因 为 了 不 
增加 距离 ; 即 1 了 (zw) 一 fe) ;所 |z 一 w|, 由 推论 (1) 得 dimyf(F)<dimwfr<<1。 于 是 了 (下 为 R 
中 光一 测度 或 长 度 为 零 的 了 集 , 所 以 有 稠密 余 集 。 选 取 > 使 > 已 ACE) 目 0<rc rw , 则 
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scm -1 


LA 


F={€ Flls ~ zi<riU {ze Fl — zl>r7 

所 以 已 包括 于 两 个 不 交 和 并 集中 ,而 zx 与 分 别 属于 其 中 之 一 ,所 以 > 与 > 在 玉 的 木 同 的 连通 
区 域内 。 证 毕 。 . 

定理 和 推论 揭示 了 Hausdorff 维 数 的 基本 性 质 ， Rausdorff 维 数 是 双 Lipschitz 变换 下 的 

不 变量 。 于 是 若 两 集 有 不 同 的 维 数 , 则 两 集 之 间 不 存在 双 Lipschitz 映射 。 在 分 形 几 何 中 ,如 果 

两 集 之 辐 存 在 双 Lipschirs 映射 , 则 认为 亲 集 为 “同一 ”的 。Hausdorff 维 数 (及 其 他 维 数 定义 ) 提 
供 了 分 形 之 间 更 进一步 的 特征 区 别 。 

下 面 通过 一 个 例子 ,阐述 Hausdorff 维 数 的 计算 方法 。 


例 2 设 已 是 三 分 Cantor 集 ,车 一 log2/log3 一 0. 6309…, 则 dimaP 一 ;有 目 了 <<2"(F) 坟 


分 析 Cantor 集 分 为 左 半 部 分 Fe 一 Pn [0, 寺 | 和 右 半 部 分 Pa 一 FN | 也 ,1 ]。 显然 本 部 


都 几何 相似 于 下, 比例 系数 为 计 , 且 上 一 FeUUPe 为 不 交 并 。 所 以 对 任何 s, 由 Hausdorff 测度 的 
比例 性 质 (1) 即 定理 1 得 
BF) = FD + FY) = | 于 2) 十 本 | 


假设 在 临界 值 ;=dimuF ,我 们 有 0<-28(P)<< 十 oo ,可 以 除 以 2er(F) 得 到 1=?| 二 
者 =:log2/log3。 

计算 称 F 的 构造 中 组 成 的 集 EE 的 长 度 为 3-(4 二 0,1,2,…) 的 区 间 为 基本 光疗 。E, 中 
的 长 度 为 3 的 和 个 区 间 为 下 的 一 个 覆盖 (5:) ,由 此 得 到 , 若 ;= log2/log3, 则 eT i(F) A& 
DCH = 23-* 一 1, 令 记 > 十 00, 得 到 人 (FF)=1。 

为 了 证 明 2tr(CP)> 寺 ,说 了 明 对 下 的 任何 覆盖 人 7 有 

Bio 这 寺 = 3- -10.6.5) 
显然 ,只 要 假定 (0) 为 区 间 就 可 以 了 。 通 过 精微 的 扩展 ,并 昌 册 下 的 紧 性 ,只 需 在 各 ,) 为 [0,1] 
中 有 限 个 闭 子 区 间 的 情形 下 证 明 式 (10. 6, 3) 成 立 。 事 实 上 ,对 每 一 Ui, 设 为 满足 
3-etD IU,| < 3 (10. 6. 6) 

的 整数 . 由 干 基本 区 间 钓 间隔 至 少 是 3-*, 所 以 U; 最 多 可 能 与 的 一 个 基本 区 间 相 交 。 若 /之 
大 ,由 集 的 构造 并 利用 式 (10. 6. 5) ,U, 最 多 与 0: 一 2，3-*<2i3'|U|' 个 上 E 的 基本 区 间 相 交 。 
若 我 们 选择 充分 大 的 ;使 得 所 有 的 ;有 37+? 志 |U,|, 则 因为 {0} 与 所 有 的 2 个 长 度 为 3 
的 基本 区 闻 相 交 , 计 算 区 间 数 目 得 到 2 所 之 23 U0; i 简化 得 到 式 t10. 6. 5) 。 

Hausdorff 测度 的 计算 通常 是 浅显 的 ,但 是 即使 是 简单 的 集 , 维 数 的 计数 也 可 能 比较 复 
杂 。 通 常 维 数 的 下 界 估 计 也 很 难得 到 。 | 

在 例 中 分 析 时 提出 的 计算 方法 可 以 对 很 多 自 相 似 集 的 维 数 给 出 正确 的 结果 。 例 如 ,Koch 
曲线 由 与 它 相 似 的 比例 常数 为 地 的 四 个 部 分 组 成 ,所 以 具有 维 数 1og4/1og3。 更 一 般 地 ,车 一 
UiF;, 其 中 玉 ; 几何 相似 于 下 但 比例 系数 为 c1。 假 如 玉林 互相 便 普 * 太 多 ”, 则 由 分 析 讨论 给 
出 dimrF 为 满足 ”ci = 1 中 前 :和 值 。 
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三 、 维 数 的 其 它 定义 


要 理解 分 形 的 数学 机 理 ,熟悉 Hausdorff 测度 和 维 数 是 必要 的 。 但 由 于 分 维 是 分 形 所 何 对 
象 复 杂 性 程度 的 度量 ,根据 复杂 性 类 型 的 不 同 , 荐 要 用 不 同 定义 的 分 维 概念 来 表示 ,从 不 同 逢 
上 度 刻 划 它 的 不 规则 性 , 因此 除了 前 段 介绍 的 Hausdorff 维 数 外 ,本 段 继续 讨论 其 它 一些 广 泛 应 
用 的 定义 以 及 它们 之 间 的 内 部 联系 。 

大 部 分 维 数 的 定义 都 基于 “用 尺度 6 进行 量度 ”这 样 的 思想 ,都 用 这 样 的 方法 进行 测量 ; 忽 
略 尺 寸 小 于 3 时 的 不 规则 性 ,并 且 察 看 当 9-0 时 ,这 些 测量 估 和 的 状况 邵 何 。 例如 ,当下 是 平面 
曲线 , 则 测量 值 M(t) 可 以 用 两 脚 距 离 长 度 为 5 的 两 脚 规 度量 整个 下 所 需 步 数 确定 ,而 下 的 
维 数 则 由 Ms(F 7 服从 的 者 定律 决定 , 即 当 3 一 0, 如 果 对 常数 c 和 s, 有 

Ml(F) ~ eB: 
则 可 以 说 下 具有 “ 维 数 ”, 而 c 则 可 以 看 成 是 集 五 的 “一 维 长 度 "。 取 对 数 得 
losMs(F} 一 1ogc 一 siogd 
在 上 式 两 端的 差 了 少 趋 于 零 而 趋 于 零 的 意义 下 ,有 
im [EMC 


sr0 一 ]og 

必须 指出 ,决定 一 个 维 数 定 义 是 次 可 以 被 接受 揭 因 束 更 多 的 由 经 验 和 直觉 确定 ,为 确定 一 
个 基 能 和 否 作为 维 数 , 通 常 是 去 寻找 它 的 某 种 类 型 的 久 例 性 质 ; 另 外 ,应 注意 一 些 表 面 上 很 相似 
的 维 数 定义 ,具有 的 性 质 可 能 差别 很 大 ,不 应 当 假定 不 同 的 定义 对 同一 个 集合 能 给 出 相同 的 维 
数值 ,即使 对 很 “规则 ”的 集合 也 是 如 此 。 

计 合 维 数 或 称 盒 维 数 (Box 一 counting or Box dimension) 是 应 用 最 广泛 的 维 数 之 一 , 它 的 
普 换 应 用 主要 是 由 于 这 种 维 数 的 数学 计算 及 经 验 估计 相对 容易 一 些 。 对 这 种 定义 的 研究 可 以 
追 湖 到 三 十 年 代 , 并 且 对 它 有 各 种 各 样 不 同 称谓 :Kolmogorov 十 、 焙 维 数 、 容 度 维 数 ,度量 维 
数 . 对 数 密度 和 信息 维 数 等 等 我们 将 和 便 称 它 为 盒 维 数 或 计 盒 维 数 以 避免 混乱 。 

定义 3 设 下 是 及 上 任意 非 空 的 有 界 子 集 ,Ne( 天 ) 是 直径 最 大 为 3 可 以 巴 盖 瓦 的 集合 的 
最 小 个 数 , 则 上 的 下 、. 上 计 盒 维 数 分 别 定义 为 


dimaF 一 link 
Bo 


logNs(F) 
人 


(10. 6.7) 
msF = Hm 


如 果 这 两 个 值 相 等 , 则 称 这 共同 的 值 为 的 计 盒 维 数 或 使 维 数 , 记 为 
Ee 
一 jog 


logNi(F) 
一 188 (10. 4. 8) 


盒 维 数 有 一 些 等 价 的 定义 ， 有 时 这 些 定 义 更 适合 应 有 i 中 6 一 -坐标 网 立方 体 ， 即 下 列 形 
式 的 立方 体 


(10. 6. 9) 


| [m6, Cpe + 6] X ve X Lm, 十 D5] 
其 中 mw…:mv 都 是 整数 , 设 NC) 是 5 一 网 立方 体 与 下 相交 的 个 数 ,显然 这 是 NeCF) 个 直径 
为 6 Vn 的 覆盖 下 的 集 类 ,因此 有 
Ns /rr (F) NY CF) 
如 果 8 Vn 过 1, 则 、 
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tecvy 8 


logNs (FF) 二 logNs CF') 
， —log(BvVn) rlog Vn — logd 
令 人 ~0, 取 下 .上 极限 四 


dimsf < lim 


ea a (10. 6.10) 


mi (10. 6.11) 


另 一 方面 ,任何 直径 最 大 为 6 的 集合 包含 在 3" 个 边 长 为 3 的 网 立方 体内 (内 包含 这 个 集 的 一 
些 点 的 一 全 立方 体 以 及 与 此 立方 体 相 邻 的 全 部 立方 体 组 成 ， 因此 
: a Ni(F) < NF) 
取 对 数 并 取 极 限 可 以 得 与 式 (10. 6. 102 和 (10. 6. 113 反 向 不 等 式 ， 因 光 ,为 求 出 式 (10. 6, 7)、 
《10, 6. 8)、 (10.6.9) 定 义 的 僵 维 数 , 可 以 等 价 地 到 En 
的 个 数 。 

为 计算 一 个 平面 集 下 的 盒 维 数 ， 我 们 可 以 构造 一 些 边 长 为 5 的 正方 形 称 为 例子 ,然后 计 
算 不 同 的 $ 值 的 “盒子 ”与 相交 的 个 数 Ns《F)( 计 合 维 数 由 此 得 名 ), 这 个 维 数 是 当 5->0 时 ， 
Ne( 玉 ) 增 加 的 对 数 速率 ,或 者 可 以 由 函数 logN,(F) 相 对 于 一 logd 图 的 斜率 值 来 估计 。 

盒 维 数 还 可 以 有 其 他 不 同 亨 式 的 等 价 定义 ， 现 概括 定义 如 下 。 

定义 4 设 尺子 集 王 的 下 、 上 盒 维 数 由 下 两 式 给 出 : 


jogNAF) > | 
dime 一 lim logy (10. 6,. 12) 


lo NCF) 
| Hap ~ I EN) Es 
那 末 ,车 i 
logNe(FY: 
— logd.,. 
存在 , 则 此 极限 值 称 为 的 盒 维 数 ， 其 中 POP 是 下 列 五 个 数 中 的 任 一 个 : 
《1) 和 覆盖 二 的 半径 为 8 的 最 少 闭 球 数 ， 本 
2) 覆盖 下 的 边 长 为 8 的 最 少 章 方 体 个 数 ， 
《3) 与 相交 的 5 一 网 立方 体 的 个 数 ; 
(4) 覆盖 下 的 直径 最 大 为 兴 的 最 少 个 数 ; : 和 间 
(5) 球 心 在 上 , 半 色 为 8 的 相互 不 交 的 球 的 最 多 个 数 。 
盒 维 数 的 下 列 基 本 性 质 反 映 了 与 Hausdor{f 办 数 奖 科 的 特 态 ， 同时 也 可 以 用 许多 同样 的 
方法 进行 验证 。 
(DR: 人 
(2)dims 与 中 ms 是 单调 的 ; 
(3)dim 是 有 限 稳定 的 , 妈 、 
iE UF)= i ji,F) 


《10. 6, 13) 


ro 


然而 ,dims 没有 这 个 性 策 ， 

《4)dims 和 dims 是 Lipschitz 不 变 的 。 这 是 因为 ， i _ f(z) = y|, 且 下 能 被 
Nasal 六) 个 直径 最 大 为 6 的 集 栈 盖 , 则 在 映射 了 之 下 ,这 Re) 个 集 的 象 也 组 成 FF? 的 一 个 直 
径 最 大 为 c8 的 覆盖 ,因此 dimearCP)<dimsF ,类似 地 , 盒 维 数 也 有 象 Hausdorf[ 维 数 在 双 Lip- 
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schitz 和 Helder 变换 下 的 性 质 。 


当 指 出 , 计 盒 维 数 也 有 不 好 性 质 ， 正 是 这 种 性 质 严格 限制 了 会 维 数 的 应 用 。 尽管 如 此 , 盒 


ey et 而 且 在 理论 上 也 很 有 用 ,人 们 经 常 可 以 证 明 一 些 集 的 盒 维 数 与 
Hausdorff 维 数 相等 。 利用 这 西 种 维 数 的 相互 联系 ,可 以 在 应 应 用 中 产生 很 好 的 效果 。 
例 3 设 五 是 三 分 Caurtor 集 , 财 - 
dimsF = mgF 一 tog2 /lpg3。 
证 明 由 于 由 的 2 个 长 度 为 3 “的 区 则 所 上 履 善 , 加 果 3- ‘a 1 则 NelF)S& 
中 ,由 二 (10.5:13》 : 


Hi logN. otFY log2: log2 
qimeF = dim ~ opF < 王 皮 入 - jog3 


另 一 方面 ,如 果 3 ' 委 6<3- , 任 一 长 朗 为 :的 区 间 最 多 与 构造 下 中 的 “个 长 度 为 3 的 
蕉 本 区 间 相 交 , 这 样 的 区 和 间 有 2: 个; 所以: 汶 覆 莹 下 ,至少 党 要 长 代 为 6 的 区 间 2 个 ,因此 ,Ns 
(天 ) 之 2 , 即 得 dimsF 守 log2/log3。 

因此 ， 到 少 对 于 eo 集 dimgF =dimaF 。 


例 4 ‘p=io, 3 …} 是 一 Te 
加 中 的 一 个 点 ， Re 歼 


logNeGF) 、 lo 本 “ 
Ss 产 logk (k++ 1) 
令 8 一 0, 得 dimsF> 半 ,而 另 一 方面 ,如 来 却 >3>0, 取 友 满 足 ii 上 下 >32HCDET 则 (二 


ep ] mr- 1 个 总 可 以 由 另外 4 一 1 个 区 间 材 盖 , 则 


lo < log(2&y 
og6.: “logk(#—1) 


故 有 Hiep<< 六 ,所 以 ， dimaF = 了 让 本 : 
这 个 集 几乎 每 一 点 都 是 相互 分 离 的 ， 没有 人 把 着 分 和 ， 但 它 却 有 分 数 的 仗 维 数 ， 


8 10.7 沫 此 动力 条 统 的 浑 池 现 窗 的 分 析 


—, Lorenz 方程 | 
如 何 解 释 流 体 中 的 满 流 现象 , 曾 有 多 种 数学 方法 的 尝试 .典型 方法 是 把 流体 行为 表示 为 微 
分 方程 的 轨 线 ,微分 方程 组 又 被 设 定 依赖 于 一 个 参数 >, 这 个 > 参数 常常 相当 于 Rayleigh 
Reynold 数 , 这 种 类 型 的 分 析 , 最 引 人 注 Hi 1963 E. N. Lorenz 在 大 气 科 学 杂志 上 
出 的 模型 。 
Lorenz 讨论 a 系统 是 


‘y= rrr yt. 


oy 
| (10.7.1} 


9 一 pz . J 
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这 个 常 微分 方程 组 是 描述 一 个 下 部 吉 热 的 流 屋 中 的 幅 流 Camplitude convection)， 列 出 恼 微 分 
方程 后 ,和 将 未 知 遂 数 展 成 Fourier 级 数 , 只 留 下 三 个 系数 不 为 零 所 得 的 结果 。 
在 取 式 (10. 7. 1) 中 参数 = 10,6 一 8/3 时 ,Lorenz 从 数值 上 发 现 当 Rayleigh 数 超过 一 个 
临界 值 
f2 = 24.74 (10.7, 2) 
后 ,系统 式 (10.7. 1) 就 出 现 浑 汪 动 态 ;也 就 是 说 ,所 有 的 解 不 稳定 ,几乎 所 有 的 解 是 非 周 期 的 ， 
虽然 仍然 有 无 穷 多 个 不 同 周 期 的 周期 解 。 
设 呈 是 一 个 共有 度量 d(*,，， ) 的 空间 ,BCX 且 令 TE 一 也, 车 CCE.rCC) 一 C, 则 称 集 
合 忆 是 不 变 的 、 
对 寺 这 个 t+ 的 不 变 集 C 米 说 , 若 对 每 一 个 汪 0, 有 一 个 8E (406 使 当 dz,C) 委 8 时 就 有 ， 
对 每 一 个 下 整数 nn,dfr fiz),.0) 护 s} 也 鳄 是 ， 二 于 于 妈 有 六 分 汪 秆 忆 失 罗 各 和 于 称 C 
是 稳定 的 ,是 Liapunov 稳定 的 。 
我 们 说 C 是 吸引 的 或 者 说 是 一 个 吸引 子 *(ateractor)， 车 对 每 一 个 充分 近 于 人 的 之， 
mtzr) 趋 于 C, 即 当 ”~co 时 ， 
dm(Cz)CT 一 0 
这 种 仔细 地 把 吸引 从 稳定 分 离开 来 的 说 法 ， 是 拓扑 动态 和 动力 系统 研究 的 标准 方法 ， 早 在 
1932 年 ,A, Denjoy 在 论述 一 个 环 面 T? 上 微分 方程 的 例子 时 就 强调 了 这 种 分 开 说 法 的 必要 
人 性。 在 他 的 例子 中 ,有 一 个 非 空 连通 紧 不 变 集 , 
( 区 了 疝 
它 既 不 是 一 点 ,也 不 是 一 个 周期 轨道 ， 但 它 是 一 个 吸引 子 。 所 以 , 它 是 一 个 “奇异 吸引 子 ” 


《strange attractor) 。 一 个 奇异 吸引 子 按 1971 年 D. Ruelle 与 F. Takens 的 定义 ;去 异 琢 引 子 本 


质 上 是 任 一 紧 连 通 吸 引 集 , 它 既 不 是 一 个 静止 点 ,也 不 是 一 个 周期 轨道 ,还 不 是 任何 维 的 一 个 
曲面 。 不 过 ,Deujoy 的 例子 是 不 稳定 的 奇异 吸引 子 ,Ruelle 与 Takens 的 例子 与 Guckenheiner 
的 例子 都 是 稳定 到 引子 。 现 在 讨论 的 Lerenz 奇异 吸引 子 也 可 能 是 稳定 的 .这 样 ,后 二 种 情况 就 
可 以 统称 为 “奇异 稳定 吸引 子 ”(Strange stable atttactors). 但 是 ,由 于 没有 大 家 都 能 接受 的 请 
流 的 定义 ,所 以 很 难说 一 个 奇异 吸引 子 的 存在 就 能 肯定 滑 流 的 存在 -。 

不 过 ,Ruelle 和 Takens 是 识别 出 不 规则 行为 和 浑 沌 行为 的 一 种 起 源 。 

如 何 描述 不 变 集 C 上 的 r 出 现 浑 沌 ,Kaplan 与 Yorke 更 为 严格 的 修 改 了 Lorenz 所 从 缺 
的 动态 描述 。 

我 们 说 ,局 上 的 动态 灵敏 地 依 带子 初始 条 件 ， 若 在 C 中 每 一 条 轨 线 是 Liapunoy 不 稳定 的 ， 
即使 动态 限于 C 也 是 如 此 。 更 清楚 地 说 ,对 每 一 个 zEC, 有 -个 e>6 和 -- 个 序列 {y}CC 使 y 
一 ZZ 且 对 每 个 y; 有 一 个 正 的 n(=n(7)) 使 

| dm) > 6 10, 7. 3》 
这 样 的 描述 显然 和 我 们 在 $10.2 的 说 明 相 一 致 ,而 且 式 (10, 7. 3) 正 是 李 天 岩 一 -James A. 
Yorke 定理 中 式 (10. 3. 59) 关系 。 这 里 Yorke 又 一 次 用 Liapunov 不 稳定 性 与 他 1975 的 工作 衔 
接 起 来 。 

一 个 紧 不 变 集 C 是 浑 征 的 (chaotic), 若 C 人 C 中 有 一 个 向 胃 道 , 即 

集合 
{ern = 1,2…} eT 
的 闭 包 是 C。 事 实 上 ,CNT 常常 是 无 穷 个 排斥 周期 点 ,不 加 这 个 条 件 等 于 把 浑 汪 定义 椎 广 。 
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车 忆 有 于 个 黎 胃 道 , 则 必 的 “最 大 多 数 "(most) 点 有 稳 轨 道 ,这 里 的 “最 大 多 数 "解释 为 * 页 - 


利 类 ”(baire category) 的 拓扑 意义 。 马 中 形 例子 所 舍 的 浑 沌 集 茎 不 是 稳定 也 不 是 吸引 的 ， 
Lorcnz 系统 的 “ 预 清流 ”参数 信也 有 一 个 显然 是 不 稳定 ,不 吸引 的 浑 沌 集 。 

关于 式 (10.7.1) 中 的 给 定 +, 对 于 任 一 个 初始 点 ,定义 e《p) 是 z(t) 符 号 改变 的 个 数 ,z 
《是 解 表示 角速度 的 坐标 。 它 本 质 上 就 是 计算 轨道 符合 统一 临界 点 振 蔓 到 绕 另 一 临界 点 振荡 
的 次 数 。 对 于 不 同 的 > 值 ,我 们 从 近 于 非 吸引 浑 泪 集 的 范围 随意 选 很 多 点 ,结果 突出 表现 出 不 
同 , 当 -是 很 大 的 时 候 

22 rr A 24.06 (10, 7. 4) 
在 随机 选 一 些 点 的 时 候 , 很 多 的 oCp) 蚌 0 或 1, 也 有 一 些 其 它 的 点 产生 slp) 的 大 秆 ,除了 那些 
olp) 蚌 0 或 1 的 点 之 外 ,其 余 的 情况 是 按 一 种 离散 指数 分 布 ,其 均值 显 出 当 rr1 时 趋向 无 
穷 , 而 在 r=23 时 ,这 些 e(z) 值 的 平均 总 是 超过 100, 但 是 , 当 > 近 24 时 ,要 得 到 统计 所 需 的 时 
癌变 成 很 难 提 摸 ,而 在 这 个 范围 却 是 最 慎 得 研究 的 。 . 

当 * 稍 小 于 24,06 时 ,试验 表 出 一 种 * 亚 稳定 演 沪 "(metastable chaos) 。 也 就 是 ,省 钙 行 为 
保持 一 个 很 长 的 时 间 ,Yorke 称 这 种 试验 出 现 的 预测 流 状态 是 一 种 内 中 包括 两 个 稳定 吸引 点 
和 一 个 辉 症 振 水 的 其 它 部 分 ,者 起 来 好 似 轨 线 作用 停留 在 省 沌 范围 有 一 平 部 分 ;如 果 一 个 轨 钱 
在 了 时 间 中 观察 到 是 处 于 浑 滞 状 态 , 它 一 点 不 说 明 有 多 长 时 间 它 还 候 灸 在 浑 波 范 围 。 

当 yni 时 ,在 围绕 奇异 集合 的 亚 稳定 浑 沌 区 域 的 视 范 转 中 有 小 小 变化 , 当 +<r) 时 ,在 洗 
沌 域 中 几乎 每 一 点 最 终 将 被 吸收 到 一 个 吸引 刚 界 点 ,前 面 振荡 的 平均 数 很 大 ; 当 7 超过 时， 
平均 时 间 变 为 无 穷 ,突然 间 病 态 浑 沌 域 变 成 麻 异 吸引 子 的 吸引 城 。 

Loreriz 提 出 r=24.74 时 过 滤 到 揣 流 ,是 因为 这 是 非 零 静止 点 的 两 个 吸引 域 消失 存在 的 
临界 点 。 本 

1979 年 ,两 位 Yorke 用 + 二 22 研究 式 (10. 7. 1) 的 解 在 (7) 的 表现 ,出 现 从 过 渡 浑 沌 行为 
突然 转变 为 振荡 癌变 为 平衡 点 二 士 [(r 一 1) (8/3)]* 的 模式 , 平均 来 说 ,海神 行为 在 60 次 振 
葛 后 转变 为 阻尼 行为 。 对 于 较 大 一 些 的 +<ri 守 24. 06, 浑 入 行为 保留 得 长 些 , 当 r= 23.0 时 ,可 
以 平均 振荡 300 次 才 衰 变 (图 10. 36)。 

Lorenz 也 曾 将 系统 设法 转变 为 一 个 标量 
函数 来 研究 ,他 的 第 一 个 办 法 就 是 在 R: 中 指出 
有 - 个 檐 球 ,使 每 一 条 雪线 最 终 要 穿 过 而 进 球 
内 ,一 旺 在 里 面 以 后 并 一 直 留 在 里 面 。 也 就 是 ， 
椭 球 在 微分 方程 下 是 “ 正 向 处 变 的 "(positively 
invariant)。 令 惠 (ps,1) 蕊 R! 表示 开始 在 pER， 
1 时 后 (10. 7.1) 解 在 只: 中 的 位 置 。 对 于 一 个 集 
合 SCR?, 记 

DS 0) = (Bp,0)1p EE SIC10.7,5) 
用 Vol(S) 表 示 S 的 三 绯 体积 ,Lorenz 观察 
([0,7. 1) 右 边 是 常数 一 (c 十 b+]1) 的 发 散 博 况 ， 
所 以 的 图 10. 36 
Voll ®(S,2)] = exp_— (ob 1)|* Vos) {10.7.6) 
设 区 是 上 述 正 向 不 变 椭 球 ,由 于 当 : 是 正 时 ,BC(E,t)CE, 所 以 有 
BE,LD) CT DBE,L), ( 若 t tO0) 


rinl | 站 
一 -一 一 -一举 汪 报 策 一 一 一 上 共 杰 一 


350 


br 


在 ; 人 

， = NBE,) 

RC 7. 6) 得 知 这 个 集合 体积 为 夫 ， 
当 r>m 一 13,.9 时 ,区 ,的 形状 特别 复杂 ,而 当 r 之 ro 时 ,下 ,包含 有 -一 些 轨 线 , 它 水 还是 非 出 

期 的 振 萝 。 当 rr! 守 24. 06， 数 秆 试验 中 反映 出 的 振荡 的 平均 时 间 可 渐 近 于 273。 考 虑 系统 的 

这 种 特征 ,对 应 的 体积 压缩 因子 是 


exp| — (3 之 | 下 示 二 1| |~ 0. 00013 


所 以 ,在 一 般 关 注 的 范围 中 任何 初始 点 的 轨 线 迅速 趋向 集合 .。 

Lorenz 还 将 式 (10. 7, 1 经 过 数值 解 ,相当 任意 性 的 , 选 = 和) 坐标 的 相继 峰值 。 用 MM 家 示 
z(2) 的 第 n 个 极 大 值 ,他 描 下 相继 的 序 对 CM ,MM,1) ,发 现 它们 落 在 一 个 很 居 的 峰 型 的 曲线 
上 ,一 种 A 型 曲线 ,在 灌流 z 会 入 误差 范围 内 ,发 现 一 种 很 明显 的 M, 与 好 ,+ 之 间 的 二 对 一 关 
系 , 也 就 是 图 示 显 未 出 一 种 函数 

Maa= AM)=ArM) 《10.7.7) 
这 种 关系 当然 无 法 严格 成 立 , 但 是 这 种 莽 别 是 非常 小 的 。 如 图 
10. 37 表示 ”= 一 24. 06 取样 2000 个 峰值 所 得 结果 。 差 不 族 每 一 
个 浑 汪 轨道 线 所 取 z 的 峰值 都 手册 人 赣 一 曲线 。 
这 和 我 们 在 $ 10. 吕 中 所 介绍 的 方法 是 一 样 的 , 它 的 根据 就 
是 :动态 映射 的 离散 表 系 是 和 这 种 数值 关系 十 分 接近 的 。 
~ - 在 ><r: 时 ,我 们 不 能 私有 单一 的 轨 线 就 产生 出 整个 图 形 ， 
图 10.37 国 为 超过 某 时 刻 以 后 , 轨 线 将 趋 于 一 个 常数 ,所 以 序 对 (ad,， 
MD) 渐 近 趋 向 Cr 一 1:r 一 1). 要 详细 描 出 Ar,Af.) 的 图 示 ,应 选 
一 些 初 始点 ,然后 选 35~45 对 极 大 值 。 图 11-37 就 是 7=22 的 一 种 典型 情况 ,排除 开始 的 - - 些 
航 大 ,相继 的 极 大 都 是 从 数据 曲线 非常 不 规则 的 振 划 部 分 选 得 的 。 然 后 用 形 如 
AM}Y = zo — A Mo M+ AIM— Mo + AIM— Mo:) (10.7.8) 
来 巾 合 一 条 曲线 表 出 4C44) , 式 (10.7.8) 中 的 A1,4,,4,,8 和 -MM, 都 是 用 最 小 二 死 方法 求 得 ， 
zmx 是 从 相当 近 (0,0,0) 的 一 点 开始 所 进出 的 第 一 个 极 大 值 。 


二 、 虫口 偏 微分 方程 的 汉 池 角 


1981 年 ,A,Lasota 成 功 的 对 虫口 (Cell pobuilatiomn) 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 给 出 稳定 解 和 
浑 沌 解 。 这 位 波兰 学 者 A. Lasota 曾 与 美国 Maryland 大 学 专门 从 事 于 浑 沌 研究 多 年 的 James 
AA. Yorke 合作 写 过 多 篇 相关 的 文章 ,所 以 ,他 对 活 沌 分 析 的 思路 也 与 Yorke 的 研究 方法 相 一 
致 。1983 年 ,捷克 Pavol Brunovsky 就 Lasota 的 证 明 方法 与 结果 做 了 修改 和 发 展 。 

我 们 曾 在 $ 10.2 中 初步 介绍 了 点 口 偏 微分 方程 的 浑 沌 解 问题 ,A，lasota 所 研究 的 偏 微 
分 方程 是 


+ et) = flr) (10.7 9) 
(t,x) ED= [0,+ 0) x 4h,4 = [0,1] 
这 个 方程 广 述 了 虫口 的 一 些 类 型 的 生长 繁殖 动态 ,特别 是 红血球 细胞 的 牛 长 动态 ,就 < 和 上 了 的 
一 些 很 自然 的 条 件 下 ,方程式 (10.7.9) 在 4=[0,1] 上 的 非 负 述 续 函 数 空间 C.(4} 中 , 牛 成 ~ 
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种 半 流 (semiflow)S,stzz0。 它 有 一 个 木 变 集 Y., 在 这 个 不 变 集 上 ,s, 轨 线 的 行为 是 浑 沌 的 ,也 
就 是 在 了 。 中 S, 有 一 个 稠 轨道 ,而 且 Y。 的 每 一 点 是 不 稳定 的 , 即 对 每 -点 vEV。, 有 一 个 邻 
域 :Sw.yv 在 CLD) 中 的 邻 域 和 一 个 序列 vv, 使 wv, 的 办 道 对 某 :>0 将 离开 U， 
Brunovsky 给 出 与 Lasota 一 样 的 四 种 假定 : 
1) 函数 c,f 是 连续 可 微 的 ; 
(2)c60) 一 0, 且 当 z>0 时 ,cz)>>0; 
《3) 存 在 一 个 zE(C0, 1 使 六 (0xo)<0, 且 在 z>0yz 天 zxo 时 , 70:x)(z 一 zo)<0i 
(4 对 某 太 ,二 关 0 及 所 有 >zE4,x3P0， flr) hth 
而 把 Lasota 的 假设 
(5)' 当 zEA 时 ,f(z,0) 之 0, 且 /(0,0)=0 疏 为 . 
{5) 对 所 有 的 zx€E A,f(zx,0) 二 0。 
非常 重要 的 一 点 ,Brunovsky 文章 特别 指 ds 在 只 有 (57 而 没有 (5) 时 ,S, 就 不 是 在 整个 了 。 
中 形成 浑 沌 。 
事实 上 ， 如 雪 杰 型 式 K0; 7. 9) 是 具有 增殖 率 p 的 一 种 再 生 ， 经 常 在 分 化 生长 的 虫口 时 ， 
例如 
Crzyz) 一 Sh — clr) C10. 7. 10) 
就 有 (5) 出 现 。 
在 (1)~(4)、(5》' 的 假定 下 ,Las6ta 电 经 证 得 以 下 四 个 结 
(DD) 当 GCR" ,n>0 时 ,用 Cy(G) ,车 4.CG) 表 示 所 有 在 G 非 负 连 续 函数 的 集合 与 所 有 在 
G 上 非 负 连 续 可 微 画 数 的 集合 。 对 和 登 于 个 moEC 04) , 式 (10,.7.9) 在 如 +CD) 中 有 唯一 解 ,满足 
: zf0, = vz),( 当 TE ANH)Y (10. 7. 11) 
一 个 丽 元 EC (DD) 称 为 式 (10.7.9) 的 广义 解 , 如 果 它 是 式 (10,7. 9) 解 的 “个 级 限 , 这 个 
极限 在 也 的 紧 子 集 上 是 一 致 的 ， 对 每 一 个 EC-(a)， 都 有 (10. 7. 和 的 嘲 汪 户 放 区 关公 各 
《10.7.11)。 
所 以 ,对 vEC4+《2) 讨 论 可 以 略 去 “广义 ”二 字 。 
对 于 满足 式 (10.7.9) 和 式 (10.7.11) 的 a, 用 


SvrT) = wht yr) 


定义 的 映射 
S$:T0,50) X Cr AY 0 Ca) {10.7. 12) 
SC_ 4) > CC (A) (10.7. 13) 
是 连续 的 ,而且 
: So = id : (10.7. 14》 
对 每 对 t,; 之 0, 有 
5, 让 S, TE Ds 
(2) 满 足 初 始 条 件 x(t,) = 二 zo 的 常 微分 片 程 
尝 ee (10.7.15) 


的 解 曲 线 
T= qtrtorre) (C10, 7. 16) 


称 为 式 (10. 7. 9}) 的 特征 线 , 洪 着 这 条 特征 线 , 式 C10.7.9) 满 足 初始 条 件 
y0) = vg(0;t0 .70)) 《ti0. 7, 17》 
的 常 微分 方程 
| — fplistes xo) sy) > 4 (10.7.18》 
的 解 ett,z)。 经 过 式 (10.7.17)、(10, 7.18) 的 解 的 表示 方法 
VOstor zo) vo PDI 20)) 
式 (10.7.9)、(10.7.117? 的 解 就 可 以 表示 为 


at 一 Wp Obs zo GDsEs 7)) 《10.7.19) 
竺 别 是 , 若 将 Kii0,z) 写 成 名 (D, 则 从 条 件 (2) 得 知 
HI=0 


在 0 时 ,名 (区 对 tr 都 是 严格 上 升 ,而 在 0<rS1 时 , 卫 1(6) 良 义 ， 且 是 连续 下 颖 的 所 数 ， 
《3) 平 稳 方 程 


eCr) 性 = Fe TE (C10, 7, 20) 

在 一 个 唯一 和 解 wotxz) 满 足 ws(0) 二 wo, 对 每 一 个 使 vt0)>0 的 veECi(4), 有 对 之 一 致 的 有 
Suz) -> w(x i oo {10.7. 21) 

(4) 没 
Vo= {vv EC (A = 0} (10. 7. 22) 
V,= iv EV < wr) rE A) {10. 7, 23) 
集合 Vo,V 是 对 5, 不 变 的 ， 而 且 对 每 一 个 vEV， 有 一 个 1 之 0, 使 当 t>To 时 

Sw €V, | (10,7. 24) 


在 ()~(4) 结 论 的 基础 上 ,Brunovsky 再 提出 陋 点 直接 推论 ; 
(5) 由 于 对 所 有 上演 0, 和 CD)=0, 故 从 式 (10,.7. 19) 得 知 式 (10.7.9)、(10.7.11) 的 解 将 在 
De = [0,cco) XxX A, A = (0,1]. 
对 vEC-(4) 良 义 , 换 句 话说 , 半 流 S, 可 以 扩张 烈 C+ CA" ,用 5S? 表示 这 种 扩张 的 六 流 。 
(6) 由 于 w(t,z) 是 一 - 阶 常 微分 方程 沿 每 一 个 特征 线 的 解 ， 故 从 式 (10。 7. 19) 得 知 半 流 5; 保 
序 ， 也 就 是 当 t 这 0 时, 着 妃 信 vo， 则 | 
Su) SS So (10.7?. 25》 
其 中 六 所 we 表示 对 所 有 x EBA,v4C7) 扫 wtz) ,这 个 结论 对 5° 也 成 立 。 
随后 ,Brunovsky 又 证 明了 V。 是 3, 的 浑 沌 不 变 集 。 
1. 周期 点 的 存在 及 其 在 V, 中 再 | | 
首先 ,我 们 在 Cr[o， co) 中 用 移 位 半 群 来 表示 aa 


BOC, (MOC) toco) 《10. 7. 26) 
定 头 vr BVI) = (=ult,1) 
用 式 (10. 7. 19) ,可 以 将 多 表示 为 | 
BE = YGAOt 1 wv HA0:t,1))) (10. 7. 27) 
2 之 0 的 移 位 映射 能 下 了, 就 定义 为 
(Tg)(s} = gt sg EC+[LDco) (10. 7. 28) 
它 是 一 个 半 群 , 故 有 | 
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TE=5,, I (10.7. 29) 


(TB CS) = BV s+) = (50) (1) 
= (SIS,0) C1) = BS wv) sy 
我 们 可 以 将 有 扩张 为 C+(4) 上 的 映射 @ ,定义 为 
BV EE) = (Iv) 1) 

则 用 S?,@, 分 别 代 兰 式 (10. 7. 29) 中 的 5,, 名 以 后 ,交换 式 仍 成 立 。 

设 gEC4i[0,50), 从 式 (10.7. 19) 立 即 得 知 

Bolv) 二 g 当日 仅 当 pw(z) = 入 (一 Dy gD EAN (10.7.,30) 
月 用 关于 式 (10. 7. 25) 的 论证 ,从 条 件 的 设 定 与 式 (10.7. 30) 得 
UKZ) 字 亚 (一 站 (1);1,0)= 二 0 


事实 上 ， 


所 以 有 

(了) 映射 :CHC4') 一 C_[0,00) 有 一 个 道 , 表 为 式 (10， 7. 30), 还 可 以 证 明 ， 

(2) 设 vEC4CA) 满 足 w00)>0, 则 z-x0 时 

BI) — wl) 

Re [0,ce), 且 对 某 >0 与 每 一 个 当 t 之 0 有 
: g(t) SA 一 ? 《13.7. 31) 
则 gESBCY,), | 

由 于 当 g€C;[0,00) 在 [0,r001)) 中 有 周期 值 时 ,总 有 >0 使 式 (10.7.31) 成 立 , 从 而 g 
EV) ,所 以 函数 gEC+[o,co) 具 素 周期 tr 之 0 值 在 和 0srou01)) 为 周期 当 且 仪 当 $i(g) 是 5 
在 了 . 具 基 础 局 期 * 的 一 个 周期 点 。 也 就 是 有 

第 一 个 肯定 :对 每 一 个 r 之 0, 有 基础 周期 + 的 ,S, 在 了。 中 周期 点 的 分 布 。 

另外 ,对 年 一 个 < 之 0， 可 用 C 表示 在 4 上 到 值 c 的 常数 函数 ， 且 

0 = CG) 
设 3>0 是 使 当 zx< 人 时 ,oaCz)<s 者 , 则 可 证 明 zEGVv 使 当 az<1 时 
2&(Z) = v(x) 

并 且 有 四 : 
lz(z) 一 az 过 ze) | + wr)| SC oe,0 CICS 
所 以 得 到 

第 二 个 肯定 :5 的 所 有 周期 的 集合 在 V。 中 向。 

2. 稠 轨 线 的 存在 性 

在 上 述 论证 中 ,已 得 v。 尾 3. 的 一 个 不 变 集 , 即 

SV —V, 

且 在 Y。 中 有 3, 的 无 穷 多 个 周期 点 ,它们 在 Ye 中 称 。 

现在 还 要 证 明 , 有 一 条 稠 轨 线 在 V. 中 再 分 布 , 且 对 每 一 点 vEV。 的 不 稳定 性 则 是 当 
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设 {oo}) 世 :是 岂 是 一 个 笛子 集 , 旦 设 当 ac=o 时 ,ss0， 用 可 一 下 (ws 表示 , 则 有 一 个 序列 
人 ft 使 二 一 0t+ 写 6 十 | 上当 O<sj<a 时 ， 
he hat 一 ri(= hh, (0)) 
对 所 有 上 及 所 有 1 所 j<n 
Bn) Sh t+ 4 — ti) - 《10. 7. 32) 
且 对 所 有 ;之 0,gGD) 安 并 十 ba)。 注 意 到 ,可 以 找 出 :个 连续 函数 序列 
如 3 C+ Lose-i | 
使 
FP) 一 名 (0 安生 和 一身 一 上 
Bt — 1) = ga 0D) 
则 用 ,代表 g,; 而 + 限制 在 #4 一 & 时 , 式 (10.7, 32) 仍 成 立 。 
我 们 规定 ,KEC+L0,00) ,0t<oo 有 时 下 (2) 之 wo(1) ,而且 当 ftw4l 寺 ,C1) 坊 h (1) ,从 
式 (10.7.30) 有 
BZ) p01) rHK0t 1) ; 故 limgi Cr) 一 0, 且 对 某 zxEToE 
{2), 
现在 ,我 们 有 
(TRG = BOSERtn hl . (10.7, 33》 
(Tk) (OD) ht) , 当 E 字 一 4 一 1 (10.7, 34) 
从 而 有 | 
(S27) 一 tr)》 当 WO0iterl 一 户 一 11)s 窒 z 生 1 
(S, 2) (Tz) 过 yy 当 0 守 太 U0;ton 一 不 一 1,1). 
所 以 ;从 式 (30. 7. 32) 得 
W(X): 当 0 寺 工 A BO 加 ii 一 夺 一 1;1) 
故 对 所 有 zxE4， 
| CS, 2) {zr) — v(t)| S26, | (10. 7. 35) 
这 表明 = 构成 一 个 稠 轨 线 ， | | 
Lasota 与 Brunovsky 所 处 理 的 虫口 方程 很 容易 在 其 他 邻 域 出 现 。 这 里 不 作 介绍 ， 


三 、 受热 板 的 浑 沌 振动 


受热 板 的 非 线 性 振动 一 直 受 到 科学 和 技术 界 的 重视 。 根 据 深 沌 振动 研究 的 发 展 以 及 浑 汪 
研究 由 单 自由 度 系 统 向 多 自由 度 系统 和 连续 系统 发 展 的 这 一 趋向 ,现在 我 们 研究 受热 板 的 浑 
钝 振动 问题 。 | . : 

1， 基 本 假设 

人 1) 板 的 材料 是 各 向 同性 、 均 质 的 线 弹 性 材料 ; 

(2) 忽 略 板 搁 曲 撕 动 中 的 转动 惯性 得 切 效 应 ; 

(3) 板 的 摩 度 是 很 小 的 ， | 

(4) 板 的 性 能 参数 下.G .gc 是 与 温度 无 关 的 带 数 ; 

(5) 温 度 场 与 应 变 场 互 不 看 合 ; 
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(5) 温度 TCz,y,2} 不 随 酸 的 厚度 变化 而 变化 ; 


《7) 板 中 温度 低 于 板 的 局 曲 温度 。 
2. 基本 方程 
Dr iphs A + ad ~ I DTM 
—hL(gW}) -2 于 = Proswt (10. 7, 36) 
Vi 十 KaViNr —— EL(W,W) 
~ FpEW Fo FW | FoFW 
其 中 Lp Weia ?arayaray t a dy 
a | 
Viertay 
LL 
Mr 一 其 证 Tryyvizdx=0 
wl 三 
PT 一方 sry dz=T(r, yt) 
2 
相应 的 无 量 纲 方程 是 
立 t 评 十 之 一 120] — v2)L(P,W) 十 597 = Peos 0 
(19, 7. 387) 
V 赤 十 地 CL 多 ,到 ) + WiNr=0 
FF 六 -ww “竹内 ¥ 太 FW 
其中 Vota TW,W)= 2 Ea 一 | 区 上 ss 
1 六 
忆 Db 8 _ Nra’a 四 
5 = ,P=Pat/ (Dh). 
3. 周边 固 支 受 热 板 非 线性 振动 控制 方程 多 分 析 
1) 边界 条 件 
T= ds 0,W- 2 0 
ee C10, 7. 38) 
El 
二 0 一 六 太一 一 一 
y= Oy By 0 
中 面条 件 
一 和 荆 一 QU 二 1 一 | 
人 出 《10.7. 39) 
y= 0,y=bu=v= 
相应 的 等 北条 件 为 | 
rav’ FF oo 1M 
有 [于 t+ 机 每 | = (10. 7. 40) 
1 a Ee 
[NE = 十 Nr 一 | dy 一 0 (10.7.41) 


| 盾 [aa+ 交 禁 项 + + al éd7 = (10. 7.42) 


(2}) 使 用 Galerkin 方法 求解 方程 (10. 7. 38) 
设 多 ?= 厂 ,AC)sin:rtsin’rAy 


wp wl lo 要 
| 可 ,一半 | 去 ,去 3 
了 (zyet) = R,sin: sin 他 TY CR, 一 cosst) 10.7.44) 
于 是 
Ee “aaR," 2 a Ro ge F i 
Nr= [去 “jsin ésiniraAna W ,csin’nésin:rAy (10. 7. 457 
其 中 ce 一 const, 将 式 (10. 7.45? 代 入 (10.7.36 ,可 得 Re 
VP= (Hi 一 Hycos?ré + (H) 一 XH Es Er 


十 (一 25; 十 (1 十 尺 )H,}Ycos2récos2rAn 
一 Hicosdré - Hicos4riy + Hicos2xécos4rAn 
二 HicosAxtcos2XAn ; (10. 7. 46) 
其 中 本 ,=| 二 | 本 ?zt242， Hs—W, ne 
设 式 (10, ?7.46) 的 非 齐 次 特 解 是 


,= .> Recos Zimxécos2nnAy (10.7.47) 
将 F 式 代入 式 (10.7.46), 可 得 a 
万， 五 , — XH, 
Me 后 Ru = TC) 
R= L+H ID ， 
ax) 十 J 
一 二 下 8。 二 好 
Rs 王 (2) Ro (MA) 
Re oo 
is (2z7 (1 十 .4 和 入 AN 此 i 
a .HH, i 
"Rn 277 GF Ry | 
级 数 式 (10.7. 47) 中 其 它 诸 项 皆 为 0, 方 程式 (10.7. 45) 的 齐 次 通 解 是 本 
.= Hl ~ 让 -Hlé -去 |(9 一 间 -: 十 五; a 全 一 让 让 
其 中 . 了 
3 1), __Wec 
Hs= 1 人 (1 一 Dwg 2(1—v)} 
-再 ,一 0 Ne 
3CvtA) pe 2 ss Wc 
一 16(1 一 一 而 信 ™A 2(1—v) 
它们 都 是 由 式 (10. 7. 40)、(10. 7. 41) 、(10.7. 42) 上 学 出 的 ;于 是 式 (10. 7. 46) 的 解 是 
P= 十 时 (10,7.49) 
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将 式 (10, 7, 43) 和 式 (10. 7. 39) 代 入 式 (10. 7. 36) ,并 用 Calerkin 方法 解 之 ， 可 得 A 的 方程 为 


A+ 4+ KA+ Kt = 区 os Ln {10.7. 50) 


， dA dx:4 
其 中 4 一 而 :4=1 


者 灾 [+ (5—20)+6X (2—v)] 


lt c= 2 到 本 3 2 
Ka” .9 = 2 [2 A | 
方程 式 (10.7. 50) 蚌 一 个 Duffing 型 非 线 性 微分 方程 , 它 的 解 可 有 复杂 的 性 状 . 但 在 一 般 
情形 下 无 法 求 得 其 精确 解 。 
4. 受热 板 的 浑 沌 振动 
由 于 无 法 求 取 方 程式 (10. 7. 50) 的 解 ， 只 得 通过 具体 数 例 来 产 明 之 。 
设 板 的 材料 是 高 强度 铝 合金 。 
E= 69.6297GPa,p = 2.78 X 10kgy/ms 
4 一 22.7X3HioC-l:p 一 0.3 ， 
a = 0.50m4 = 0.5;,h= 0.01m 
W. = 0.1651,P = 1.7457 X 10:Pa 
$= 233Pa * sm ,RR,. = 326.69C . 


f= 云 ~ 26.77Hz . | (10. 7. 51) 
于 是 可 得 KK, 二 0, 方 程式 (10.7. i 


Ki= 于 (3 十 2 外 十 3841) 一 


网 十 全 | 证 到 :43 一 狂 c 吃 2 Lg 510. 7. 52) 


设 4A= 户 X= KzmAlw , 且 因 pre 0498 ,Y Kr 16 1 PB/ 9 7 W,)= 


7. 5089, 于 是 方程 式 (10 7. 50) 归 约 为 
和 十 0. 0498 噬 十 X= = 7. 5089cosA 《10. 7.53) 
Duffing 型 方程 +8 十 x 一 Heost 又 叫 Hajashi 方程 , 它 的 动力 学 性 状 已 由 Ueda (1980) 
很 好 地 研究 过 ,已 知 在 一 定 参 数 条 件 下 该 系统 可 以 发 生 浑 沌 振动 ,并 在 参数 平面 ( 态 ,8) 上 对 系 
统 动力 学 性 状 作 了 完整 研究 , 画 出 了 各 种 类 型 运动 之 间 的 分 界线 . 据 此 可 查 出 在 系统 式 (10. 7. 
53) 中 是 可 以 发 生 浑 沌 振动 的 。 
对 于 系统 式 (10. 7. 53) , 浑 沌 研究 的 关键 是 要 核实 这 个 论断 。 央 此 对 于 该 系统 就 不 需 按 常 
规 分 析 那 样 ,分 三 ,四 种 途径 分 别 进 行 判 定 。 为 了 具体 核实 只 澳 采取 一 种 途径 就 是 以 了 。 为 一 
方面 ,在 对 Hajashi 方程 研究 中 ,还 未 见 有 从 分 维 方面 进行 媳 究 的 ,因此 本 节 采 用 分 维 方法 研 
究 系统 式 (10. 7. 53)。 这 样 , 以 下 这 部 分 工作 既是 前 人 工作 的 核实 ,又 是 前 人 工作 的 补充 ,而 不 
是 前 人 工作 的 重复 。 下 夯 对 式 (10.7. 53) 作 Poincaré 映射 各 分 维 计算 。 
研究 式 (10. 7. 53) 的 相 平 面 (X(A),Y(A)), 其 中 了 (4) 二 dY/dA。 方 程式 (10. 7. 53) 的 
Poincaré Re | 
= {CCAD YT OA A = 2k,k 0 1 2 《10. 7 了, 54》 
”为 了 计算 方便 ， 人 的 相关 维 d. ,其 结果 示 于 疼 10. 38。 一般 认为 ,Duffing 型 方程 
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容量 维 五 ~ 相关 维 双 ,由 区 可 见 点 集 好 是 分 数 维 的 。 于 是 
系统 式 (10. 7. 53) 的 在 人 4,X,7) 空 间 中 的 轨 线 的 维 教 是 1 十 
DD, 即 是 分 数 维 的 。 结合 ( 吾 ,5) 图 上 的 结论 ,可 见 在 系统 式 
0.7. 53) 中 确 有 浑 沌 发 生 , 即 在 一 定 参数 条 件 下， 和 全 
可 作 省 沌 振动 。 


研究 上 述 问题 的 实际 意义 如 下 :已 知 在 存在 泽 沌 振动 关 


的 参数 条 件 下 ,系统 响应 对 初 值 的 微小 改变 极为 敏感 ,但 在 
数 信 计 算 或 实验 研究 中 ,数值 误差 是 不 可 避免 的 ,这 样 由 于 
系统 对 初 值 的 敏感 性 , 初 值 的 惩 小 误差 会 导致 系统 末 来 ( 实 
际 上 是 在 一 定 长 的 时 间 后 ) 性 状 的 不 确定 性 。 在 这 种 情形 下 
受热 板 振动 的 未 来 性 状 是 不 可 能 被 于 知 的 。 


4 


一 lor 


图 10.38 


因此 为 估计 受热 板 末 来 的 振动 状态 ,必需 研究 受热 板 的 深 沌 振动 ， 使 其 避 开 发 生 浑 沌 振动 . 
的 条 件 ( 如 上 面 分 析 中 涉及 的 参数 条 件 )， 否则 对 受热 板 的 动力 符 性 进行 数值 计算 或 实验 研究 


可 能 将 是 毫 无 意义 的 。 
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